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sung mechanischer  und  physikalischer  Probleme  hauptsächlich 
zur  Anwendung  kommt.  Neue  Darstellungen  und  neue  Resul- 
tate wird  man  an  mehreren  Stellen  finden,  ebenso  eine  reich- 
liche Angabe  der  einschlagenden  Literatur.  Die  Zahlenbeispiele 
für  die  Berechnung  elliptischer  Integrale  und  Functionen  ver- 
danke ich  der  Güte  meines  CoUegen  Herrn  Prof.  0.  Fort,  des- 
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DIE  HÖHEREN 


DIFFEREIfTIALQÜOTIENTEN. 


Die   höheren  Differentialquotienten. 


Eine  ausführliche  Untersuchung  über  die  höheren  Difteröntial- 
quotienten  von  Functionen  einer  einzigen  Variabelen  hat  es  vorzugs- 
weis  mit  zwei  Fundamentalproblemen  zu  thun,  von  denen  das  eine 
die  Ümkehrung  des  anderen  ist.  Setzt  man  nämlich  y  =  (p(x)  und 
bezeichnet  F(t/)  ^=  F[(p(xy]  kurz  miif(x),  so  kann  man  entweder 
die  Aufgabe  stellen,  ß«)(x)  durch  F'(y),  F"{y),  JP'"(y)  etc.  auszu- 
drücken, oder  man  kann  umgekehrt  verlangen,  dass  F^**^(f/)  durch 
/'(*)>/" (^),  /'"(^)  etc.  ausgedrückt  werde,  wobei  sich  von  selbst  ver- 
steht, dass  unter  allen  Umständen  auch  (p'{x),  9^"(äj)j  <p'"(^)  ©tc.  in 
die  Rechnung  eingehen  müssen.     Zufolge  der  identischen  Gleichung 

/"^x)  =  JfJ(x)  =  lf,F[<p(x)] 

ist  die  erste  Aufgabe  einerlei  mit  dem  Probleme  der  mehrmaligen 
Differentiation  einer  zusammengesetzten  Function,  von 
welchem  in  Tbl.  I.  nur  wenige  specielle  Fälle  behandelt  worden  sind. 
Die  zweite  Aufgabe  kommt  auf  die  Vertausohung  der  unabhän- 
hängi^en  Yariabelen  hinaus;  denn  betrachtet  man  erst  t/ als  unab- 
gige  Yariabele  und  führt  nachher  eine  neue  Veränderliche  x  ein,  wel- 
che mit  y  durch  die  Gleichung  y  =  9(^)  verbunden  ist,  so  entsteht 
die  Frage  nach   der   neuen  aus   dieser  Substitution   entspringenden 

Form  von  D'^Fiif)  =  F^"\t/).     Wegen 

Zj,f._d-F(y)_d^F[q>(x)]^    d-f(x) 
y    ^''  ""     dy^    ~    [d(p(x)Y  [d(p(xy}^ 

kann  man  auch  sagen,  dass  es  sich  im  vorliegenden  Falle  darum  han- 
delt, eine  gegebene  Function  von  x  in  Beziehung  auf  eine  andere 
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4  Die  höheren  Differentialquotienten. 

Function  von  x,  letztere  als  unabhängige  Yariabele  betrachtet,  zu 
differenziren.  Für  beide  Hauptaufgaben  werden  wir  im  Folgenden 
die  Lösungen  geben  und  daran  einige  Anwendungen  knüpfen. 

I.    Die  Differentiation  der  zusammengesetzten 

Functionen. 

Durch  mehrmalige  Differentiation  der  beiden  Gleichungen 

1)  f(x)  ==  FOf),       y-=9(j») 

gelangt  man  ohne  Mühe  zu  den  Formeln 

fix)  =F'(i,)q>'(a>), 

f'(x)  =  F'(^)q>"(x)  +  F"(y)q>'ixy, 

f'\x)=  r(i,)fp"\x)+  dF%)tp\x)q>"(x)  +  F"'(if)q>'{xY, 

u.  s.  w. 
und  hieraus  schliesst  man  auf  folgendes  allgemeine  Bildungsgesetz 

2)  ■  f-\x)  =  F'(ti)X,  +  F"(t,)X,  +  •  •  •  +  FCy(tf)X„, 

worin  Xi,  Xj,  .  .  .  X„  gewisse,  vorläufig  noch  unbekannte  variabele 
Factoren  bezeichnen,  die  nur  von  der  Function  cp,  nicht  aber  von  F 
abhängen.  Ebendeswegen  kann  irgend  eine  passende  Specialisirung 
von  F  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  X  dienen ;  am  besten  eignet 
sich  hierzu  die  Substitution  F(i^)  =  y**,  welche  giebt 

D2/=n/-'Zi  +  >*(>*— l)/"'X2+w(n-l)(w— 2)/■"'X8  +  .... 
Um  die  linker  Hand  angedeutete  Differentiation  auszuführen,  erin- 
nern wir  an  den  Satz,  dass  überhaupt 

BlHx  +Q)=  Dl^ix  +  9)  mithin  D^x)  =  [l^lH'>^  +  9\_o) 
ist,  dass  also  im  vorliegenden  Falle 

sein  muss,  wenn  nach  geschehener  Differentiation  q  r=z  0  gesetzt  wird. 
Bei  Gebrauch  des  Abkürzungszeichens 

3)  &  =  q>(x  +  9)  —  (p(x) 

ist  weiter  (p(x  '\-  q)  =:  (p{x)  -\-  @  =  y  -\-  &  mithin  nach  dem 
Vorigen 

und  unter  Anwendung  des  binomischen  Satzes 


•  •  • 
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AuB  der  YergleichuDg  der  beiden  auf  verschiedenen  "Wegen  erhalte- 
nen Werthe  Von  D"y'*  folgt  nun 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

80  hat  man  statt  der  Gleichung  2)  die  folgende : 


J 


Dieses  Resultat  lässt  sich  auch  durch  Induction  aus  den  drei 
anfanglichen  Formeln  für/'(rc),  /"(rc),  f"{x)  ableiten  und  nachher 
mittelst  des  Schlosses  von  n  auf  n  -\-  \  beweisen. 

Hinsichtlich  des  Werthes  von  Ut  ist  noch  zu  bemerken,  dam 
er  in  entwickelterer  Form  dargestellt  werden  kann,  wenn  man 
[^(x-\-  qi)  —  <jp(^)]*  mittelst  des  binomischen  Satzes  in  eine  Beihe 
verwandelt  und  bei  der  Differentiation  der  einzelnen  Reihenglieder 
von  dem  Satze 

Gebrauch  macht;  man  gelangt  so  zu  der  Formel: 

6)  •)   u^  =  (]c),py  -  {k\yirj-^  +  (hy/ny-' 

Die  wichtigeren  speciellen  Fälle   der  Formeln  5)  und  6)  sind 

foJgende  : 

Differentiation  der  Functionen  von  Potenzen, 
a.    Für  y  =  (p(x)  =  —  hat  man  nach  Nro.  4) 

X 

and  mittelst  der  bekannten  Regel  für  die  Differentiation  der  Ero- 
dacte 


*)  Unter  der  obigen  Form  ist  Uk  zuerst  von  R.  Hoppe  in  dessen 
«Theorie  der  höheren  Differentialquotienten"  (Leipzig,  1845)  angegeben 
worden;  die  kürzere  Formel  4)  rührt  von  U.  Meyer  her,  der  sie  in  Gru- 
nert's  Archiv  der  Mathematik,  Bd.  9,  mittelst  des  Taylor'schen  Satzes 
abgeleitet  hat.    Die  obige  Entwickelung  dürfte  jedenfalls  einfacher  sein. 
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U,  =  t^  (n),  1.2.  3... Ic  [LT-'  (x  +  Qr%^ 

i      iu.  %  1-2-fe  (-1)— *fc(fc+l)(fe  +  2)...(»-l) 

D*  (—  l)"(n  —  1)  («  —  2) Ä  .  (w)i 


Ordnet  man  die  Glieder  in  umgekehrter  Folge,  indem  man  von 
der  Formel  (n)n— it  =  iü^k  Gebrauch  macht,  so  gelangt  man  zu  dem 
Besultate 

7)  •  (-irD:f(-^) 

=  ±  J.(«)('l^  +  (n-l)fn).  ,/J_\ 

x««        \x)  ^      «»»-i  \x) 

(«-l)(n-2)(n),  /J_X 

Hieniach  ist  z.  B.  für  F(y)  =  e»» 


b.    Die  Specialisirung  t/  =  g?  (a?)  =  a;'  liefert 

~-^- =  («),fc(Ä  -  1)  (fc  -  2) . . .  (2fc  -  «  +  1)  (2 a;)* -«, 
mithin  ist  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Summanden 
8)    irmi)  =  (2a;rj'<">((B»)  +  ^'^T  ^\2'g)"~'j^^''~'^(a'') 

1 

,    n  (n  —  1)  ....  (w  —  5)  ,^   .      ^  „,     „, ,    , 
+  -^^ 17273    ^(2a;)»-«JP(«-»)(a:2)  +  -. 

So  hat  man  z.  B.  für  JP(y)  =  e«y 

^  ^       ^         l  1.4arc2  ^  1.2.(4aa:3)2 

w(n--l)...(w — 5) 
.         1.2. 3.(4aa?2)^  "*" 

Als  zweites  Beispiel  diene  die  Annahme  ¥{^  =  (1  +ay)i";  es 
ergiebt  sich  dann 


• . .  > . 
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jy.(lLa^,)u^('(('-^)'-(('-^+^)(^^^yL         n(n~l)    l+ax^ 
^  ^'  (1+ax^y-."  t    "^iXu— n+1)   4aa:2 

,         n(n— l)(n  — 2)(n  — 3)       /l  +  ax^^  ] 

Fär/t  =  n  +  |,  Ä;  =  —  1  erhält  man  epecieller 


_(2n+l)(2n~l)...3.1. 


w+1— 


2.3  «2 


(n  +  l)n...(n— 3)/l— a?Y  K 

■^  2.4.3.5        \    a;^    /        "  J 

oder  auch,  wenn  n  =  w  —  1  gesetzt  wird, 


m-1 


_(-l)'«-il.3.5...(2w— 1) 
m 


+  (w)5a?"»-5(^i_a?2)^ 1 


Mittelst  der  Suhstitution  x  =  c<^Uy  wohei  u  einen  Bogen  des 
ersten  Quadranten  hedeuten  möge,  ist  die  eingeklammerte  Reihe  leicht 
zn  Bammiren;  sie  verwandelt  sich  nämlich  in 

(m)iCos*»~"iwstnM  —  (m\cosl^~^usin^u 

+  (P^o  co8^~^u  sin^u  —  •  •  • 
wd  nach  Thl.  I,  S.  40,  Formel  15)  ist  ihre  Snmme  =  sinmu  = 
sin{marcco8x)  also 

10)*)D»-i(l  —  a;2)      2  =  ^^ ^ -smimarccosa). 

c.    Die  Specialisirung  y  =  (p{x)  =V  x  liefert 

oder  for  9  =  icr,  (?p  =  xdt^ 

Um  die  angedeutete  auf  r  hezügliche  Integration  auszuführen,  setzen 
wir  zur  Ahkürzung 


T=V\  +  r  —  1  = 


r 


Vi  +  r  +  1 


*)  Dieses  Resultat  verdankt  man  Jacobi;  s.  Crelle's  Journal  für 
Mathem.  Bd.  15,  S.  1. 
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und  bemerken,  dass 

T 

mithin 

|T=  (r  — DT' 

ist.  Diese  Gleichung  maltipliciren  wir  mit  I*~2  u^j  differenziren 
das  Product  (n  —  1)  mal ;  es  wird  dann 

und  für  r  =  0 

l[D«-iT*-i](o)  =  (n—  l)[D»-HT*-2r')](o)  -  [!>«-- H^*"^  rO](o) 

Da  in  dieser  Gleichung  nur  die  beiden  Dififerentialquotienten  D"T* 
und  2)»— ly*— 1  vorkommen,  so  lässt  sich  der  erste  Differentialquo- 
tient durch  den  zweiten  ausdrücken,  nämlich 

Durch  (k —  l)-mal]ge  Anwendung  dieser  Formel  erhält  man 

d.  i.  weil  der  letzte  Differentialquotient  unmittelbar  entwickelt  wer- 
den kann 

_  ^(2n  —  A;  —  1)  (2n—k—  2) . . .  (2n  --  2 A;  +  1) 

(—  1)»-*  1 . 3 . 5  . . .  (2n  -~  2  A;—  1) 

Zufolge  dieses  Werthes  ist  weiter 

(2n— A;— l)(2n  — A;  — 2)...(2n— 2fc  +  l).1.3.5...(2n— 2A;— 1) 

1,2.3....(A;— 1) 

und  wenn  man,  behufs  umgekehrter  Anordnung  der  Summanden, 
h  =  n  —  h  setzt,  so  wird 
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1 . 2 . 3 . . .  (w  —  Ä) 
(-ly       (n  +  fe  — l)(n+7^  — 2)....(2fe  +  l).1.3.5...(2^— 1) 

~'2"(V^)"^*  1.2.3....(n  — Ä— 1) 

(—1)*       (n+fe-~l)(n+7^--2)...(n4-l)n(n— l)...(w  — ^) 
"~2"(lAx)"  +  *  1.2.3....Ä 

Hiernach  ergiebt  sich  folgende  Formel 

(n  +  l)n(n-l)(w  — 2)  J^"~*HV^) 
1-2  (2V^r  +  ' 

Nimmt  man  beispielsweis  F(^)  =  (1  +  ay)^'*^*,  so  findet  man 

_(2n— l)...n    /ad  +  o Vx)Y~'  f        »—11+  aVx 
~       2Vx  \       2Yx       ^       1  1         2aVx 


(n— l)(n— 2)  (l+aVxy  _      ) 


+ 

DariiD  ist  erstens 

(2n—  l)(2n---2)...(n  +  l)n  _  1 .  2  .3  .4....(2n  —  1) 
2»-i  ""  2»-i  1 . 2 .  3  . . .  (n  —  1) 

1.2.3.4...(2n— 1)        ,    „    ^         ,«         ,v 
=  2.4.6.8...(2n-2)=^-^-^-:-(^"-^>' 
/erner  lässt  sich  die  eingeklammerte  Reihe  mittelst  des  binomischen 
Satzes  Bammiren,  und  so  entsteht  die  einfachere  Gleichung 

12)    D-d  +  aV^y-^  =  1.3.5..^.(2n-l)  _^  («^.i)-'. 

d. .  Will  man  den  allgemeinen  Fall  y  =  q)(x)  =  ac^  betrachten, 
10  ist  es  am  zweckmässigsten,  die  Formel  6)  zu  benutzen  und  dabei 
die  Bezeichnung 


|>]  =  fi(/i  — l)(fi  — 2)...(fi  — n  — 1) 
einzuführen;  man  erhält 

DlFix')  =  ±,[^rix')  +  ^F"ix')  +  ....}.  . 

worin  Lt  durch  folgende  Formel  bestimmt  ist 

•)  Vom  Verfasser   zuerst  mitgetheilt  in   Crelle's  Journal,   Bd.  32, 
Seite  1. 
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n  n  n 


.  L,  =  Wo[ä;A]  -  (Ä),P-1)A]  +  (A;)2[(Ä:-2)A]  - 

In  den  drei  speciellen  Fällen  A  =  —  1,  A  =  2,  ^  =  5  l&sßt  sich 
die  für  Lt  angegebene  endliche  Reihe  summiren ,  und  man  kommt 
dann  auf  die  unter  a,  b,  c  angegebenen  P'ormeln  zurück. 

Differentiation  der  Functionen  von  Exponentialgrössen. 

'        Für  y  =^  q){x)  =  e'  findet  man  nach  Nro.  5)  und  Nro.  6) 

13)  DlFie')  r=  ^F'ie')  +  ^F"(x)  + , 

worin  die  Coefficienten  jEJi,  ^'2»  ^tc.  durch  folgende  Formel  bestimmt 
sind 

14)  E,  =  (k)o}c-  -  (k), (k  -  1)»  +  (k),(k  —  2)"  - 

Als  Beispiel  diene  die  Annahme 

woraus  nach  Formel  14)  auf  Seite  273,  Thl.  I,  folgt 


F(*)(i/)  =  (— 1)*  1.2.3...  fc 


sin   (Ä  +  1)  arctan  —  1 


(1  +  y'f 

es  ergiebt  sich  dann 

15)  ly^ \ sin{2arctan^') 

sin  (3  arctan  e~*) 


i(*  +  i) 


+  £26^^- 


V(l  +  C2*)3 


p   ^g.sin{A:  arctan  e"*)    . 

-  ^-3^        V(l  +  e2x)4      + 

Auf  gleiche  Weise  lässt  sich  der  specielle  Fall 

'■«  =  rfT5 

behandeln,  wenn   man  die  Formel  15)  auf  S.  273,  Thl.  I,  zu  Hülfe 
nimmt;  man  erhält 

-r^       ^  -r,      cosl2arctaner^) 

,  ^^cosiSarcta/ner-^) 

-T-^^        y(l  +  ea-)3 

„    ,  cos(4ardane~')    , 

—  E^e^' — -, '  4-  .... 

'  V(l+e2^)*      ^ 
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Diese  Formeln  führen  u.  A.  zur  independenten  Bestimmung  der 
TaDgenten-  und  Secantencoefficienten.  Nach  Formel  11)  auf  S.  277, 
Tbl.  I,  ist  nämlich  mit  Rücksicht  auf  Nro.  20)  und  30)  in  §.  50 

e*  +  e-*         1  1.2.3      ^  1.2. ..5 

oder 

1 ? =  ^x — — x^  -\ — x^  _  .... 

e2'  +  1  1  1.2.3       ^  1.2.. .5 

mithin,  wenn  n  irgend  eine  ungerade  Zahl  hedeutet, 

und  da  man  die  linke  Seite  nach  Formel  15)  entwickeln  kann,  so 
erhält  man  r,,,  niimlich 


17)        T,  =   (—  1) 


l(»-l) 


STO(|3r)  sin  (int) 


.  .  >  . 


Mittelst  desselben  Verfahrens  erhält  man  die  Secantencoefficien- 
ten.    Nach  Formel  13)  Seite  273,  Thl.  I,  ist  zunächst 


==  2 


gj: 


=  1  —  -^a?2  + ^-± x^ ^^ x^  + 

1.2       ^  1.2.3.4  1.2.. .6       ^ 

mithin  for  gerade  n 

d.  i.  unter  Anwendung  von  Nro.  16) 

IS)    r„_(~i)       ^\^i-y2'^ ^^-y2^  +  "' 

Durch  die  Formeln  13)  und  14)  erledigt  sich  zugleich  die  Diffe- 
rentiation beliebiger  Functionen  von  sinx,  cosx,  tanx,  etc.  Macht 
man  nämlich  Gebrauch  von  den  Relationen 

cosx  = 1^ ,       sinx= ^. ,  etc.      (i  =:  V—l), 

80  bleibt  inuner  nur  eine  Function  von  e**  übrig,  die  sich  nach  den 
vorigen  Formeln  differenziren  lässt,  wenn  man  io;  für  x,  mithin  idx 
ftr  dx  setzt. 
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Differentiation  von  Functionen  des  Logarithmus. 

Die  Methode,  deren  wir  uns  bisher  zur  Bestimmung  von  Ui  be- 
dient haben,  passt  nicht  auf  den  Fall  y  =  q)(x)  =  Ix^  weil  der  w-te 
Differentialquotient  von  y*  =  (IxY  nicht  unmittelbar  bekannt  ist. 
Wir  schlagen  daher  einen  anderen  Weg  ein. 

Differenzirt  man  F(Jx)  mehrmals  nach  einander,  so  bemerkt  man 
leicht  folgendes  Bildungsgesetz 

19)  DlFilx)  =  ^JCoF^''^(lx)'-  GiF(^-^Hlx)+  C^F^^-^^Qx) ), 

worin  Co ,  Ci ,  C2 »  ö^c.  gewisse,  vorläufig  noch  unbekannte  Coefficien- 
ten  bedeuten,  die  übrigens  unabhängig  von  x  sind.  Zu  ihrer  Be- 
stimmung dient  die  specielle  Annahme  F(i/)  =  c"*^",  bei  welcher 
alle  angedeuteten  Differentiationen  ausführbar  werden,  nämlich 
l)nF(lx)  =  D^iXT-^  ^  (—  1)«;. (A  +  1)  (A  -I-  2) . . .  (A  +  n—  l)a?-^-«, 
F<*>(?a?)  =  (—  l)U*ar-^. 
Die  übrig  bleibende  Gleichung 

20)  A  (A  +  1)  (A  +  2)  (A  +  3) . . . .  (A  +  w  —  1) 

=  CoA»  +  CiA«-i  +  C2A«-2  ^ +  Cn-iA 

giebt  zu  erkennen,  dass  man  die  Coefficienten  Co,  Ci,  etc.  durch  Aas- 
führung der  angedeuteten  Multiplication  in  combinatorischer  Form 
erhalten  kann;  es  findet  sich 

Co  =  l,     Ci=l-i-24-3H +  (n—  1), 

C2  =  1.2  +  1.3  +  1.4  +  ...  +  l.(w  —  1) 

+  2.  3  +  2.  4  +  .. -  +  2.  (n  —  1) 

+  3.4-1 +  3  .  (n—l) 


+  (n-2)(n— 1), 

U.  B.  W. 

überhaupt  ist  Ci  die  Summe  der  Zahlen  1,  2,  3,  ...  (n —  1),  C2 
.  die  Summe  der  in  ihnen  liegenden  Gombinationen  zu  je  zweien  (ohne 
Wiederholungen)  wenn  jede  solche  Ambe  als  Produet  angesehen 
wird,  Gz  ist  die  auf  gleiche  Weise  gebildete  Summe  der  Temen 
u.  s.  w.     Nennt  man,  wie  üblich,  den  Ausdruck 

A(A+l)(A  +  2)....(A  +  w— 1) 
eine  Facultät  n-ten  Grades,  so  sind  Gi,  O2,  etc.  die  sogenannten 
Facultätencoefficienten,  welche  zum  Exponenten n  gehören.  Wo 
die  Angabe  des  Grades  nöthig  ist,  pflegt  man 
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11  n  n  n 

VI»  Q?»  C/3,  .  .  .  .    Cn—i 

statt  Q,  Cj,  .  .  .  C„-_i  zu  schreiben. 

AIb  Beispiel  zu  Formel  19)  diene  die  Annahme  F(j/)  =  yP,  wo 
p  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten  soll.  Bei  umgekehrter  Anord- 
nung der  Summanden  ergiebt  sich 

21)  I^(lx)P 

f—  l)«-i  f «  « 

=  ^-^j^ ja_ii>(Za;)p~^-  C„-ai>(|>-l)(2a;)P-2 

+  Cn-3P(l>~l)(l)-2)Ga;)P-8~ 

ht  n  <C  p,  so  kommen  in  der  Parenthese  n  Glieder  vor;  im 
Falle  n^  p  verschwinden  diejenigen  Glieder,  bei  denen  die  Anzahl 
der  gemachten  Differentiationen  mehr  als  p  beträgt,  so  dass  übrig  bleibt 

D«(Zrr)p 


»-— 1 


r  n  n 


X^ 


Cn^lP{lx)P-^^    Cn^2Pip-'l)(lx)P-'+'" 

+  (_l)P  +  iC„_^_p(p_l)(jp-.2)...2  .  ij. 

Daraus  folgt  z.  B.  für  x  =  l,  wenn  (Ix)^  kurz  mit  f(x)  bezeichnet 
wird 

22)  /(»)(1)  =  (— l)«  +  PCn-pl.2.3:..p. 

Eine  Anwendung  dieser  Formel  ist  folgende.   Erhebt  man  beide 
Seiten  der  Gleichung 

3(1  +e)  =  \e-  \ei  +  \z^  -  lg*  +■■•, 

-   1  <£r<  -I-   1, 
«of  die  jp-te  Potenz,  so  erhSlt  man  ein  Resultat  von  der  Fonti 

=  ApgP  +  Ä^  +  ie"^^  +  ^+2«"+'  + 

nnd  znfolge  des  Tsylor'schen  Satzes  müssen  hier,  wenn  f(z)  =  {lx)f, 
x=z  1,  h  =  e  gesetzt  wird,  folgende  Gleicfaongen  stattfinden 

"*'  —  1.2...i>'     ^'  +  '  ~  1.2...(p  +  l)'  "•  '•  ''• 
Mittelst  der  Formel  22)  erhält  man  jetzt 

—  1  <j?<  +  1. 

Hieran  werden  wir  später  die  independente  Bestimmung  der  Facul- 
t&tencoefficienten  knüpfen. 
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Differentiation  der  Potenzen  von  Functionen. 

Die  bisherigen  Fälle  hatten  das  Gemeinsame,  dass  die  Function 
y  =  q)(x)  specialisirt  wurde  und  F(i/)  willkührlich  blieb;  das  Gegen- 
stück hierzu  bilden  die  Fälle,  wo  F(y)  specialisirt  und  y  allgemein 
gelassen  wird.     Als  ersten  derartigen  Fall  betrachten  wir 

F(y)  =  yP 

und  setzen  dabei  p  als  ganz  beliebige  Zahl  voraus.  Die  Formeln 
5)  und  6)  geben  dann 

ny  =  (p),  Di/-'  +  (p),  u^y"-"  +  • .  •  +  {p\uy-\ 

Ut  =  (Ä)o  Ft  -  (fc),  7,_,  y  +  (k\  F*_2»*  H +  (Ä)t_i  F,  y»-> , 

wobei  die  Abkürzungen 

F,  =  D>*.     V,_,  =  Dl/-'  u.  8.  w. 

benutzt  worden  sind.  Substituirt  man  die  aus  der  zweiten  Gleichung 
genommenen  Werthe  von  ?7i,  6/2,  ..  .  i7«  in  die  erste  Gleichung,  so 
kann  man  letztere  leicht  nach  Potenzen  von  y  ordnen  und  das  Resul- 
tat auf  folgende  Form  bringen 

24)  jfy  =  Arvy-'  +  A,ry-'  +  ••■•  +  Ajy-', 

worin  irgend  einer  der  Coefficienten  Äi,  Ä^,  »  »  ,  An  ist 

Ai  =  (k)o(jp)k  —  ih  +  l)iip)k  +  i  +  Qc  +  2y2ip)k  +  2 ±(n)n^i(p)n' 

Um  diesen  Ausdruck  zu  vereinfachen,  benutzen  wir  die  Formeln 

(A!)o:=l,      («  +  l)l=  j 1       («  +  2jj-=  — — , 

p  —  k  .  {p  —  k)(p  —  k—l) 

iPU^=YTl^^^"   <^^*+^=    (k  +  i)(k  +  2)    ^)^'-- 

und  erhalten 

A,  =  (p)it{l  -  (P-Jc)i  +  (p-k), +  (p  —  k)n-Mh 

Hier  lässt  sich  die  in  der  Parenthese  stehende  Reihe  summiren,  wenn 
man  die  bekannte  Formel*) 

(«)mOJ)9  +  (a)m-l(/5)l  +  («)«-2(/3),    +  •  • .  +  («).(/J)m  =  («  +  ^V 

fttra  =  —  l,  ß  ^:=  p  —  k,  m  =  n  —  k  benutzt ;  es  folgt 
Ät  =  (-  l)»-*0)*(i)  -  *  -  1)«_*  =  (pUn-p\-t 


*)  Man  erhält  sie  u.  A.  dadurch,  dass  man  einerseits  die  Reihen  für 
(1  -f-  z)a  und  (1  -|-  ^)ß  niit  einander  multiplicirt ,  andererseits  die  gleich- 
geltende Reihe  für  (l-f~^)^+/'  direct  entwickelt  und  schliesslich  die 
Coefficienten  von  gm  vergleicht. 
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oder  auch,  wenn  (« — !>)»—»  durch  (n — p)n  ausgedrückt  wird. 

Zufolge  der  Werthe  von  Ai,  ^2,  etc.  und  F],  F3,  etc.  hat  man  end- 
lich nach  Nro.  24) 

und  es  liegt  hierin  der  hemerkenswerthe  Satz,  dass  die  Di£ferentiation 
jeder  beliebigen  Potenz  einer  Function  auf  die  Differentiation  der 
ganzen  positiven  Potenzen  derselben  Function  zurückkommt. 

Als  Anwendung  der  Formel  25)  wollen  wir  zeigen,  wie  sich  die 
in  Nro.  23)  gegebene  Reihenentwickelung,  welche  dort  nur  filr  ganze 
positive  p  bewiesen  wurde,  auf  heliebige  p  ausdehnen  lässt.  Setzt 
man  nämlich 

m 

and  bezeichnet  mit  k  eine  ganze  positive-  Zahl,  so  ist  nach  Nro.  23) 
k  h  n 

mithin,  wenn  n-mal  differenzirt  und  dann  x  -=  0  gesetzt  wird, 

r 7y «i*!      —  r—  1^« ^  .2 . 3 . . .n ^» + * 

L^*y  J(o)  —  ^      ^^  (fc-f  l)(Ä  +  2)...(*  +  w)''" 

Ans  der  Formel  25)  folgt  nun  for  j:  =  0,  also  j/  =  1,  und  unter 
Benatzung  der  vorstehenden  Formel 


1  .  2  .  3  .  .  .  n  L    '^  J 


(0) 


-l    1)-1>1«     !>;-(     p-l   2...(n+l)^i,-2  3...(»  +  2)  f 


n+l  n+a 


_^(-l>'l?(n~i?),f  (n)i         (h       .        (n)2         C^  I 

1.2...W       1      (w  +  l)ii?— 1  "^  (w-|-2)2  jp  — 2        *"T 

Damit  ist  der  Coefficient  bestimmt,  welchen  sc^  erhält,  sobald  y^  nach 
Potenzen  von  x  entwickelt  wird.  Unter  Benutzung  des  abkürzenden 
Zeichens 

»+1  i»  +  2 

26)  p   _P'{^—P)n\  (^)i  Ci  (n)2         C2  I 

^     "  1.2...W    l      (w  +  l)ii>  — l"^(w+-2)2jp  — 2       '   *i 

hat  man  also  folgende  Reihenentwickelung 


•     •     •     • 
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27)  [      J     ^J  =  1  -  Pin;  +  P,x^  -  P,x^  + 
welche  gleichfalls  an  die  Bedingung  —  1  <^x  <i  -^  \  gebunden  ist. 

Differentiation  der  Logarithmen  von  Functionen. 
Ertheilt  man  der  Gleichung  25)  die  Form 

und  geht  dann  zur  Grenze  für  verschwindende  p  über,  so  erhält  man 

28)  D^'ly  =  ^^D^'y  -  ^D^'y'  +-  ^]fy' 

Die  Differentiation  des  Logarithmus  einer  Function  reducirfc  sich 
demnach  auf  die  Differentiation  der  successiven  ganzen  positiven  Po- 
tenzen derselben  Function. 

Mittelst  der  Formel  28)  sind  z.  B.  die  höheren  Differentialquo- 
tienten von  Icosx  und  Isinx  leicht  zu  entwickeln;  man  würde  näm- 
lich die  Potenzen  von  cosx  und  sinx  nach  den  auf  Seite  261  des 
ersten  Theils  angegebenen  Formeln  in  Cosinus  oder  Sinus  der  Viel- 
fachen von  X  umsetzen  und  dann  die  auf  der  rechten  Seite  angedeu- 
teten Differentiationen  ausführen  *). 

» 

n.    Die  Vertauschung  der  unabMngigen  Variabelen. 

Aus  den  im  Anfange  des  ersten  Abschnittes  aufgestellten  For- 
meln sind  F\y),  F"(y),  F*'*{y)  etc.  der  Reihe  nach  leicht  herzu- 
leiten, nämlich 

(p'(xy 

F'"(y) 

^  9'(^yr\^)-Sq>\xW\x)f\x)  +  [Sq>'\xy^(p'ix)g>'''(x)^^^^ 

(p\xY 


U.  8.  W. 


*)  Die  mitgetheilten  Anwendungen  der  allgemeinen  Formeln  6)  und 
6)  sind  meistens  von  R.  Hoppe  in  dessen  schon  genannter  Schrift  ent- 
wickelt worden,  zum  Theil  auf  weniger  einfache  Weise. 
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wie  man  auch  durch  successive  Differentiationen  und  Divisionen  mit 
(f/{x)  finden  kann.  Um  allgemein  JP^"^(y)  zu  entwickeln,  nehmen  wir 
die  Gleichung  5)  für  die  Werthe  n=l,2,3,...»in  Anspruch 
nnd  eliminiren  aus  den  erhaltenen  n  Gleichungen  die  n  —  1  Func- 
tionen J^'(y),  ^"'(3/),  .  .  .  J^(«-i>(y).  Dies  hat  auf  dem  folgenden 
Wege  keine  Schwierigkeit. 

Vermöge  der  Bedeutung  von   ük  sind  die   erwähnten  n  Glei- 
ehüDgen: 

fix)  =  ^f"(y), 

/»(«)=  ^lr"(y)+£^J"'(y), 

7)3  iS)  X  7)3  02  7)8  03 

nx)  =  ^F'(y)  +  ^F"(y)  +  r^  J"'%) . 

7)n0  7)»02  2>»0« 

und  darin  beziehen  sich  die  mit  D  angedeuteten  Differentiationen  auf 
die  Yariabele  q  ,  die  nach  Ausführimg  jener  Differentiationen  =  0 
za  nehmen  ist.     Wir  setzen  nun  abkürzend 


'         9(a?  +  9)  —  <P(^)  ®  ' 

multipliciren  die  obigen  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  den  Factoren 

(n-l)o[D»-iß»](o),  (n-l)i[D«-2ii»J(o),    (w -1)2 [!>«-" Ä»](o),... 

(n-l)»-i[ii«](o), 
worin  sich  die  angedeuteten  Differentiationen  gleichfalls  auf  q  bezie- 
hen, und  addiren  die  Producte.     Die  entstehende  Summe  lässt  sich 
in  folgender  Form  darstellen 
30)    (n-l)o[l>-^ii«](o)/'(a:)  +  (n- l)i[7)«-2ß«](o)r(aj)^+ •••• 

nnd  zwar  ist  hier 

a,  =  (n-  l)„_i[Ä»][D«0*]  +  («—  l)„_2[DÄ"][D"-'0*] 

+  (n-l),_8[P»ß"][^-*0*]  + 

oder 

a,^{n-  l)o[a"] [D-0*]  +  («  —  1)1  [I>ß"] [i>"-' ®*] 

+  (n-  l)2[D«ß"][D»-''0*]  H . 

wobei  am  Ende  p  =  Ö  zu  nehmen  ist.     Man  bemerkt  nun  augen- 

Sohiamlloli,  AiudyaU.  II.  2 
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blicklich,  dass  sich  der  ftir  a^  gefundene  Ausdruck  sehr  zusammen- 
ziehen lässt,  nämlich  in 

a*  =  [2)»-i(ß» .  D@*)](o)  =  Ä;[i>»-H'ß"®*-'0')](o), 
woraus  wegen  £1®=:  q  wird 

Wendet  man  die  Kegel  zur  Differentiation  der  Producte  an,  indem 
man  p*""^  als  den  einen,  ß«— *  +  i0'  als  den  anderen  Factor  betrach- 
tet, so  erhält  man  weiter 

ait  =  k  .(w— l)*-.i.  1.2.3... (Ä  —  l)[D«-*(.ß«-*+i0')](o) 
oder  für  Ä  =  n  —  h 

Nun  ist  zufolge  der  Bedeutungen  von  0  und  i^ 

oder,  weil  sich  rechter  Hand  der  erste  Summand  gegen  den  letzten  hebt, 
mithin  durch  Substitution  in  Nro.  30) 

Da  im  Allgemeinen  [J^*^^'^J(o)  ^^^®  bestimmte  endliche  Function 
von  X  bildet,  so  verschwindet  die  rechte  Seite  der  vorstehenden  Glei- 
chung in  Folge  des  Factors  q  =  0,  vorausgesetzt,  dass  h  nicht  =  0 
ist;  man  hat  daher 

ttn—h  =  0 ,    wenn  Ä  >-  0. 
Im  Fa\le  ^  =  0  dagegen  erhält  man  unmittelbar  aus  Nro.  31) 

-— % =  [ß0'](o)  =  r    ,     .     ^ j-.(p'(x  +  9)1     =1. 

1.2.3...W  •'^^        L9(^  +  p)  —  9(«)  J(o) 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  30)  reducirt  sich  jetzt  auf  F<«>(y), 
und  so  ist  nun 

82)F'%)=in-l),[Dl-'Sl%f(x)+(n-l\[l)l-'£l%f'ix) 

+  («-l),[Dpß"J^„/"(aj)+.... 

Man  kann  diese  Formel,  welche  die  vollständige  Lösung  des  ge- 
stellten Problems  enthält,  auf  doppelte  Weise  umgestalten,  je  nach- 
dem eine  Zusammenziehung  oder  eine  weitere  Entwickelung  dersel- 
ben wünschenswerth  ist« 
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Für  den  ersten  Zweök  dient  die  Bemerkung,  dass 

gesetzt  werden  darf;  es  folgt  dunn  aus  Nro.  32) 

Tind  ohne  Abkürzungen,  wenn  F[q>  (x)]  =  f(x)  ist, 

oder,  wenn  a;  -f  p  =  |  gesetzt  wird, 

«,  ^-.[^w] = [x^-|(  j  z  ;.)  )V(6)L,,- 

Dm  ferner  die  Gleichung  32)  weiter  zu  entwickeln,  schreiben  wir 
35)     jp(»)(y)  =  Pof'K^)  +  (n-  l)iPi/(— «(«) 

+  («-l),P,/(»-»)(a;)  + 

und  bemerken,  dass  der  Ausdruck 

P, = Kn. = KffX 

mittelst  der  Formel  25)  umgestaltet  werden  kann,  wenn  die  in  letz- 
terer vorkommenden  Grössen  a?,  3/,  w,  p  der  Reihe  nach  durch  q^ 

0 

'i  ^}  —  n  ersetzt  werden.     Hiemach  erhalten  wir  zunächst 

<|)-=-..+.,|^(|)-V,(|) 

und  far  9  =  0 
*  ^  '^*1(«+1)»'-+'L   ?\9/J(o) 

(n  +  2)y'«+«L    ?V9/J(o)^  | 

Die  DifPerentialquotienten  rechter  Hand  gestatten  noch  eine  Trans- 
formation; wenn  nämlich  die  identische  Gleichung 

▼orin  h  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten  möge,  (h  -\-h)'mo\  diffe- 
renzirt  und  nachher  q  =  0  genommen  wird,  so  findet  sich 

mitUn 


^Ä 


L   ?\?/J(«)        (ft+l)(fc  +  2)... 


W 

+  l)(fc  +  2)....(fc  +  Ä)' 

2* 


20  Die  höheren  DiflFerentialquotienten. 

Zur  Abkürzung  sei  endlich 

qa\  o L^P     ^  J(o) 

die  für  Pi  angegebene  Formel  lässt  sich  dann  in  folgender  Weise 
darstellen 


+ 


37))    P*-     «■^;^r-jirTi-^-;rr2?^ 

Wie  man  aus  den  Formeln  4)  und  5)  verglichen  mit  Nro.  35),  36) 
und  37)  ersieht,  haben  die  beiden  in  der  Einleitung  erwähnten  Fun- 
damentalprobleme mit  einander  die  Eigenthüinlichkeit  gemein,  dass 
ihre  Lösungen  zuletzt  auf  die  mehrfachen  Differentiationen  der  Po- 
tenzen von  &  zurückkommen. 

Ein  bemerkenswerthes  Beispiel  zu  Formel  34)  bietet  die  An- 
nahme w(x)  =  — ;  man  erhält 

X 


d.  i. 


^'"'(i) = ^-  ^)"^"-  -^r'  K'/'(^)} , 


oder  auch,  wie  sich  u.  A.  bei  Ausführung  der  auf  der  rechten  Seife 
angedeuteten  Differentiationen  zeigt, 

Bezeichnet  man  fI  —  j  =  f(x)  kurz  mit  z,  so  kann  man  dieses  Re- 
sultat in  folgender  Form  darstellen 

38)")  -^==(-I).:^*.^ö. 

[y) 

*)  Das  Problem  der  Vertauschung  der  unabhängigen  Yariabelen  ist 
in  allgememer  Auffassung  zuerst  vom  Verfasser  durch  die  Formeln  32)  ' 
bis  37)  gelöst  worden;  siehe  die  Sitzungsberichte  derKönigl.  sächsischen  | 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzisr,  Jahrg.  1857;  oder  Zeitschrift  j 
für  Mathematik  u.  Physik,  Thl.  III,  S.  65/ 

*♦)  Auf  anderem  Wege  ist  S.  Spitzer  zu  derselben  Formel  gelangt 
und  hat  sie  zur  Reduction  gewisser  Differentialgleichungen  benutzt;  s. 
dessen  Studien  über  die  Integration  linearer  Differential- 
gleichungen (Wien  1860),  pag.  65,  Nro.  181), 
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Die  Differentiation  unentwickelter  Functionen. 

Wenn  zwischen  den  Variabelen  x  und  y  die  Gleichung 
39)  X  =  9(y) 

Btattfindet,  so  folgt  daraus  ein  Resultat  von  der  Form 

und  irgend  eine  Function  von  y,  etwa  /(jf),  ist  dann  auch  eine  Func- 
tion von  X ,  was  durch  die  Gleichung 

/(y)  =  Fix) 

aasgedrückt  werden  möge.  Nach  dem  Vorigen  hat  es  nun  keine 
Schwierigkeit,  die  nach  x  genommenen  Differentialquotienten  von 
/(y)  =  F(x)  aus  der  ursprünglich  gegebenen  Gleichung  herzuleiten ; 
es  ist  nämlich 

/(y)  =  Fix)  =  Fl<pi^)], 
^^)  _  ^^Fip)  _  d'J-CyCy)]  _ 
dx'  duif  {d(p{y)Y    ~^     ^^^"• 

Man  erhält  folglich  den  gesuchten  Differentialquotienten,  wenn  mau 
m  Formel  33)  y  an  die  Stelle  von  x  treten  lässt,  also 


40) 


(f/Cy) 


= ^r1(,(,+;-,J>o + 4.,- 


Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Sache  in  dem  häufig  vorkom- 
menden Falle /(y)  =  y,  d.h.  da,  wo  es  sich  um  die  Differentialquo- 
tienten der  in  Versen  Function  y  =i  "^{x)  handelt;  es  ist  dann 


d»y  _„-i  f  /  9 


p    l\9(y  +  p)  -  9iy)J  ) 


(0) 


Selbstverständlich  kann  man  die  auf  den  rechten  Seiten  von  Nro.  40) 
nnd  41)  stehenden  Ausdrücke  ebenso  wie  vorhin  weiter  entwickeln, 
wenn  man  y  statt  des  früheren  x  schreibt. 

Transformation   der  Potenzeureihe  von  Mac  Laurin. 
Wir  gehen  von  der  bekannten  Gleichung  aus 

•  •  •  •  +  Tr2-I::r^^  +  ^+- 

worin 

ilo  =  JF(0),      A^  =  f"(0),      Ä^  =  F"iO) 
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ist,  und  das  Ergänzungsglied  Bn  +  i  unter  der,   auf  Seite  434  des 
ersten  Theiles  angegebenen  Form 

0 

dargestellt  werden  kann.     Mittelst  der  Substitutionen 

y=q>(x),      F(i,)  =  F[q>  (x)]  =  f(x) 
erhalten  wir  zunächst 

fix)  =  Ao+^9i'>)  +  Y^fi"')'  +  T^'^^"^'  +  "  • 

und,  wie  unmittelbar  erhellt,  liegt  hierin  die  Entwickelung  einer 
Function  f(x)  nach  Potenzen  irgend  einer  anderen  Function  (p(x). 
Zur  vollständigen  Lösung  dieser  Aufgabe  wird  es  aber  noth wendig, 
sowohl  die  Coefficienten  Äq^  Ai,  A2  etc.  als  den  Rest  JRn^.!  durch 
f(x)  und  (p(x)  allein  auszudrücken;  dies  kann  auf  folgende  Weise 
geschehen. 

Bezeichnet  a  einen  Werth  von  der  Beschaffenheit,  dass  (p(a)  =  0 
ist,  d.  h.  bezeichnet  a  irgend  eine  reelle  oder  complexe  Wurzel  der 
Gleichung  9(0?)  =  0,  so  hat  man  f ür  o?  =  a 

/(a)  =  F[(p(a)]  =  F(p)  =  Ao 

oder  umgekehrt  Aq  =f(a).     Aus  der  allgemeinen  Formel 

ergiebt  sich  femer  für  x  =  a 


oder 


^*=^.-i(w)><4.-.,- 


Was  endlich  den  Best  iSn  +  i  anbetrifft,  so  ist  zunächst 

9p  (x) 

^"  +  '  =  l,2!..n  fM^)-^y^^''-^'Ku)du 

0 
und  daraus  wird  durch  Substitution  von  u  =  (p(t)f  wo  t  eine  neae 
Variabele  bezeichnet, 

X 

^ + '  =  1.2!..^  /t''  ("^  ~  f  ('^^"  ^^'  * "  t''  ^*^^  f'^*^^* ' 
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doch  ist  zu  hemerken,  dass  den  früheren  Grenzen  tt  =  0,  und 
u  =  (p(x)  nur  in  dem  Falle  die  Grenzen  t  =  a  und  t  ^=  x  entspre- 
chen, wenn  q)  (t)  von  ^  =  a  his  ^  =  a?  entweder  nur  wächst  oder  nur 
abnimmt,  weil  diese  Eigenschaft  hei  der  ursprünglichen  Yariahelen  u 
von  selber  stattfindet.  Setzen  wir  nun  voraus,  dass  a  reell  sei  und 
dass  q)  (t)  die  eben  erwähnte  Eigenschaft  besitze,  so  können  wir  auch 
F(»+^)[qp(^)]  leicht  durch /und  9  ausdrücken;  das  Gesammbresultat 
besteht  dann  in  folgenden  Formeln: 

42)  fix)  =  A  +  Ag,(a,)  +  j^ff-C«)»  +  ..... 

43)  A  =/(.).     A  =  D»-{(^)>(4_^ 

44)  Bn  +  l  = 

X 

Wollte  man  die  unter  Nro.  42)  angegebene  Beihe  ins  Unend- 
liche fortsetzen,  so  müsste  man  entweder  die  Bedingungen  ermitteln, 
bei  welchen  LimBn^i  =  0  wird  (für  w  =  00),  oder  man  hätte  auf 
anderem  Wege  die  Grenzen  f ür  o;  zu  bestimmen,  innerhalb  deren  jene 
unendliche  Beihe  convergirt  und/(a;)  zur  Summe  hat.  Es  wird  sich 
spater  bei  einer  anderen  Gelegenheit  zeigen,  dass  diese  Grenzen  für 
die  Gültigkeit  der  Entwickelung  unabhängig  von  der  Bestunter- 
sachong,  also  gewissermaassen  a  priori,  gefunden  werden  können, 
and  es  ist  dies  der  Grund,  warum  wir  den  Gegenstand  vorläufig 
nicht  weiter  verfolgen.  Nur  wollen  wir  noch  zeigen,  wie  sich  die 
Formel  42)  zu  einem  anderen  speciell^n  Zwecke  benutzen  lässt. 


Das  Bildungsgesetz  der  Facultätencoefficienten. 

Auf  Seite  12  wurden  die  Facultätencoefficienten  durch  combi- 
natorische  Operationen  bestimmt,  deren  Ausfährung  zwar  jederzeit 
mögUch,  aber  bei  einigermaassen  grossen  Exponenten  mit  ausser- 
ordentlichen Weitläufigkeiten  verbunden  ist.  Es  entsteht  daher  die 
Frage,  ob  die  angegebenen  Ausdrücke  eine  Yereinfachiing  zulassen. 
Man  hat  nun  für  den  ersten  Coefficienten 

C,=  l+2  +  3  +  ...+(n-l)  =  l(!LrJ); 
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ffir  den  zweiten 

CS,  =  1  .  [2  H-  3  +  4  H +  («—!)] 

+  2.[3  +  4H h  («—!)] 

+  3  .  [4  H +  (n— 1)] 


+  (n— 2)(»— 1) 
und  durch  Summirung  der  einzelnen  Horizontalreihen 
C,-l    (*^+l)(n-2)  ^  „  (n  +  2)(w-3)  ^  3   (n  +  3)(n-4)  ^ 

^  st  ^ 

,   /        „s  (2n  — 2).l 
+  (n-2).''     ■       ^  -• 


•    •    •    • 


Irgend  eines  dieser  Beihenglieder  ist 

worin  g  die  Werthe  1,  2,  3,  ...  (n  —  2)  erh&It;  man  hat  daher 

Gl  =  J«(n-  1)[1   +2   +3  H +  (»  —  2)] 

—  |[ia+  22+3»+ +  (n  —  ^y) 

—  lEP-f  2«+  3»-| +  (w— 2)»], 

d.  i.  wegen  der  bekannten  Summen  dieser  Reihen  und  nach  gehöri- 
ger Zusammenziehung 

»        n(«  — 1)(m  — 2)(3»  — 1) 

Schon  beim  dritten  Goefficienten  wird  dieses  Verfahren  sehr  umständ- 
lich, und  wir  gehen  deshalb  einen  anderen  Weg. 

In  der  unter  der  Bedingung  y^  <^  1  geltenden  Formel 

P  P  +  l        l/P+l  P  +  2  yP  +  2 


i>  +  1    '      '  (i>+l)(p  +  2) 
setzen  wir 

1(1  -\-  y)  :=  X     also     y  =:  e"  —  1 

und  erhalten  dann  die  neue,   für  ?2  >  a;  >>  —   oo  geltende  Entwi- 
okelung 

worin  wir  p  als  ganze  positive  Zahl  voraussetzen  wollen.     Die  näm- 
liche Entwickelung  muss  sich  auch  aus  Formel  42)  ergeben,  wenn 

f(x)  =  a?P,     (p{x)  =  e*  —  1 
genommen  wird,  so  dass 
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ist    Die  Yergleichong  beider  Entwickelnngen  von  3^  giebt  erstens 

A^  -=  Ax  ^=  A% =  A^-\  =  0, 

vu  aach  sonst  gleich  erhellt,  wenn  man  für  tF  die  gewöhnliche  Reihe 
setzt  und  Alles  nach  Potenzen  von  x  ordnet.  Zweitens  folgt  für 
jedes  ganze  positive  A;  inclusive  jb  =  0 

p+* 

(-1)* 


C*  Ap^h 


(l>  +  l)(p  +  2)..  .(i)  +  Ä)        1.2.3..  .(p  +  Ä) 
oder 

"J*.     (-1)*     . 

d.  i.  nach  Formel  43),  wobei  a  =  0  zu  nehmen  ist, 

1  .  2.  3  .  .  .i?     •  l\e*— 1/       ^         J(o)- 

__  • 

Wendet  man  rechter  Hand  die  Regel  zur  Differentiation  der  Producto 

an,  so  erhält  man 

oder,  wenn  n  statt  i>  +  Ä  und  q  für  a?  geschrieben  wird, 

Der  noch  übrige  Differentialquotient  gehört  zu  der  früher  betrachte- 
ten Form 

and  kann  daher  nach  Nro.  37)  entwickelt  werden,  sobald  man 
y  =  ^(jc)  =  g*  und  dann  a?  =  0  setzt,  wodurch  y'  =  1  wird ;  es 
ifit  demgemäss  ' 

uid  darin 


(t +  !)(«;  + 2) (Ä+Ä) 
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Die  noch  angedeutete  Differentiation  ist  leicht  auszuführen,  wenn  man 
{e9  —  1)^  mittelst  des  binomischen  Satzes  entwickelt;  dies  giebt 

•  (ft)oft»+*  -  (fe)i(/.-i)*+*  +  W2(ft-2y+* 

'    ^*~  (fc4-l)(Ä  +  2)(&  +  3) (h  +  h) 

mithin  nach  Nro.  46)  und  45) 

«)     C.  =  (- !)■+■.(«- l),(»  +  i),jÄ-^__^^  +  ... 

Hinsichtlich  des  mit  Qh  bezeichneten  Quotienten  ist  noch  zu  be- 
merken, dass  derselbe  gleichfalls  mit  der  Theorie  der  Facultäten  in 
gewissem  Zusammenhange  steht.  Definirt  man  nämlich  die  Facultät 
als  eine  Function  zweier  Yariabelen  (i  (der  Basis)  und  p  (des  Expo- 
nenten), welcher  die  beiden  Eigenschafken 

^(^,0)  =  1,      il^(li,p  +  1)  =  (fi  +P)if((i,p) 
zukommen'"),  so  hat  man  einerseits  für  j)  =  0,  1,  2  .  .  .  (n —  1) 
^(^,  1)  =  (irlf(ji,0)  =  (i, 
^(^,  2)  =  (ft  +  l)*(fi,  1)  =  ^(fi  +  1), 
tili.  3)  =  (^  +  2)  ^(^,  2)  =  (i((i  +  l)(f*  +  2), 


*(f*,w)  =  ^(fi  +  l)(^  +  2) (^-l-n— 1), 

andererseits  fürp=  —  1,  —  2,...  —  n, 

^((i,  0)  =  (^—  l)^(fi,  —  1)  oder  ^(fi,  —  1)  = 


^(^,  —  l)  =  (fi  —  2)  i/;(fi,  —  2)  oder  ^(ft,  —  2)  = 


1 


(^^l)(ft-2) 


9(fi,  —  w)  = 


(^_l)(^_2)...(fi-n)' 
der  Consequenz  wegen  muss  also  der  letztere  Ausdruck  eine  Facultät 
mit  negativem  Exponenten  heissen.     Unter  der  Bedingung  (i  '^  n 
kann  dieselbe  in  eine  nach  absteigenden  Potenzen  von  ft  fortgehende 
Reihe  entwickelt  werden,  deren  Goefficienten  wir  nach  Analogie   mit 


— n    — n    —n 


Co,  Ci,  C2  etc.  bezeichnen,  nämlich 

V^(|X,  — w)  =  Co^-' »  +  CiV"""'  +  Cifi-«-2  ^ 


—  n  — n  — n 

M — 0      I 

•  ■  •  • 


*)  Vergleiche  die  Abhandlung  von  Grelle:  Memoire  snr  la  theorie 
des  paissances,  des  fonctions  angulaires  et  des  faoultes  analytiqnes,  in 
Grelle 's  Journal,  Bd.  7. 
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Für  fi  =  — -  wird  noch  unter  der  Bedingung  A  <;  — 


(1  — A)(l  — 2A)(1  — 3A)  .  .  .  (1  — nA) 

=  Co  +  CiA  +   Ca  A»  +  Ca  A3  + 

und  hier  kommt  es  zunächst  auf  die  Bestimmung  der  Coeffidenten 
an.  Man  gelangt  dazu  am  einfachsten,  wenn  man  von  der  identischen 
Gleichung  *) 

(—  1)»  1  .  2  .  3  .  .  .  .  n  .  A« 
(1_A)(1— 2A)(1  — 3A)  .  .  .  (1  — «A) 

=  Wo  -  (n)iY^  +  (^)^r^  -  ^^^^T^A  +  •  •  •  • 

ausgeht,  rechter  Hand  alle  Glieder  nach  steigenden  Potenzen  von  A 
entwickelt  und  das  Eesultat  mit  dem  vorigen  vergleicht;  es  ergieht 
sich 

1  ,2,3»,m»n 
Die  Formel  47)  wird  hiernach  sehr  einfach 


•)  Nach  der  Lehre  von  der  Zerlegung  echt  gebrochener  Functionen 
(TU.  I,  Cap.  IX.)  darf  man 

1 

x{x  —  l)(x  —  2)  .  .  .  (x  —  n) 

~"    X  "^ic—  i'a?— 2'*''''«  —  n 
setzen ;  multiplicirt  man  beiderseits  mit  x{x  —  1)  .  .  .  (a?  ~  n)  und  nimmt 
dann  der  Reüie  nach  «  =  0,  1,  2,  3,  etc.,  so  erhält  man 

1.2.. .n 
(w)o 


1  =  (-l)M.2.3...wao  =  {-ly      f\'      %, 


l  =  (~l)n-ii.i.2...(n~l)ai=-(~l)-i4^ai, 

1  =  (~1)— 1.2.1. ..(n~2)aa  =  +  (-!)«  Ll^^ «2, 

(n)2 

U.   B.   W. 

Hieraus  bestimmen   sich   die  Werthe   von  «o»   «i>  «2>  ®*<>«>  ^^^  ^s  ist 
dann 


a?(a?--l)(a;  — 2)  .  .  .  (x-^n) 
_    (-.l)n     r(n)o  ___     (n)i      ,      (n)a  | 

'"1.2...nl   a?  «  —  l"^  X  —  2  ""  '  *  *  'j' 


1 


woraus  for  a:  =  —  die  obige  Gleichung  folgt. 


28 


Die  höheren  Differentialquotienten. 


und  demzufolge  geht  die  Formel  48)  über  in 

1                                                                                                  A 

• 

[   (k\        C,           (fc),        Gt 
[(k+l\n-\-l      (A;4-2)3n4-2'^ 

I. 

K 

.     ,    1    /•      1V  +  1  (*)*       ^* 

wofür  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Summanden  geschrieben  wtsr- 
den  kann 

(Wo       G,  (Ä),  G, 


Ct=n(n—l)it(n  +  k)t 


(2k)t  n  +  k      (2A;—l)*_i  n+Ä— 1 

-(*-2) 

^       (k)2  C, 


(2*--2)*_2  n  +  Ä  — 2 
Um  diesen  Ausdruck  möglichst  zu  vereinfachen,  bemerken  wir  zu- 
erst, dass 

(k)p        _  k(k—l),.,(k—p-i-l)     (k-'p)(k  —  p~-l)..,2,l 
(2ÄJ— i>)*_p  ~  1 .  2  .  3  . .  .i?  *  (2k--p)(2k—p—l)...(k4-l) 

—  1.2.3....J?  2A;(2A;— 1)...(2A;— j?+l)_(2A;)p 

~(2k)t 


2Ä(2fc— 1)...(Ä;  +  1) 


1  .2...j> 


•     t    •     • 


mithin 

;^         n(n  -  lUn  +  k),  ( (2 k),  -*  (2ftX     "  'JT'* 

^*-  (2J^i^  (;rHk    *~«  +  Ä-l       * 

,        (2  k),     -(*-») 

ist  und  dass  noch  folgende  Umwandlung  gilt 

(n  +  A;)An(«  —  l)t= — n -— — 

(w  +  ÄXn  +  Ä— l)...(n— Ä  +  l) 


) 


=  (n  — Ä) 


1.2.3...(2Ä;) 

2Ä;(2Ä;— 1)...(A;  +  1) 


=  in  —  k)(n  +  k)2k(2k)jky 
mittelst  deren  die  vorige  Gleichung  die  neue  Form  erhält 


50)     C*  =  (»  -  k)  (n  +  k),,  (^^  d  - 


\n  +  k 


(2k), 


n  +  k—l 


0* 


+ 


(2k), 
n  +  *— 2 


-(*—«) 


C,    - 
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Hierin  liegt  der  bemerkenswertbe  Satz,  dass  die  Facnltfttencoefficien- 
teD  pontiYer  Exponenten  durch  die  Facultätencoeffidenten  negativer 
Exponenten  ausgedrückt,  mithin  auch  independent berechnet  werden 
können  *). 

So  findet  man  z.  B.  für  X;  =  2  aus  Formel  49) 

-2  —1 

ond  nachher  aus  Nro.  50) 

ebeDBo 

C.  =  („+3M«_3)(-^.90--^.15+^) 


d.  i. 


«  n«  (n  —  1)«  (n  —  2)  (n  —  3) 

G3  = 


2.4.6 
u.  s.  w. 

Will  man  für  den  praktischen  Gebrauch  der  Facultätencoeffi- 
denten  eine  Tafel  derselben  entwerfen,  so  thut  man  besser,  nicht  die 
vorhin  entwickelten  Formeln,  sondern  sogenannte  Recursionsformeln 
anzuwenden,  bei  welchen  jeder  Facultätencoefficient  aus  seinen  Nach- 
barn hergeleitet  wird.  Derartige  Formeln  erhält  man.  sehr  leicht 
mf  folgendem  Wege. 

Die  Entwickelung  der  Facultäten  mit  den  Exponenten  —  (n —  1) 

—  n  liefert  die  beiden  Gleichungen 

1 


(1—A)(1  — 2A)(1— 3A)...  (1  — «— U) 

-(„  —  !)      _(«_i)           ~(n-l)          -(n-^l) 
=      Co      +      Cik      +      (72^2      +      Csl^   + 

1 


(1-.A)(1  — 2A)  .  .  .(1  — n--lA)(l— nA) 

=   Co    +    CiA    +'Cik^   +    CgA3    + ; 


deren  zweite  durch  Multiplication  mit  (1  —  nA)  in  die  erste  über- 
gehen muss;  die  Yergleichung  der  beiderseitigen  Coefficienten  von  A^ 
giebt  daher 

— »        — (tt— 1)  — « 

51)  C,   ==    Ci    +    nC*_i. 


*)  Dieses  Resaltat  hat  der  Verfasser   zuerst  in   Cr  eile 's  Journal, 
M.  44,  Seite  344,  unter  etwas  anderer  Form  entwickelt. 
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Da  man  im  Voraus  weiss,  dass  immer 


—  n  — n 


Co=l,     C*=l 
ist,  so  erhält  man  aus  Nro.  51)  der  Reihe  nach: 

-  2  —8  —4 

Ci  =    3,     Gl  =    6,     Ci  =    10, 

^—2  —8  ——4 

Cj  =    7,      02=25,      03=   65, 

—2  —8  —4 

03=15,     03=90,      08=350, 

u.  s.  w. 

Durch  Entwickelang  der  Facultäten  mit  den  Exponenten  n  und 
n  -|-  1  hat  man  femer  die  beiden  Gleichungen 

fi(fi  +  l)(fi  +  2) (j^J^n—l) 

=  Coft»  +  Cifi«-i  +  C3fi«-2  +  Os^"-«  H , 

fi  (^  +  1 )  0^  +  2)  .  .  .  (fi  +  w  —  1 )  (fi  +  w) 

n  +  l  n  +  1  n  +  1 

=  Oofi«+^  +  0,,a«  +  02fi"-i  + , 

deren  erste  durch  Multiplication  mit  (ft  -|-  n)  in  die  zweite  übergehen 
muss;  die  nachherige  Yergleichung  der  Goefficienten  von  ft**"*  giebt 

n  +  l  n  n 

62)  C*=Ct  +  nC*_i. 

Da  man  im  Voraus  weiss,  dass 

Oo  =  1,     0*  =  0 
ist,  so  erhält  man  aus  Nro.  52)  der  Reihe  nach 

2  3  4 

Ci  =  1,       Ol  ==  3,       Ol  =   6, 

8  4 

O2  =^  2 ,       Qj  =  11, 

4 

Gs  =   6, 

u.  s.  w. 

Die  Recursionsformeln  51)  und  52)  sind  übrigens  nicht  wesent- 
lich verschieden,  denn  die  zweite  verwandelt  sich  in  die  erste,  so- 
bald man  —  n  an  die  Stelle  von  n  treten  lässt. 

Wegen  späterer  Anwendungen  mag  hier  noch  eine  kleine  Tafel 
der  Facultätencoefiicienten  Platz  finden. 
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Die  Functionen  complexer  Variabelen. 


Bereits  in  Cap.  YIIL  des  ersten  Theiles  wurde  über  die  Func- 
tionen complexer  Variabelen  eine  Untersuchung  angestellt,  jedoch 
blieb  letztere  auf  die  sogenannten  einfachen  Functionen  beschränkt, 
und  es  handelte  sich  dabei  nur  um  die  genaue  Bestimmung  des 
Sinnes,  welchen  man  mit  den  Symbolen  ef^^  a',  logz^  sing^  cose,  .  .  . 
arem  z^  arccos  <er ,  .  .  .  in  dem  Falle  zu  verbinden  hat,  wo  z  eine  com- 
plexe  Yariabele  bedeutet.  Im  Folgenden  soll  diese  Untersuchung 
weiter  geführt ,  d.  h.  auf  beliebige  Functionen  ausgedehnt  werden ; 
ganz  besondere  Aufmerksamkeit  verdienen  hierbei  die  Fragen  nach  den 
IMfferentialquotienten  und  den  Integralen  solcher  Functionen,  weil 
letztere,  sobald  e  =  x  -^  iy  gesetzt  wird,  eigentlich  als  Functionen 
zweier  unabhängigen,  wenn  auch  auf  bestimmte  Weise  mit  einander 
Terbundenen  Variabelen  x  und  y  zu  betrachten  sind. 

Bevor  wir  uns  auf  eine  Untersuchung  von  Functionen  der  com- 
plexen  Yariabelen  0  =  x  -^  iy  einlassen,  wird  es  aber  zweckmässig 
sein,  diese  Variabele  selber  einer  genaueren  Discussion  zu  unterwerfen. 


l  Die  geometrisolie  Bedeutung  der  complezen  Zahlen. 

Ana  den  Elementen  der  analytischen  Geometrie  ist  hinreichend 
bekannt,  dass  eine  geradlinige  Strecke,  deren  absolute  Länge  r  heis- 
len  möge,  mit  -|-  r  oder  —  r  bezeichnet  werden  muss,  je  nachdem 
ne  vom  Coordinatenanfange  aus  auf  der  positiven  oder  negativei^ 
Seite  der  Absciss^nachse  abgeschnitten  worden  ist.     Denkt  man  sich 

3* 
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die  erste  Lage  als  die  ursprüngliche,  die  zweite  mittelst  einer  Drehung 
um  180®  aus  jener  entstanden,  so  kann  man  auch  sagen:  die  absolute 
Länge  r  erhält  hei  ihrer  Anfangslage  den  Factor  -{-  1,  nach  einer 
Drehiuig  von  180®  dagegen  den  Factor  —  1,  und  in  sofern  die  Fac- 
toren  -{-  1  und  —  1  die  Richtung  von  r  oder  die  Ablenkung  des  r 
von  der  o^ Achse  bestimmen,  ist  es  vielleicht  nicht  unpassend,  sie  Ricb- 
tungscoeffiicienten  oder  Ablenkungsfactoren  zu  nennen.  Diese  Bemer- 
kung führt  zu  einer  allgemeineren  Frage.  Bezeichnet  man  nämlich 
mit  Tß  eine  Gerade,  deren  Länge  r  ist,  lud  deren  Richtung  mit  der 
Richtuujg  der  positiven  x  den  Winkel  0  einschliesst,  so  hat  man  nach 
dem  Vorigen  ro  =  t{-\-  1),  r^  =  r( —  1),  und  man  kann  daher  er- 
warten, dass  im  Allgemeinen  eine  Gleichung  von  der  Form 
1)  TQ  =  r/(ö) 

stattfinden  werde,  worin  f{6)  eine  noch  unbekannte  Function  von  0 

ist,  welche  den  Ablenkungsfactor  für  eine  Ablenkung  =  Q  darstellt. 

Um  die  Function  f{0)  zu  bestimmen,  denken  wir  uns  zwei  vom 

Coordinatenanfang  0  ausgehende 

Gerade   OP  =i  OQ  =  r,  deren 

erste  mit  dem  positiven  Theile  der 

a?- Achse  den  Winkel  POX=  0, 

und  deren  zweite  mit  OX    den 

Winkel    QOX  =  d  +  tj     ein- 

schliessen   möge  (Fig.  1);  es  ist 

dann    OQ  mit  rß^^i  zu  bezeich* 
neu  und 

In  so  fem  aber  die  Gerade  rß^^  ihrer  Richtung  nach  um  den  Winkel, 
rj  von  rß  abweicht,  gilt  auch  die  Gleichung  i 

wobei  Tß  als  die  ursprüngliche,  r^+j;  als  die  abgelenkte  Gerade  be» 
trachtet  wird.  Setzt  man  hier  statt  rß  seinen  Werth  aus  Nro,  1),  so 
folgt 

durch  Vergleichung  mit  Nro.  2)  ergiebt  sich  nun  für  die  mit  /  he< 
zeichnete  Function  die  Bedingung 

Ebenso  leicht  erhält  man,  entweder  analytisch  ans  der  vorstehendei^ 
Gleichung  oder  durch  m  nach  einander  folgende  Drehungen  um  did 
Winkel  öl,  Ö2,  .  .  .  0„  I 

/(Öl  +  ö,  +  •  .  .  +  ö»)  =/(ö,)/(ÖO  .  .  ./(Ö»)  I 
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und  specieller,  wenn  diese  Winkel  gleich  genommen  werden 

4)  fimn)  =  umr- 

Diese  Gleichung  liefert  erstens  fär.  0=1,  wobei  die  constante  Grösse 
/(l)  snr  Abkürzung  G  heissen  möge, 

5)  f{m)  =  O, 

und  es  ist  hiermit  die  Form  der  Function  /  für  den  speciellen  Fall 

bestimmt,  dass  die  Yariabele  eine  ganze  positive  Zahl  ist.     Nimmt 

man  femer  in  Nro.  4)  ö  =  ,  m  =  q  und    versteht  unter  p,  q 

q 

ganze  positive  Zahlen,  so  erhält  man 

/« = [/(f  )]• 

oder 

6)  /(^)  =  [/(!»)]«  =  [C]«  =  &■ 

Zufolge  der  Bemerkung,  dass  Irrationalzahlen  mit  jedem  beliebi- 
gen Genauigkeitsgrade  durch  rationelle  Brüche  (Decimalbrüche)  dar- 
gestellt werden  können,  schliesst  man  aus  Nro.  6)  fiär  jedes  positive  6 

m  =  CO. 

Setzt  man  endlich  in  Nro.  3)  1}  =  —  6  und  beachtet  die  unmit- 
telbar bekannte  Gleichung /(O)  =  1,  so  findet  man 

1  =f(e)f(-e)  oder  /(-ö)  =  -^  =  CHÖ, 

and  es  ist  demnach  für  jedes  reelle  6 

7)  /(ö)  =  CO. 

Da  die  Function  f{d)  ihrer  Natur  nach  durchaus  stetig  sein  muss, 
so  muss  auch  G  durchaus  denselben  Werth  haben,  und  es  kann  daher 
irgend  eine  Specialisirung  des  6  zur  Bestimmung  von  G  benutzt  wer- 
den.   Für  ö  =  Ä  ist  aber/(Ä)  =  —  1,  mithin 

~  1  =  (?»   oder  C  =  (—  1)^ , 
und  nach  Nro.  7) 

/(Ö)  =  (-l)», 
d«  L  zufolge  der  Lehre  von  den  Potenzen  complexer  Zahlen 

/(0)  =  coskd  +•  isinJcO, 
worin  k  eine  positive  oder  negative  ungerade  Zahl  bezeichnet.     Die- 

selbe  bestimmt  sich  durch  die  Specialisirung  0  =  — ,  welche /(  —  j 

=r  -*  1  giebt.  Setzt  man  nämlich  fest,  dass  /(fl)  erst  dann  =  —  1 
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werde,  wenn  0  in  TT  übergegangen  ist,  so  mnss  k  =  1  genommen 
werden,  und  man  hat  definitiv 

8)  fß  =  r(cosd  +  psind)  =  re*^. 

In  dem  speciellen  Falle  0  =  |ä  ergiebt  sich  r^    =  ir;    dem- 

nach  bedeutet  ir  eine  Gerade,  welche  die  Länge  r  besitzt  und  mit 
der  o;- Achse  einen  rechten  Winkel  bildet. 

Setzt  man  in  der  Formel  8)  rcosd  =  j»,  rsinß  =:  y,  wo  x  und 
y  die  gewöhnlichen  rectangulären  Coordinaten  des  Punktes  P  sind, 
so  folgt 

9)  rß  =  x  +  iy\ 

die  complexe  Zahl  x  -^  iy  wird  also  geometrisch  durch  den  Com- 
plex  der  rechtwinklig  zu  einander  liegenden  Strecken  OM  und  MP, 
d.  h.  durch  die  gebrochene  Linie  OMP  dargestellt*). 

Bei  allen  folgenden  Untersuchungen  denken  wir  uns  die  com- 
plexe Variabele  x  -\-  iy  immer  als  stetig  veränderlich,  d.  h.  wir  be- 
trachten jede  einzelne  der  beiden  reellen  Variabelen  als  continuirlich. 
Durchläuft  nun  x  -\-  iy  stetig  ein  bestimmtes  Intervall,  etwa  von 
^6  +  *yo  bis  X  -|-  i  Y,  so  beschreibt  der  die  complexe  Variabele 
darstellende  Punkt  P  irgend  einen  Weg,  dessen  Anfangspunkt  die 
Coordinaten  Xq^  yo ,  und  dessen  Endpunkt  die  Coordinaten  X,  T  be- 
sitzt. Dieser  Weg  ist  zufolge  der  Willkührlichkeit  des  x  und  y  ein 
ganz  beliebiger  und  völlig  regelloser;  er  kann  aus  irgend  welchen 
geraden  oder  krummen  Linien  zusammengesetzt  sein,  nur  muss  er 
zwischen  den  gegebenen  Endpunkten  einen  ununterbrochenen  Zag 
bilden.  Man  ersieht  hieraus  einen  der  wesentlichsten  Unterschiede 
zwischen  reellen  und  complexen  Variabelen;  während  nämlich  eine 
reelle  Variabele  x  nur  auf  dem  einzigen  Wege  der  Abscissenachse  von 
X  =  Xo  hiB  X  =  X  gelangen  kann ,  sind  bei  einer  complexen  Va- 
riabelen e  unendlich  viele  Wege  von  ^  =  Xq  -\-  iyo  bis  £i  =  X  -\-  tY 
möglich. 

*)  Die  obige  geometrische  Deutung  der  complexen  Zahlen  ist  schon 
1760  von  H.  Kühn  (Novi  commentarii  Academ.  Petropol.  ad  annam 
1750)  angeregt,  aber  erst  1831  von  Gauss  begründet  worden  (Götting^er 
gelehrte  Anzeigen  vom  Jahre  1831,  Seite  64).  Den  im  Texte  gegebenen 
rein  mathematischen  Beweis  nebst  einer  Geschichte  aller  hierher  gehö- 
renden Arbeiten  verdankt  man  Drobisch  (Berichte  über  die  Verhand- 
lungen der  Eönigl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften,  Bd.  2,  S.  171). 
Später  hat  Möbius  gezeigt,  wie  man  mittelst  jener  Construction  Eigren- 
schaften  von  Punkten  in  einer  Geraden  auf  Punkte  in  einer  Ebene  über- 
tragen und  damit  zu  neuen  Verwandtschaften  zwischen  Punktesystemen 
gelangen  kann  (Berichte  der  Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften; mathem.-phys.  Glasse,  Jahrg.  1852,  S.  41,  und  Jahrg.  1853,8.14). 
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n.  Darstelltäig  der  Fonotionen  oomplexer  Variabelen. 

Eine  Function  der  complexen  Variabelen  x  -\-  ty  ist  im  Allge- 
mcsnen  wieder  eine  complexe,  jedoch  abhängige  Yariabele,  d«  h.  es 
exifltirt  im  Allgemeinen  immer  eine  Gleichung  von  der  Form 

f(x  +  iy)  =  fp{x,  y)  +  %^{x,y), 
wofür  wir  zur  Abkürzung 

f(x  +  iy)  =  1*  +  tv 
schreiben  werden.  Auch  hiervon  l&sst  sich  eine  geometrische  Daiv 
Stellung  geben,  wenn  man  u  und  v  in  einer  neuen  Ebene  ui;  als  Cool^ 
dinaten  eines  beweglichen  Punktes  construirt;  jedem  willkührlich  ge- 
wählten Punkte  xy  entspricht  dann  ein  bestimmter  Punkt  liVf  and 
einem  willkührlicben  Wege  des  Punktes  xy  entspricht  eine  bestimmte 
Tom  Punkte  uv  beschriebene  Curve.  Diese  verläuft  in  einem  unun- 
terbrochenen Zuge,  sobald  u  und  v  stetige  Functionen  von  x  und  y 
sind;  wir  nennen  dann  f(x  -}-  iy)  gleichfalls  eine  continuirliche  Func- 
tion von  X  '\-  iy. 

Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  hierbei  die  schon  aus  der 
Algebra  bekannte  Thatsache,  dass  es  zweierlei  Functionen  giebt, 
nämlich  einmal  solche,  bei  denen  jedem  individuellen  Werthe  der 
Variabelen  nur  ein  einziger  Functionswerth  entspricht,  andererseits 
solche,  bei  denen  zu  jedem  individuellen  Werthe  der  Variabelen  zwei 
oder  mehrere  Functionswerthe  gehören.  Eine  Function  der  ersten 
irt,  wie  z.  B.  a  -\-  ßg  -^  yz^^  e«,  cosz^  sine  etc.  nennt  man  ein- 
deutig (monodrom),  Functionen  der  zweiten  Art  heissen  mehr- 
deutige; so  ist  z.  B.  yz  —  c  zweideutig,  yz—c  dreideutig,  log» 
unendlich  vieldeutig  (Thl.  I,  §.  56).  In  Beziehung  auf  die  mehr- 
deutigen Functionen  muss  noch  hervorgehoben  werden,  dass  es  spe- 
cielle  Werthe  der  Variabelen  geben  kann,  für  welche  zwei  oder  meh- 
rere jener  im  Allgemeinen  verschiedenen  Functionswerthe  zusammen- 
fallen; so  sind  z.  B.  die  beiden  Werthe  von  ^z  —  c  im  Allgemeinen 
?on  einander  verschieden,  nur  für  z^=z  c  werden  sie  gleich,  und  zwar 
beide  =  0.  Um  dies  graphisch  darzustellen,  denken  wir  uns  eine 
stetige  Function  der  Variabelen  z  =z  x  -|-  iy  no  beschaffen,  dass  im 
Allgemeinen  jedem  z  zwei  verschiedene  Functionswerthe  u  '\-  iv  und 
ü  -^  iV  entsprechen,  welche  nur  in  dem  speciellen  Falle  z  =  c  =s 
a  -{-  ib  den  gemeinschaftlichen  Werth  a  -\-  iß  erhalten  mögem 
Jedem  Punkte  xy  oder  P  in  Fig.  2  entsprechen  dann  zwei  in  end- 
licher Entfernung  liegende  Punkte  Q  und  12,  deren  erster  die  Goor- 
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dinaten  u,  v,  und  deren  zweiter  die  Coordinaten  U,  F  besitzt.  Lässt 
man  P  irgend  einen  Weg  PF'  durchlaufen,  so  werden  Q  und  R  ge- 
wisse Curven  Q  (^  und  BB!  beschreiben,  welche  durch  die  Natur  des 

Fig.  2. 

V 


0 


^ 


Weges  PP^  vollkommen  bestimmt  sind.  Hierbei  bedarf  es  der  Un- 
terscheidung zweier  Fälle.  Geht  nämlich  der  Weg  PP  nicht  durch 
den  Punkt  C,  dessen  Coordinaten  a  und  5  sind,  so  wird  niemals 
X  •=  a  und  zugleich  y  z=z  h  oder  niemals  z  =  c,  mithin  tritt  auch 
der  Fall  U  =  u  =  Uj  V  =  v  =z  ß  nicht  ein,  d.  h.  die  Curven  Q (^ 
und  MB!  haben  keinen  gemeinschaftlichen  Punkt.  Wenn  dagegen 
der  Weg  PP'  durch  den  Punkt  G  hindurchfuhrt,  so  wird  einmal 
Z7=«^  =  a,  V  :=  V  =  ß,  und  die  Curven  Q  Q\  RJff  besitzen  dann 
giBmeinschaftlich  den  Punkt  2>,  dessen  Coordinaten  a  und  ß  sind. 
Den  Punkt  0,  welchem  die  Verzweigung  in  2>  entspricht,  pflegt  man 
einen  Yerzweigungspunkt  zu  nennen;  man  hat  daher  den  Satz, 
dass  die  Curven  Q  (^  und  MB!  einen  oder  keinen  gemeinschaftlichen 
Punkt  besitzen,  je  nachdem  der  Weg  von  z  durch  den  Verzweigungs- 
punkt geht  oder  nicht.  —  Dies  lässt  sich  noch  auf  eine  andere,  des 
Folgenden  wegen  bemerkenswerthe  Weise  ausdrücken.  Unter  allen 
Umständen  nämlich  kann  eine  zweiastige  Curve  als  eine  Zusammen- 
setzung zweier  einastigen  Curven  betrachtet  werden,  und  zwar  ist 
dies  nur  auf  eine  einzige  Art  möglich,  sobald  die  letzteren  Curven 
nirgends  zusammentreffen;  haben  aber  dieselben  einen  gemeinschaft- 
lichen Punkt  wie  in  Fig.  2',  so  darf  man  ebensowohl  QDQ'  und 
BD  Bf  wie  auch  QDBf  und  BDQ'  als  die  einzelnen  Zweige  betrach- 
ten, denn  die  einzig  vorhandene  Bedingung  der  Continuität  verlangt 
nur,  dass  jeder  Zweig  ununterbrochen  verlaufe.  Eine  zweideutige 
Function  kann  demnach  für  eine  Zusammensetzung  zweier  eindeuti- 
gen Functionen  gelten ,  und  zwar  ist  dies  auf  eine  oder  auf  zwei 
Arten  möglich,  je  nachdem  der  Weg  der  unabhängigen  Variabelen 
am  Verzweigungspunkte  vorbei  oder  durch  ihn  hindurch  führt.  Mit 
geringen,  leicht  aufzufindenden   Modificationen  gelten  diese  Bemer- 
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kuDgen  auch  für  mekrdeutige  Functionen    mit  mehreren  Yerzwei- 
gQDgspunkten. 

Wir  untersuchen  nun  den  Einfiuss,  welchen  eine  Verlegung  des 
Weges  von  g  auf  die  Werthe  von  f{z)  ausübt.  Es  sei  zunächst  f(z) 
eine  stetige  und  eindeutige  Function,  worin  sich  z  von  dem  Aufang»- 
werthe  e^  =  Xq  -\-  iy^^  bis  zu  dem  End werthe  Zi  =  X\  -\-  iyi  con- 
tinuirlich  ändern  soll;  die  entsprechenden  Werthe  Yonf(z)  mögen 
/fe)  =  %  +  *^o  und  f(zi)  =  Ui  -^  ivi  heissen.  Der  Punkt  xy 
oder  P  in  Fig.  3  durchläuft  dann  irgend  einen  Weg  zwischen  den 

Fig.  3. 
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festen  Punkten  x^y^  oder  Po  und  Xiy^  oder  Pi,  und  diesem  Wege 
entspricht  eine  gewisse,  vom  Punkte  uv  oder  Q  beschriebene  Curve 
QoQi«  Lässt  man  ein  zweites  Mal  P  wiederiun  von  Po  bis  P^  gehen, 
aber  auf  einem  anderen  Wege,  so  beschreibt  Q  eine  andere  Gurve, 
welche  gleichfalls  in  Q^  anfängt,  aber  auch  in  Qi  endigen  muss ;  denn 
im  entgegengesetzten  Falle  müssten  dem  Werthe  Zi  =  Xi  -\-  iy^  zwei 
TCTBchiedene  Werthe  von  f{z^  =  Wi  -f-  iv^  entsprechen,  was  gegen 
die  Voraussetzung  der  Eindeutigkeit  von  f{z)  streiten  würde.  Mit 
anderen  Worten ,  bei  jeder  eindeutigen  Function  ist  der  Endwerth 
/(^i)  unabhängig  von  dem  Wege,  auf  welchem  z  nach  Zi  gelangt. — 
Durchläuft  nun  der  Punkt  xy  eine  geschlossene  Curve,  so  erhält  z 
am  Ende  seinen  Anfangswerth  wieder ;  dasselbe  gilt,  dem  soeben  Ge- 
sagten zufolge,  auch  von  f(z)^  mithin  besteht  das  Bild  von  0{z) 
gleichfalls  aus  einer  geschlossenen  Gurve. 

Bei  einer  zweideutigen  Function  bedarf  es  der  Unterscheidung, 
ob  der  Weg  von  z  keinen  Verzweigungspunkt  trifft  oder  durch  einen 
solchen  hindurchgeht.  Im  ersten  Falle  entsprechen  dem  Wege  PoPi 
zwei  Curven  Qe  Qi  ^^^d  J^o-Ki»  welche  keinen  gemeinschaftlichen  Punkt 
beeitzen  (Fig.  4,  a.  f.  S.).  Denkt  man  sich  den  Weg  Po  Pi  geändert,  und 
zwar  vor  der  Hand  nur  unendlich  wenig,  so  erleiden,  wegen  der  vor- 
atugesetzten  Gontinuität,  QoQi  i^cl  MqBi  gleichfalls  nur  unendlich 
kleine  Aenderungen;  die  beiden  Zweige  befinden  sich  aber  in  end- 
lichen Entfernungen  von  einander,  es  ist  daher  bei  jener  unendlich 
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kleinen  Aenderung  nicht  möglich,  die  beiden  Zweige  mit  einander  zu 
verwechseln,  d.  h.  aus  einem  Zweige  in  den  anderen  zu  gerathen. 
Durch  eine  unendliche  Menge  solcher  unendlich  kleinen  Aenderungen, 


0 


d.  h.  durch  stetige  Aenderung  lässt  sich  der  ursprüngliche  Weg 
zwischen  Po  ^^^^  -Pi  i^^  jeden  anderen  überführen*),  und  wenn 
keiner  von  allen  möglichen  Zwischenwegen  einen  Yerzweigungspunkt 
trifft,  so  gilt  für  jeden  einzelnen  Zweig  der  zweideutigen  Function 
alles  Das,  was  vorhin  für  eine  eindeutige  Function  bewiesen  wurde. 
Man  hat  daher  auch  folgenden  Satz :  Wenn  P  eine  geschlossene  Curve 
durchläuft,  in  deren  Innerem  kein  Yerzweigungspunkt  Ifegt,  so  be- 
schreibt jeder  der  Punkte  Q  und  22  gleichfalls  eine  geschlossene  Gurve. 
Diese  Schlüsse  verlieren  ihre  Kraft,  wenn  einer  der  Zwischen- 
wege von  P  durch  einen  Verzweigungspunkt  G  führt,  welchem  der 
Durchschnitt  D  entsprechen  möge  (Fig.  5).  Ist  nämlich  P  von  Po 
bis  0  mithin  Q  von  Qo  bis  2>  gegangen,  so  liegt  keine  Nothwendig- 

Fig.  5. 
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keit  vor,  dem   ferneren  Wege    CPi  die  Curve  DQi  entsprechen  zu 
lassen,  vielmehr  steht  es  frei,  Q  durch  DRi  zu  führen,  so  dass,  wenn 

*)  Man  kann  sich  diesen  Uebergang  durch  die  Vorstellung  eines  ab- 
solut biegsamen  und  dehnbaren  Fadens  versinnlichen,  welcher  in  den 
Punkten  Pq,  P^  befestigt  ist  und  daher  die  Form  jeder  beliebigen 
Gurve  zwischen  jenen  Punkten  annehmen  kann. 
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?  auf  anderem  Wege  nach  Po  znrückkebrt,  Q  von  Bi  nach  Bq  kommt. 
Ebenso  könnte  man  B  die  Cnrve  BqDQiQq  beschreiben  lassen. 

Wenn  demnach  P  einen  geschlossenen  Weg  durchläuft,  der  einen 
Yerzweigungspunkt  enthält,  so  ist  es  nicht  nothwendig,  dass  Q  und 
B  gleichfalls  geschlossene  Curven  beschreiben,  oder,  was  dasselbe 
ist,  dass  die  Function  am  Ende  wieder  ihren  Anfangswerth  erhält. 
Selbstverständlich  gilt  dieser  Satz  ebenso  für  mehrdeutige  Func- 
tionen mit  mehreren  Yerzweigungspunkten. 

um  diese  allgemeinen  Erörterungen  durch  ein  Beispiel  zu  er- 
läutern, betrachten  wir  die  doppeldeutige  Function 

Setzt  man  wie  bisher 

je?  =  a?  +  *y  =  r(cosd  -\-  isind)  =  re'^, 
80  sind  die  beiden  Werthe  der  Function 

w  ==  -f-  {V^)e^       und    w  =  —  {Vr)€^     , 

worin  (Vr)   den"'4bsoluten  Werth  von  Vr  bezeichnet;    für   ä?  ==  0 

fallen  beide  Functionswerthe  zusammen, 
mithin  ist  0  =  0  der  Yerzweigungs- 
punkt. Wir  denken  uns  um  denselben 
mit  einem  beliebigen  Radius,  z.  B.  mit 
r  =  l,  einen  Kreis  beschrieben,  welcher 
die  Abscissenachse  in  Ä  und  B  schnei- 
det, und  untersuchen  nun,  wie  sich  die 

Function  +  (Vr)e  ändert,  wenn  z 
einmal  auf  dem  oberen  Halbkreise  Ä  GB^ 
das  andere  Mal  auf  dem  unteren  Halb- 
beise  ABB  von  i?  =  —  1  nach  ^e?  =  +  1  übergeht  (Fig.  6).  In 
beiden  Fällen  bleibt  r  constant  =  1 ;  auf  dem  ersten  Wege  nimmt  6 
▼on  ff  bis  0  ab,  und  die  erwähnte  Function  gelangt 


hn 


von  e'      =  -|-  i    zu    e<>  =  -|-  1 ; 

auf  dem  zweiten  Wege  wächst  0  von  n  bis  2»,  und   die  Function 
geUngt 


hn 


von  e^      =  -|-  t    zu  c*'^  =  —  1 , 
der  Endwerth  ist  hier  also  ein  anderer.     Lässt  man  z  einen  vollen 
Umlauf  machen,  etwa  50-41)5,  so  ist  der  Endwerth  von  z  identisch 
mit  dem  Anfangswerthe;  dagegen  erhält  die  Function  den  Anfangs- 
werth c*  =  -|-  1  und  (ien    Endwerth  e*^  =  —  1 ,   welcher  ihrem 
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Anfangswerthe  gerade  entgegengesetzt  ist.  Das  letztere  Resultat 
bleibt  ungestört,  wenn  man  sich  den  Radiusvector  r  variabel  denkt, 
d.  h.  den  Kreis  durch  eine  beliebige  geschlossene  Gurve  BCfÄ'ffB 
ersetzt  *). 

m.    Die  Differentialquotienten  der  Functionen 

oomplexor  Variabelen. 

Wenn  0  eine  reelle  Yariabele,  w  eine  eindeutige  Function  von  z 

bezeichnet,  so  ist  der  Differentialquotient  -^—    eine    ganz  bestimmte, 

aß  . 

gleichfalls  eindeutige  Function  von  e,  für  welche  es  ganz  gleichgül- 
tig bleibt,  auf  welche  Weise  man  sich  de  als  unendlich  abnehmendes 
Increment  denken  will.  Ob  diese  Eigenschaft  des  Differentialquo- 
tienten auch  bei  complexen  js  gilt,  bedarf  deswegen  einer  besonderen 
Untersuchung,  weil  e  =  x  -{-  iy  zwei  von  einander  unabhängige 
Yariabele  enthält  und  daher  in  der  Gleichung  * 

w  =f(isi)    oder    u  -\-  iv  =zf(x-\-iy) 
u  und  V  Fiinctionen  von  x  und  y  sind.  Lassen  wir  nun  x  und  y  sich 
gleichzeitig  ändern,  so  dass  dz  =  dx  -f-  idy  ist,  so  erhalten  wir  als 
totales  Differential  von  w 

dw  =  d(u-\-iv)  =  (^dx  +  ^dy)  ^i(^dx+^dy) 

mithin  als  Differentialquotienten 

/du         . dvX  /du         .  dv\ 

dw  ^[-d^  +  '^r''  +  W  "^  'd^)^ 

dz  dx  -|-  idy 

oder  auch 

/du  .  dv\  ,  /du  ,dv\dy 
dw  _  \dx  '^  ^  dx)  ^  \dy  "^  ^  dy)  dx 
dz-  .^ 

dx 

Hieraus  ersieht  man  sofort,  dass  -rr-  von  dem  Verhältnisse  — ; —  d.  h. 

dz  dx 


*)  Wie  Puiseux  gezeigt  hat,  entspricht  einer  jedesmaligen  Umkrei- 
sung eines  Verzweigungspunktes  eine  Vertauschung  der  Wurzeln  alge- 
braischer Gleichungen;  siehe  die  Abhandlung  Rechercbes  sur  les  fonc- 
tions  algebriques  (Liouyille,  Journal  de  mathematiques,  tom.  XV,  pag.  365)) 
oder  deren  Uebersetzung  von  H.  Fischer  (Halle  1861). 


Die  Functionen  complexer  Variabelen.  45 

Yon  der  Richtung  abhängt,  nach  welcher  der  Punkt  xp  in  der  Ebene 
xy  verschoben  wurde;  diese  Richtung   ist  aber  ganz  willkuhrlich, 

mithin  -r—  unendlich  vieldeutig.     Diese  Unbestimmtheit  verschwin- 

det  nur  in  dem  einen  Falle,  wo 

iA\  du    .    ,dv  /du         .dv\ 

ist,  weil  sich  dann  1  -\-  i  -^  hebt.     Die  vorstehende  Gleichung  zer- 

ftllt  in  die  beiden  folgenden 

.  8i*  dv         dv   ^^    du^ 

dx        dp'       dx  dy ' 

md  diese  sind  nun  die  Bedingungen  dafür,  dass  der  Differentialquo- 

tient  — —  sowohl  von  der  Grösse  als  von  der  Richtung  der  Verschie- 

hang  des  Punktes  xy  unabhängig  ist.     Was  endlich  den  gesuchten 
Differentialquotienten  betrifft,  so  hat  man  dafür 

dw  du         .dv 

dB  dx  dx 

oder  auch 

dw  dv        .  8u 

äs         dy  dy 

Zu  demselben  Resultate  kann  man  auch  auf  anderem  Wege  ge- 
lingen. Jede  Function  von  x  -f*  ^y  bat  zwar  die  Form  u  -1~  *'^« 
aber  umgekehrt  ist  nicht  jedes  u  -\-  iv  eine  Function  von  x  -j-  ty, 
wie  man  z.  B.  an  «•  -f-  y*  +  2ixy  =  (a?  +  ty)*  -f-  2y»  sehen  kann. 
Es  entsteht  daher  die  Frage  nach  den  Bedingungen,  welchen  u  und  v 
genfigen  mässen,  wenn  die  Gleichung 

u  +  iv  =f(x-{-iy) 

bestehen  soll.  Aus  dieser  folgen  durch  partielle  Differentiationen  die 
iwei  Gleichungen 

du  dv        df(X'\'iy)        ^  . 

du  dv        df(x  +  iy)        ..,,     .    .  . 

deren  rechte  Seiten  bis  auf  den  Factor  i  übereinstimmen.     Es  mnss 

daher 


(du    ,    .dv\        du    ,    .dv 


dy  dy 
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sein,  welche  Gleichung  mit  Nro.  1)  identisch  ist  und  daher  wieder 
auf  die  unter  Nro.  1 1)  entwickelten  Bedingungen  führt  *). 

In  den  letzteren  können  übrigens  die  Yariabelen  u  und  v  geson- 
dert werden.  Differenzirt  man  nämlich  die  erste  nach  x,  die  zweite 
nach  y  und  subtrahirt  beide  Ergebnisse,  so  erhält  man 

wird  dagegen  die  erste  nach  y,  die  zweite  nach  x  differenzirt,  so 
giebt  die  Addition 

Demnach  genügen  u  und  v  einer  und  derselben  partiellen  Differen- 
tialgleichung zweiter  Ordnung. 

Der  vorhin  erwähnte  geometrische  Sinn  der  Bedingungen  2) 
lässt  noch  eine  bemerkenswerthe  Relation  zwischen  den  Figuren  er- 
kennen, welche  entstehen,  sobald  einerseits  der  Weg  der  Variabelen 
jß  in  der  Ebene  xy,  andererseits  der  Gang  von  w  =  f(js)  in  der 
Ebene  uv  construirt  wird.  Ertheilt  man  nämlich  der  Yariabelen  e 
zwei  unendlich  kleine,  nach  verschiedenen  Richtungen  gehende  Zu- 
nahmen, deren  Grössen,  der  Unterscheidung  wegen,  mit 

dZ(X)  =  dx(i)  -\-  idy(X)    und    dz(^)  =  dx(^)  -\-  idy(Q) 
bezeichnet  werden  mögen,  so  erhält  man  in  der  Ebene  xy  drei  un- 
endlich nahe  an  einander  liegende,  im  Uebrigen  aber  ganz  beliebige 
Punkte  P,  Pi,  p2,  Fig.  7,  mit  den  Coordinaten 

Xyy;     a?  +  dx^iy,  y  +  dy(iy,    x  +  dx(2),  y  +  dy^i). 

Diesen  entsprechen  in  der  Ebene  uv  drei  gleichfalls  unendlich  nahe 
liegende  Punkte  Q,  Qi,  Q3,  deren  Coordinaten  sind 

u,  v;    it  -f-  (^M(i),  V  +  dv(i);     u  +  du(9),  v  -f-  dv(i), 
und  da  der  Differentialquotient 

dfc  du  -\-  idv 

dz         dx  -^  idy 
unabhängig  von  der  Richtung  der  Verschiebung  des  Punktes  P  ist, 
so  hat  man 


*)  In  seinen  Exercices  d'analyse  et  de  physique  mathematique,  tome 
IV,  p.  346,  nennt  Cauchy  den  Ausdruck  u  -f-  *t;  monogen,  sobald  u 
und  V  den  erwähnten  Bedingungen  genügen;  dem  Obigen  zufolge  recht- 
fertigt es  sich,  in  diesem  Falle  u  -\-  iv  schlechthin  eine  Function  von  <? 
zu  nennen,  wie  es  Riemann  in  seiner  Inauguraldissertation  (Grund- 
lagen für  eine  allgemeine  Theorie  der  Functionen  einer  yeränderliohen 
complexen  Grösse,  Göttingen  1851,  S.  8)  zuerst  dargethan  hat. 
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14)  dw(i)  dw(i) 

dg(i)         cJ%) 
Mittelst  der  Sabstitationen 
de{i)  =  PPiz=ri{cos öi  +isindi),  de(^)=PPi  =  r^icosd^ -\-isinO^)^ 

erlült  man  aus  Nro.  14) 

j[cas(i^i  —  öl)  +  isin(rii  —  Öi)]  =  —  [cos(%  —  Ö2)  +  i8in(fi2  —  Ö2)] , 
fi  r» 

mithin 


—  =  — ,    fii  —  dl  =  %  —  Oi 


oder 


—  =  — ,       03  —  tßi 

n       »1 


=  ^2  —  ^1. 

Die  anendlich  kleinen  Dreiecke  PP1P2  und  QQ1Q2  baben  also  das 
gleiche  Seitenverhältniss  PP^  :  PPi  =  QQ2'  QQi  und  gleiche  Zwi- 

Fig.  7. 

V 


0 


0 


ü 


Bchenwinkel  P1PP3  =  Q1QQ3;  sie  sind  demnach  ähnlich.  Da  dies 
?on  je  drei  unendlich  nahe  liegenden  and  einander  entsprechenden 
Punkten  beider  Ebenen  gilt,  so  kann  man  sagen:  irgend  eine  in  der 
Ebene  xy  gezeichnete  Figur  ist  auf  der  Ebene  uv  bo  abgebildet,  dass 
^e  entsprechenden  kleinsten  Theile  beider  Figuren  ähnlich  sind*). 
Als  Beispiel  hierzu  betrachten  wir  die  Function  w  =  tanjg  oder 

worin  nach  Formel  3)  auf  Seite  265  des  ersten  Theils 


*)  Die  Aufgabe ,  derartige  Abbildungen  herzustellen ,  löste  zuerst 
UauBB  in  einer  von  der  Eopenhagener  Akademie  gekrönten  PreiBSchrift 
(siehe  Schumacher's  Astronomische  Abhandlungen;  Heft  3,  S.  5  bis  30). 
We  hierauf  sich  gründende  Verwandtschaft  der  Curven  behandelte  Sie- 
beck in  Crelle^s  Journal  (Bd.  55,  S.  221). 
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:-.«»  ^  = 


e^v  -I-  ^cos2x  +  c-2y'  ß2y  ^  2 COS 2a;  +  e-'^y 

ist,  welche  Ausdrücke  den  Bedingungen  2)  genügen.  Lassen  wir  zu- 
nächst den  Punkt  xy  auf  einer  in  der  Entfernung  6  parallel  zur 
rc- Achse  liegenden  Geraden  fortrücken,  so  ist  y  constänt  =  &,  da- 
gegen X  als  Yariabele  zu  betrachten;  die  Gleichung  der  entsprechen- 
den, vom  Punkte  uv  durchlaufenen  Curve  findet  sich  dann  aus  den 
Gleichungen  6),  wenn  ^  =  ^  gesetzt  und  x  eliminirt  wird.  Man  er- 
hält so 


^2   _[.  ^2  __  2/3t;  +    1  =r  0, 


»26 


^  =  -. 


+  e- 


26 


e^h   _   g-26» 


die  Curve  ist  demnach  ein  Kreis,   dessen  Mittelpunkt  B  um  /3  vom 
Goordinatenanfang  entfernt  auf  der  f;- Achse  liegt,  und  dessen  Radius 

=  y^  —  1  ist  (Fig.  8).     Wenn  femer  der  Punkt  xy  eine  in   der 

Fig.  8. 


Y 

P2 

P      . 

a 
b 

>i 

0 

X 

Entfernung  a  parallel  zur  ^- Achse  liegende  Gerade  durchläufk,  so 
beschreibt  der  Punkt  uv  eine  Curve,  deren  Gleichung  aus  Nro.  15)  für 
X  =  a  und  durch  Elimination  von  y  folgt,  nämlich 

w2  -j-  t;2  -|-  2aw  —1=0,         a  =  co<2a. 

Diese  Curve  ist  gleiohfaUs  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  A  um  — a  vom 
Goordinatenanfang  entfernt  auf  der  ««'Achse  liegt,  und  dessen  Halb- 
messer =  Va2  -|-  1  ist.  Dem  Durchschnitte  P  der  beiden  Paral- 
lelen in  der  a;^-Ebene  entspricht  in  der  wt;-Ebene  derjenige  Durch- 
schnitt Q  beider  Kreise,  dessen  Coordinaten 

2ain2a 


g26   _   g-26 


,26 


€--  +  2cos2a  +  c-26»    ^26  ^  2(»s2a  +  <r-«* 
sind ;  der  unendlich  kleinen  geradlinigen  Strecke  PPi  entspricht  der 
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anendlich  kleine  Kreisbogen  Q  Qi ,  ebenso  der  Strecke  FP^  der  Bo- 
gen QQq,  Da  die  Dreiecke  PiPP^  und  QiQQq  ähnlich  sind,  so 
mdssen  sich  die  Kreise  rechtwinklig  schneiden,  was  mittelst  ihrer 
Gleichungen  leicht  verificirt  werden  kann.  Einem  gitterförmigen  Sy- 
steme von  Parallelen  zu  den  Achsen  der  x  und  y  entspricht  über- 
Ittopt  (iü  ±=  tcm/s  vorausgesetzt)  ein  System  von  Kreisen,  deren  Mit- 
telpunkte auf  den  Achsen  der  u  und  v  liegen,  die  sich  rechtwinklig 
seliDeiden  und  dabei  unendlich  kleine  Rechtecke  bilden,  welche  den 
fiecbtecken  in  der  d;^- Ebene  ähnlich  sind. 


IV.    Die  Integrale  synektisolier  FonotionexL 

Bei  einer  reellen  Variabelen  e  wird  das  zwischen  den  Grenzen 
z  •=  £q  and  z  •=  Z  genommene  Integral  von  f{z)  dz  bekanntlich  auf 
die  Weise  gebildet,  dass  man  zwischen  z^  und  Z  eine  beliebige  Reihe 
?on  Werthen  des  z  einschaltet,  etwa 

die  Producte 

/(^o)  (^1  —  ^o) ,      /(^l)  (^2  —  ^l) » /(^n-l)  (^  —  *«-l) 

addirt  und  von  der  Summe  den  Grenzwerth  für  unendlich  wachsende 
»nnd  gleichzeitig  unendlich  abnehmen4e  Z\  —  ^o »  ^2  —  ^1  >  •  •  •  ^ — ^n— 1 
ao&ncht.  Um  hierbei  jede  Unbestimmtheit  zu  vermeiden  (s.  Tbl.  I, 
B. 415) braucht  nur  f(z)  als  stetig  und  endlich  von  Z'=iZ^  hiBZ  =  Z 
ToraoBgesetzt  zu  werden,  und  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so 
kaan  man  statt  der  Gleichung 

z 

16)  ffiz)  dz 

=  Lim  [/{zo)  (^1  - 1^0)  +fM(^2  -  ^1)  +  •  •  •  +  /(^«-i)  {Z  -  ^«-1)] 
vach  die  kürzere 

17)  ff(f^)dz  =  F{Z)  —  F(f!^) 

benutzen,  worin  F{z)  das  unbestimmte  Integral  von  f{z)  dz  bedeu- 
tet Die  in  Nro.  16)  angegebene  Definition  des  bestimmten  Integrales 
wollen  wir  auch  bei  complexen  ^,  Zq  und  Z  unverändert  beibehalten. 
Ans  der  Natur  einer  solchen  Veränderlichen  folgt  dann  sogleich,  dass 
es  eben  wesentlichen  Unterschied  macht,  ob  man  ein  Integral  zwi- 
Mben  reellen  oder  zwischen  complexen  Grrössen  nimmt.     Während 

Sohlömilcli,  Analytlt.  TL  4 
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n&mlich  ein  reelles  e  nur  auf  einem  Wege  von  e  •=  eo  nach  e  =.  Z 
übergeführt  werden  kann,  ist  dies  bei  einem  complexen  jer  auf  unend- 
lich viele  Arten  möglich;  ein  bestimmtes  Integral  mit  complexen 
Grenzen  muss  also  vor  der  Hand  als  unendlich  vieldeutig  gelten,  und 
jedenfalls  bedarf  es  einer  Untersuchung  des  Einflusses,  den  verschie- 
dene  Wege  des  e  auf  den  Werth  des  Integrales  haben  können. 

Da  es  sich  hierbei  (wegen  g  z=z  x  -\-  iy)  um  Integrale  mit  zwei 
unabhängigen  Yariabelen  handelt,  so  schicken  wir  erst  eine  Bemer- 
kung über  gewisse  Doppelintegrale  voraus.  Es  bezeichne  nämlich 
^(x^y)  eine  reelle  Function  der  beiden  Yariabelen  x,  y,  und  die- 
selbe sei  endlich,  stetig  und  eindeutig  für  alle  x  und  y,  welche,  als 
rechtwinklige  Coordinaten  betrachtet,  Pnnkte  innerhalb  einer  be- 
stimmten geschlossenen  Curve  charakterisiren;  ferner  möge  das  Dop- 
pelintegral 


// 


dy 


auf  alle,  jenen  Contour  nicht  überschreitenden  x  und  ^,  d.  h.,  kurz 
ausgedrückt,  auf  die  geschlossene  Fläche  bezogen  werden*).     Inte- 

grirt  man  zuerst  in  Beziehung  auf 
'  S^i   so  hat  man  als  Integratione- 

grenzen  für  y  die  zur  Abscisse  x 
gehörenden  Ordinalen  LPq  =  yo  i 
LPi  :=  T  (Figur  9),  wobei  wir 
voraussetzen,  dass  eine  Parallele  zur 
y- Achse  den  gegebenen  Umfang 
nur  zweimal  treffe;  die  Integra- 
tionsgrenzen für  X  sind  die  Ent- 
fernungen OLo=Xq  und  OLi=^ 
in  welchen  die  beiden  parallel  zur 
y-Achse  an  den  Gontour  geleg- 
ten Tangenten  die  Abscissenachse 
schneiden.     Nach  diesen  Bemerkungen  ist  das  obige  Doppelintegral 


Jdxf^^^^dy  =  fdxi^ix,  D  -  0(x, 

xq  Po  tq 


9«)] 


=  f^ix,J)dx  +  Jo{x,y,) 


dx. 


Xq 


*)  Setzt  man   ^  J;^*^^  =  Z,  und   betrachtet  Z  als  dritte  Coordi- 

oy 

nate,  so  kann  man  das  Integral   durch  ein   Yolamen  veranschaulichen 
(Thl.  L,  §.  95). 
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Das  erate  Integral  rechter  Hand  bedeutet  die  Summe  aller  Producta 
von  der  Form  0(x,y)dx,  wenn  x  von  Xq  bis  X  geht  und  statt  y 
jederzeit  die  Ordinate  des  Zweiges  ÄqPiÄi  genommen  werden,  d.  h. 
kürzer,  das  erste  Integral  bezieht  sich  auf  den  Fall,  wo  ein  ver- 
änderlicher Punkt  x'y  den  Zweig  ÄqPiÄi  durchläuft.  Im  zweiten 
Integral  geht  x  ruckw&rts  von  X  bis  Xq^  statt  y  sind  die  Ordinaten 
des  Zweiges  ÄiPqÄq  zu  nehmen;  das  Integral  entspricht  also  dem 
Falle,  wo  der  Punkt  xy  den  Weg  iiiPo-^o  zurücklegt.  Beide  Inte- 
grale zusammen  geben  mithin  die  Summe  aller  Producte  von  der 
Form  <P(iC,  y)dx  für  den  Fall,  dass  der  Punkt  xy  den  ganzen  Con- 
toor  in  der  Kichtung  AoPiÄiPqÄ^  einmal  durchläuft.  Demnach 
besteht  die  Gleichung 

Torin  sich  links  die  Integrationen  über  alle  Punkte  der  geschlosse- 
nen Fläche  erstrecken,  während  sich  die  Integration  rechts  nur  auf 
den  Umfang  derselben  Fläche  bezieht. 

Eine  ganz  analoge  Behandlung  gestattet  das  Integral 


J  <^ip.y) 


dXf 


Fig.  10. 


// 


8  "Pjx,  y) 
dx 


dxdy, 


für  welches  der  Spielraum  des 
xy  derselbe  wie  vorhin,  und  in- 
nerhalb dessen  ^(x,y)  gleichfalls 
endlich,  stetig  und  eindeutig  sem 
möge.  Integrirt  man  zuarst  in 
Beziehung    auf   x  und    setzt   in 

Fig.  10  Jtf  00  =  10,-3^01  =Ä, 
OMo  =  %,  OMi  =  r,  so  er- 
hält man  statt  des  genannten 
D  oppelintegrales 


j^yj^^^^^^^  =  fdy[W(S,  y)  -  ^(le,  y)] 


Vf^ 


=  J^iS, 


Vo 


no 


y)dy  +    /  ^(^e,y)dy. 


Das  erste  Integral  rechter  Hand  entspricht  dem  Wege  Bq  QiB^  das 
zweite  dem  Wege  BiQqBq,  ihre  Summe  dem  ganzen  Umlaufe 
^•Q\BiQqBq',  man  hat  daher  analog  Nro.  18) 


// 


d  ^{x,  y) 
dx 


dxdy 


=  fwix,  y) 


dy. 
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nnd  zwar  beziehen  sich  die  Integrationen  links  anf  alle  Punkte  der 
Fläche,  die  Integration  rechts  auf  die  Punkte  des  Umfanges,  wenn 
letzterer  in  der  Richtung  BqQiBiQ^B^  durchlaufen  wird.  Diese 
Richtung  ist  der  früheren  A^PiÄiPf^Äf^  gerade  entgegengesetzt;  wiU 
man  daher  in  beiden  Integralen  rechter  Hand  die  nämliche  Richtung 
haben,  so  muss  man  dem  einen  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  ge- 
ben '*');  es  ist  demnach  präciser 

19)  JP^il'^^ dxdy=-  fw{x,  y)dy. 

Aus  den  Gleichungen  18)  und  19)  erhält  man  durch  Subtraction,  bei 
umgekehrter  Anordnung  in  kürzerer  Schreibweise 


f{Odx  +  ^dy)  =  //(^  -  ^^dxdy, 


20)  ^   ,...    .     _  .^,        j  j  \2^y  2lxJ 

von  welcher  Gleichung  wir  sogleich  Gebrauch  machen  werden. 
Wie  früher  setzen  wir 

w  =f{e)    oder    u  +  iv  =f{X'\'iy), 

und  beschäftigen  uns  mit  der  Aufgabe,  den  Werth  des  Integrales 

f{z)  dz 

für  den  Fall  zu  bestimmen,  dass  z  oder  der  Punkt  xy  eine  geschlos- 


/ 


Fig.  11. 


*)  Für  einen  kreisförmigen  umfang  hat 
man  z.  B.,  wenn  a  und  h  die  Mittelpunkts- 
coordinaten,  r  den  Radius,  0  den  veränder- 
lichen Centriwinkel  bedeutet, 


y*(^, 


y)dx  = 


r  cosdy  ft  +  r  Ätnö)  r  sind  dd , 


I  ^(oiiyy)dy  =    /  ^(a  —  rco8e^  b  +  rainSircoaSde 

271 


2n 


=  -fna- 


rcoad,  b  +  rsine)rco8ede. 


Die  Integrationsgrenzen  0  und  27j  bleiben  aber  dieselben,  wenn  r  vari* 
bel|  d.  h.  eine  Function  von  B  wird. 
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sene  Gnrve  durchläoft,  innerhalb  deren  /(z)  endlich,  stetig  und  ein- 
deutig bleibt.    Vermöge  der  Werthe  von  f{ß)  und  z  ist  nun  zunächst 

/(z)dz=    I  (u  +  iv)(dx  +  idy) 

=    /  (udx  —  vdp)  +  «  /  (vdx-\-udy), 

worin  sich  die  Integrale  rechter  Hand  auf  den  gegebenen  Contour 
beziehen.  Da  nach  den  gemachten  Yoraussetzungen  u  und  v  reelle, 
endliche,  stetige  und  eindeutige  Functionen  sind,  so  lässt  sich  jedes 
der  einfachen  Integrale  mittelst  der  Formel  20)  in  ein  Doppelinte- 
gral  umwandeln,  mithin  ist  auch 

Gleichzeitig  hat  man,  weil  u  -\-  iv  eine  Function  von  x  -\-  iy  be- 
deutet, 


du    .    dv  dv_ 

8y  "^  "ä^  ~    '      dy 


^u 


die  Torigen  Doppelintegrale  verschwinden  also,  und  es  bleibt 

/(ir)d«=0, 


I' 


i  h.  wenn  der  Integrationsweg  der  complexen  Variabelen   z    aus 

einer  geschlossenen   Curve   besteht,    innerhalb    deren  f(z)  endlich, 

stetig  und   eindeutig   bleibt,   so 
*^*      *  hat  das  Integral  von  f{z)  dz  im- 

mer den  Werth  Null. 

Mittelst  dieses  Satzes  lässt 
sich  unsere  eigentliche  Aufgabe 
sofort  lösen.  Bezeichnen  wir  näm- 
lich das  Integral  Yon  f(z)  dz  kurz 
mit  I(s),  sobald  die  Curve  8  den 
Integrationsweg  von  z  darstellt, 
so  haben  wir  nach  dem  Vorigen 
l(AoPiÄiPoAo)  =  0  oder 
I(ÄoPiÄi)  +  I(ÄiPoAo)  =  0. 
Im  zweiten  Integrale    lässt  sich 

die  Bewegungsrichtung  umkehren,  wenn  gleichzeitig  das  Vorzeichen 

umgekehrt  wird;  es  ist  also 

liÄoPiÄi)  -  I{ÄoPoÄi)  =  0 


-X 
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and  hieraus  folgt 

I(.loPi^i)  =  I(^Po^i). 
D.  h. :  durchläuft  die  Yariabele  e  in  gleichem  Sinne  zwei  verschiedene 

Wege  von  e^  bis  Z,  so  erhält  das  zwischen  diesen  Grenzen  genom- 
mene Integral  von  f[z)dz  in  beiden  Fällen  denselben  Werth,  vor- 
ausgesetzt, dass  f{ß)  sowohl  im  Inneren  als  auf  dem  Umfange  des 
von  beiden  Integrationswegen  eingeschlossenen  Raumes  stetig,  end- 
lich und  eindeutig  bleibt.  Noch  kurzer  lässt  sich  dies  ausdrücken, 
wenn  man  eine  Function  synektisch  nennt,  sobald  sie  die  eben- 
genannten Eigenschaften  besitzt;  der  Satz  lautet  dann:  das  Integral 
von  f{z)  dz  ist  so  lange  unabhängig  von  den  verschiedenen  Integra- 
tionswegen, als  f{z)  zwischen  jenen  Wegen  synektisch  bleibt  *). 

Wir  geben  im  Folgenden  einige  Anwendungen  dieses  Theoremes, 
namentlich  um  zu  zeigen,  wie  dasselbe  zur  Ermittelung  der  Werthe 
von  bestimmten  Integralen  dienen  kann. 

a.    In  Fig.  13  sei  ji  OBG  ein  Rechteck  aus  den  Seiten  OA  =  a 
Yiff^  13,  und  OB  =  h]  als  Integrationsweg  möge 

einmal  die  gebrochene  Linie  OAO,  das 
andere  Mal  die  gebrochene  Linie  OBC 
benutzt  werden.  Im  ersten  Falle  geht  e 
erst  von  0  bis  a,  dann  von  a  bis  a  -|-  t&; 
im  zweiten  Falle  geht  z  erst  von  Obis  i5, 
dann  von  ib  bis  «6  -|-  a,  mithin  ist,  wenn  f(e) 
innerhalb  des  Rechtecks  synektisch  bleibt, 

a  a  -f- 16  ib  ib  -)-  a 

Jfie)  dz  +  Jf{_e)  dz  =  Jfiz)  dz  +  Jf{z)  dz. 

0  a  e  ib 

Im  ersten  Integrale  schreiben  wir  x  statt  z\  im  zweiten  Integrale  hat 
z  die  Form  a  ■\-  iy  ^  Yfo  y  von  0  bis  h  geht;  im  dritten  Integrale 
kann  z  =  iy  gesetzt  werden,  wenn  y  von  0  bis  h  wächst;  im  letzten 
Integrale  ist  z  von  der  Form  ih  -|-  a?,  wo  a;  von  0  bis  a  geht.  Diese 
Substitutionen  geben  zusammen 

ab  b  a 

Jf(x)  dx  -f  ij f{a  +  iy)  dy  =  i  ff(iy)  dy  +    C /{ih  +  x)  dx 

0  0  0  0 

*)  Dieser  Fundamentalsatz  ist  zuerst*  von  Cauchy  bewiesen  worden 
in  dem  Memoire  sur  les  Integrales  definies  prises  entre  des  limites  ima- 
^naires.  Paris  1825.  Die  Benennung  „synektisch"  hat  Cauchy  später 
eingeführt  in  der  Abhandlung:  Sur  les  rapports  differentiels  des  qnan- 
titesjgeometriques  etc.  (Comptes  rendns,  1855,  p.  447).  Unter  den  verschie- 
denen Beweisen  des  Theoremes  zeichnet  sich  der  obige,  ausRiemann's 
Inauguraldissertation  entnommene,  durch  Eleganz  und  Strenge  ans. 
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oder  bei  anderer  Anordnung 


a 


ii)ff(x+ih)dx—ff(x)dx  =  i\yff{a-\-iy)dy  -  Jfiiy)dy\. 

0  0  0  0 

Hiemacli  ißt  z.  B.  für  f{e)  =  e~"**,  wenn  sowohl  die  reellen  als 
die  imaginären  Theile  beiderseits  verglichen  werden 

a  ab 

0  0  0 

a  b  b 

el^  I  er-'*8in2l>xdx=    j  ev^dy  —  e-«'  j  &^cos2aydy. 

0  0  • 

Ilei  anendlich  wachsenden  a  nähern  sich  die  Producta 

b  b 

e-«*  I  ev*sin2aydy  und  e-«*  j  e^^cos2aydy 

0  0 

der  gemeinschaftlichen  Grenze  Null ,  weil  jedes  der  beiden  Integrale 
eiueu  endlichen,  zwischen 

b  b 

+    f&^dy  und   —     ie^^ 

0  0 

liegenden  Werth  besitzt;  man  erhält  demnach 


dy 


22)       A-*» co82}>x dx  =  e-*"    A*-*" dx  =  IVtc e-*", 

0  0 

/b 
e-'^sin2})xdx  =  e^^*  f^^dy, 
0 

b.  In  demselben  Rechtecke  wie  vorhin  nehmen  wir  erst  die  Dia- 
gonale OC,  nachher  die  gebrochene  Linie  OÄG  als  Integrationsweg. 
Um  den  geradlinigen  Gang  des  Punktes  jg  z=z  x  '\'  iy  auszudrücken, 
noBs  in  dem  Integrale 


a  +  i6  a-^-ib 


ff(e)  de  =   ff{x  +  iy)  {dx  +  i  dy) 

0  0 

y  =  — X  gesetzt  und  x  von  0  bis  a  ausgedehnt  werden;  das  Inte- 
gnl  verwandelt  sich  damit  in 
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Die  Integration  längs  der  gebrochenen  Linie  OÄ  Cwird  ebenso  wie  bei 
der  vorigen  Anwendung  ausgedrückt,  und  daher  gilt  die  Gleichung 

a  ab 

0  0  0 

Substituirt  man  noch  a=:ay,&  =  /3y,  linker  Hand  o;  =  a|  und 
rechts  y  =  yij,  so  erhält  man 

/ay  ß 

0  0  0 

Hiemach  ist  z.  B.  iiax  f{ßi)  =  c^**,   wenn  die  reellen  und  ima- 
ginären Bestandtheile  beider  Seiten  verglichen  werden, 

a  y  ^(a«-/J«)$«cos(2a/Jg2)d|  +  ß  Je-^'^'-ß^^ sin (2aß^^) dl 

0  0 

ay  ß 

=   Jer'^dx  —  ye-^7^  f  €r*v*sin(2ayri^)dri, 

ß 
=  yer^y*   / e^ »?' cos (2 ay  1^2)^17. 
0 
Jedes  der  auf  17  bezüglichen  Integrale  hat  einen  zwischen 

0 

und    /  eyV«(—  l)dri  =  —  ßeß'y' 
0 
liegenden  Werth,  und  daher  sind  die  letzten  Ausdrücke  beider  Glei- 
chungen unter  der  gemeinschaftlichen  Form 

sßyer^a*-ß»)y* 

enthalten,  wo  e  zwischen  —  1  und  -\-  1  liegt.  Vorausgesetzt,  dass 
«3  \^  ß2  ist^  convergirt  dieses  Product  gegen  die  Null,  wenn  y  un- 
endlich wächst,  und  es  bleibt  dann 


•/ 
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OB  « 


0  0 

woraus  folgt 


0 

/e-(«*-/»*)J«sin(2ce/JS*)d|  =  \Vä — ?- 


««  >  /J». 


««  +  /3*    j 

V 

Für  «2  —  /J2  =r  a,  2a/3  =  5,  wo  a  nothwendig  eine  positive  Con 
rtante  sein  muss,  erhält  man  noch 


25) 


26) 


0 

woför  kürzer 


0 

f     «f.  •   o.fcc^^t        V«VVa«  +  l>«  — a 


/ 


2Va  +  t6 


geschrieben  werden  kann,  falls  Va  +  «5  eindeutig  genommen  wird*). 


y.   Die  Integrale  asynektischer  Functionen. 

Das  Fundamentaltheorem  des  vorigen  Abschnittes  gilt  z  ar  nicht 
mehr,  wenn  der  Integrationsweg  des  £i  einen  Punkt  einschliesst.  an  wel- 
chem/(jer)  mehrdeutig,  unendlich  oder  discontinuirlich  wird,  es  kann  aber 
daza  dienen,  um  gewisse,  im  Folgenden  näher  bezeichnete  Punkte  die- 
ser Art  zu  umgehen.  Die  Eindeutigkeit  einer  Function  f(ß)  wird  näm- 
lich dadurch  nicht  gestört,  da88/(;er)  sich  an  irgend  einer  Stelle  sprung- 
weis ändert  oder  unendlich  wird,  wie  z.  B.  der  Bruch  1  :  (c  —  0),  bei 
welchem  für  0  =  c  beide  Fälle  zugleich  eintreten.  Wir  wollen  daher 


*)  Die  Formehl  21),  24)  und  eine  Reihe  ähnlicher  sind  zuerst 
▼on  Ganchy  entwickelt  worden.  Siehe  dessen  Memoire  sur  les  inte- 
grales definies  (Memoires  presentes  k  l'academie  des  sciences.  Tome  I, 
1827),  sowie  die  Abhandlung  Recherche  d'une  formule  generale  qni  four- 
nit  la  yalenr  de  la  plupart  des  integrales  definies  connues  et  celle  d'un 
Srand  nombre  d'autres  (Annales  de  Gergonne,  T.  XVI  et  XYH)« 


58 


Die  Functionen  complexer  Variabelen. 


*  künftig  voraussetzen,  dass/(;er)  innerhalb  bekannter  Grenzen  eindeu- 
tig bleibe,  aber  innerhalb  derselben  Grenzen  beliebig  vielmal  discon- 
tinuirlich  oder  unendlich,  oder  beides  zugleich  werden  könne;  die 
Punkte,  an  denen  solche  Fälle  eintreten,  mögen  Ausnahmepunkte 
heissen. 

Ist  nun  in  Fig.  14  T  ein  Ausnahmepunkt,  AB  CD  ein  um  den- 


Fig.  U. 


0 


selben  herumgehender  Integrationsweg 
von  der  Beschaffenheit,  dass  weder  im 
Inneren  noch  auf  der  Peripherie  von 
AB  CD  ein  zweiter  Ausnahmepunkt  und 
eben  so  wenig  ein  Yerzweigungspunkt 
liegt,  ist  ferner  A'B'C'D'  ein  anderer  In- 
tegrationsweg    von    derselben    Eigen- 
schaft, 80  kann  man  mittelst  der  beiden 
Verbindungslinien  AA'  und  CC  zwei 
—X      neue  geschlossene  Curven  ABCC'B'A' 
und  ABCOiy A!  herstellen,  von  denen 
keine  den  Ausnahmepunkt   T  enthält.     Es  gilt  daher,   wenn  diese 
beiden  Curven  als  Integrationswege  genommen  werden,  die  Gleichung 

I{ABCG'B!A!)  =  I^ABGO'jy  A'), 
aus  welcher  durch  Zerlegung  folgt 

r{ABG)  +  I{00)  +  I{C'B!A!)  -\-J{A!A) 
=  I{ADG)  +  1(00)  +  I{C'iyA')  +  I(A'Ay,      . 
nach   Hebung  der  beiderseits  vorkommenden  Integrale  1(0 C)  und 
I(A'A)  hat  man  auch 

I(ABG)  —  liAJDC)  =  —  I{C'BfA')  +  liCLlA') 
oder,  wenn  im   zweiten   Integrale  links    und  im   ersten   rechts  die 
Richtung  des  Weges  entgegengesetzt  genommen  wird, 

I{ABG)  +  I{GDA)  =  liA'BfO')  +  liOBfÄ) 
d.  i. 

I{ABC1)A)  =  liA'ffC'iyA'). 
Die  Integration  längs  AB  CDA  liefert  also  den  nämlichen  Werth, 
wie  die  Integration  längs  A^B'CD'A',  falls  f(z)  auf  und  zwischen 
beiden  Wegen  synektisch  bleibt. 

Mittelst  dieses  Satzes  kann  man  einen  gegebenen  Integrations- 
weg auf  einen  kleineren,  z.  B.  auf  einen  unendlich  kleinen,  aus  dem 
Mittelpunkte  T  beschriebenen  Kreis  zurückführen. 
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Fig.  15. 


m  = 


er* 


dienen,  welche  für  is  =  0  discontinuirlicb  und 
zugleich  unendlich  wird,  die  aber  endlich  und 
stetig  bleibt,  wenn  der  reelle  Theil  des  e^ 
nämlich  ^,  positiv  und  grösser  als  0  genom- 
men wird,  ßeschreibt  man  zwei  Halbkreise 
ABC  und  JL'jB'C  (Fig.  15),  den  ersten  mit 
einem  beliebig  grossen  Radius  OA=B^  den 
zweiten  mit  einem  beliebig  kleinen  Radius 
OÄ'  =  ff  so  enthält  der  halbe  Ereisring 
Ä'ÄBCC'B'Ä'  keinen  Ausnahmepunkt,  und 
es  ist  folglich 
liÄ'Ä)  +  I{ÄBC)  +  I(CG')  -f  I{CfB'Ä')  =  0. 
Im  zweiten   Integrale  setzen  wir  0  =  Re*0,  im  vierten  JS  =  re*^ , 


Düd  haben  dann 
—  lÄ 


f^'^  + 


— /r 


i. 


0-R(cose^inne)idd 


tr 


+ 


P 

iR 


» — z 


J'' 


dz  -^    I  e-'-(''^«ö+«««Ö)i(jö  =  0 


oder  auch,  weil  im  ersten  Integrale  e  von  der  Form  —  iy,  im  dritten 
TOD  der  Form  -\-  iy  ist. 


'ji 


dy  +  i  /  e-^<'o'Q[cos{Bsine)  —  isin{Rsin6)'\dd 


4- 


Ay  -\-  i  j  e-*"  ""^  [cos  (r  sin  ff)  —  i8in(rsinff)]dd  =  0. 


^n 


J-ir 


IHe  beiden  auf  y  bezüglichen  Integrale  lassen  sich  zusammenziehen; 
bei  nachheriger  Division  mit  2i  giebt  dies 

fi  In 

/sin  V  ,     / 

— ^  dy  =  —\   I  er- äco*ö  [cos  (B sin 6)  —  i  sin  (B  sin  6)]  d6 

+  \  I  er'-'O'Olcosirsine)  —  i sin  {r sin 6)1  de 

2^* 
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Da  linker  Hand  eine  reelle  Grösse  steht,  so  müssen  die  imaginären 
Theile  rechter  Hand  verschwinden,  was  auch  a  posteriori  durch  Zer- 
legung der  Integrale  -in  je  zwei  andere  von  —  |3r  bis  0  und  von  0 
bis  -\-  \^  leicht  zu  prüfen  ist;  der  übrigen  Gleichung  kann  man  fol- 
gende Form  geben 

r  •  /^"  /^" 

r  0  0 

Es  hindert  nun  nichts,  r  unendlich  abnehmen,  und  R  unendlich  wach- 
sen zu  lassen;  wie  leicht  zu  sehen  ist,  convergirt  dann  das  zweite 
Integral  rechter  Hand  gegen  die  Null,  und  es  bleibt 


27) 


rsiny 
J    y 


Eine  ähnliche  Behandlung  gestattet  das  Integral 

/— d0, 
a  —  z 

worin  a  eine  reelle  positive  Constante  bezeichnen  möge.  Der  Ausnahme- 


Fig.  16. 


punkt  T  liegt  hier  auf  der  a;-Achse  in  der 
Entfernung  OT-=a  (Fig.  16);  für  alle 
übrigen  positiven  x  und  beliebige  y  bleibt 
die  unter  dem  Integralzeichen  stehende 
Function  synektisch;  das  Integral  er- 
hält also  denselben  Werth,  wenn  man 
erst  einen  aus  dem  Mittelpunkte  0  mit 
einem  beliebigen  Radius  R^  a  con- 
struirten  geschlossenen  Halbkreis  als 
Integrationsweg  nimmt,  und  nachher  z 
einen  vollen,  aus  dem  Mittelpunkte  T 
beschriebenen  Kreis  durchlaufen  lässt, 
dessen  Halbmesser  r  <^  R  —  a  sein 
muss.     Dies  giebt  zunächst 

im  ersten  Integrale  setzen  wir  js  =  iy^ 
im  zweiten  .e  =  Re^^ ,  im  dritten 
.-  -2=  a  —  ro  "■•'*  und  erhalten 
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R  -5» 


a iy   ^    '    J  a  —  B{cosij  -\-  tsinu) 


277 
0 

Dividiit  man  mit  t  und  vergleicht  dann  beiderseits  die  reellen  Theile, 
80  findet  man 

R 


/acosy  +  ysiny 


-.         ^^  +  ^^ 


h 


_  rBe'-«'^[{a'-Rcosd)cos{e—Bsine)  —  Bsindsin(e-'Rsmd)]^ 

-Jtt 

27r 

+  c^*  /  er^^'^ cos  (r sind)  d^ 

0 

and  hieraus  wird  für  B  =  cd  und  r  =  0 


28) 


o/       a«  +  y2        ^ 

—  00 


Bezieht  man  in  dem  analogen  Integrale 

er-' 


f: 


dB 


a  -\-  B 

die  Integration  auf  denselben  Halbkreis  wie  vorhin,  so  ergiebt  sich, 
weil  hier  kein  Ausnahmepunkt  vorkommt,  dass  der  Integralwerth 
▼enchwindet;  es  ist  daher  auch  für  JB  =  oo  der  reelle  Theil 

29)  facmy_-jsmy      _ 

—  00 

Aus  den  Gleichungen  28)  und  29)  folgt  noch 
9A\       1     öösy     -  Ä       ^      /    ysiny    -  ^      ^ 

'«)  /  ^rf^^^y  =  2^^-.  J  ^^.^y  =  T''-' 

worm  a  eine  positive,  die  Null  übersteigende  Constante  sein  muss. 
Die  zweite  Formel  giebt  übrigens,  wie  man  aus  Nr.  27)  ersieht,  auch 
f ftr  a  =  0  ein  richtiges  Resultat. 


Fig.  17. 


0 


-X 
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Es  hat  keine  Schwierigkeiten,    die  an  den  vorigen  Beispielen 

gezeigte  Operation  zu  verällgemeinen).  Ist 
nämlich  T  der  einzige  Ausnahmeponkt  inner- 
halb der  beiden  geschlossenen  Integrationswege 
ABCB  und  A!B'G'Ty  (Fig.  17),  mithin 

J(ÄBGD)  =  I(Ä'B'C'I/), 

so  nehme  man  für  letzteren  einen  aus  T  mit 
dem  Radius  r  beschriebenen  Kreis  von  hin- 
reichender Kleinheit,  und  transformire  das 
zweite  Integral  in  Polarcoordinaten.  Die 
rechtwinkligen  Coordinaten  von  T  mögen  | 
und  Tj  heissen;  für  alle  Punkte  des  Kreises 
^'-B'C'D' ist  dann 

flj  =  I  -f-  ^cosd",     y  =:  Tj  -\-  rsind" 
oder,  wenn  x  -{-  iy  =  /g,  ^  -\-  irj  =  ^  gesetzt  wird, 

und  das  Integral,  bezogen  auf  Ä'B'  (fl/,  erhält  jetzt  die  Form 

^o  +  aw 

31)  ijfit  +  re*^)re^^dd', 

worin  O'e  den  Anfangswerth  von  O*  bezeichnet.    Bei  unendlich  abneh- 
menden r  wird  sich  nun  in  manchen  Fällen  das  Product 

/(e+re«'^)rc«-^ 
einer  bestimmten  Grenze  nähern,  die  wir  A  nennen  wollen;  das  in 
Nro.  31)    verzeichnete   Integral    geht    unter    dieser    Voraussetzong 
über  in 


t 


und  wenn  überdies  (wie  meistentheils)  k  unabhängig  von  d"  ist,  so 
ergiebt  sich  der  einfache  Werth  i  .  27cX.  Um  dieses  Resultat  durch 
eine  Formel  darstellen  zu  können,  wollen  wir  ein  Integral,  welches 
sich  auf  einen  geschlossenen,  nur  einen  Ausnahmepunkt  enthaltenden 
Integrationsweg  bezieht,  mit 

ff(^)  de 

bezeichnen;  wir  haben  dann  die  Gleichung 

J  f{z) dz  =  2 inl,        k  =  Lim [*/(£  +  Ä)], 

(Ol) 

worin  zur  Abkürzung  r^cosd"  4-  ismd')  =  d  gesetzt  worden  ist. 
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Dieses  Ergebniss  läset  sich  mit  Leichtigkeit  aaf  den  Fall  aas- 


Fig.  18. 


dehnen,    wo    innerhalb    des   ge- 
schlossenen Integrationsweges 
zwei  Ausnahmepunkte  Ti  und  T3 
vorkommen,    welche    durch    die 
Goordinatencomplexe  gj = |i  -|-  *  Vi 
und    Sa  =  S2   4"  i%   bestimmt 
sein  mögen.     Eine  Querlinie  Ä  G 
theilt      nämlich      den      Umfang 
ABGBA  (Fig.  18)  in  zwei  ge- 
.^       Bchlossene  Curven,  und  es  ist  da- 
bei  immer    möglich,  ^(7  so   zu 
legen,  dass  der  eine  TheilABCA  nur  den  einen  Ausnahmepunkt  Ti, 
der  andere  CJDA  G  nur  den  Punkt  T2  enthält.     Für  die  einzelnen 
Theile  ist  nun  nach  Nro.  32) 

I(ABGA)  =  2i;rAi,      I(GDAC)  =  2inXr, 
andererseits  hat  man  durch  Zerlegung 

1{ABGBA)  =  I(ABGA)  +  I(AGDA) 

=  I(ABG)  +  I{GA)  +  I(AG)  +  JiGBA); 
das  zweite  und  dritte  Integral  rechter  Hand  heben  sich,  und  für  die 
übrigen  kann  man  ihre  vorhin  bestimmten  Werthe  setzen,   wodurch 
eotsteht 


(0«) 


f{e)de  =  2in{Xi-\-  A2). 


iof  gleiche  Weise  erhält  man  die  allgemeine  Formel  *) 
f{z)dz  =  2  t3r(Ai  +A2  +  ••••  +  A„) 


Als  Beispiel  hierzu  betrachten  wir  das  Integral 


A 


de^ 


1   4-  ^2g 

worin  p  und  g  ganze  positive  Zahlen  bedeuten  mögen  und  z  einen 
über  der  o;- Achse  liegenden  geschlossenen  Halbkreis  durchlaufen  soll, 
dessen  Mittelpunkt  der  Coordinatenanfang  und  dessen  Radius  B^l 
ist    Die  eindeutige  Function 

/W  = 


1    +  0^^ 


*)  Diesen  Satz  hat  Gauchy  gefunden  und  unter  etwas  anderer  Form 
^  dem  schon  erwähnten  Memoire  sur  les  integrales  definies  dargesteUt 
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wird  so  oft  unendlich  und  zugleich  discontinuirlich ,  als  der  Nenner 
durch  Null  hindurchgeht;  im  Ganzen  existiren  demnach  2q  Aus- 
nahmepunkte, deren  0  die  Werthe  von  y  —  1  sind,  nämlich  (Theil  1., 
Seite  257) 


gl  =  COS— H  tsm-^—j 

^  2^    ^  2g 


gg  =  cos  -^:—  +  •  stn 


2(Z 
_  _J2g— l)gr 
2  a 


» • 


gj  =  cos  '•"  "  ^   "'' "  -f-  »si« 


2a 

.   .   (2  g  -  l)3r 


2a 
3» 


JT  ST  3  JT 

S«+i=cos—  —  isin  —  ,    gj  +  a  =  cos—  —  isin—,  .  .  . 

.  (2g  — l)jr        .   .   (2g  — l)7r 

Von   diesen   2  g    Ausnahmepunkten    liegen    die   g   ersten    über,    die 

g  übrigen  unter  der 
Abscissenachse;  die 
letzteren  fallen  ausser^ 
halb  des  vorhin  ange- 
gebenen Integrations- 
weges  und  kommen 
daher  nicht  in  Be- 
tracht (Fig.  19  zeigt 
die  oberen  Ausnahme- 
punkte für  den  Fall 
g  =  4).  Das  Inte- 
gral besteht  nun  ans 
den    beiden    Theilen 

I(ÄOB)  und  I(BGÄ)\  im  ersten  schreiben  wir  a?  fär  je?,  im  zweiten 

substituiren  wir  g  =  Be*^  und  erhalten 

=  2tÄ(Ai  +A2  +  A3  +  •  •  •  +  ^«). 
Nennen  wir  f   irgend  eine  der  Wurzeln  fi,  ^21  •  •  •  Sg»  »<>  gehört 
dazu  der  Grenzwerth 


i+(e  +  ö)2«  i4-e^+(2g)ig^-^Ä  +  (2g)2£^-^«2+- 

oder  wegen   S*  =  —  1  und   nach   Hebung   von  S  im  Zähler   und 

Nenner 

gap  g2p+i 

(2«XF^^  2^' 


A  = 
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Dies  giebt,  wenn  zur  Abkürzung  ^ j"  =  ß  gesetzt  wird, 

Ai  4"  ^  +  ^3  H"  '  •  •  +  ^f 

~"         2g   *  1  —  ^iß  ' 

darin  ist  e2^«^==C0Ä2a[/J +-mn2g/}=cos(2j>+ 1)«  +  fs»n(2i>  + 1)ä 
=  —  1 ,  folglich 

Ai   +  As  -|-  Aa  +  •  •  •  -f-  A, 
1  cos/5  +  isinß  1  coö^  -f-  istn/3 

Ci       1  —  cos2ß  —  isin2ß  gt      2  sin/5  (sm/3  —  i  cosß) 

4            *  * 
_1_         f       t 

2« 

Ihn  hat  demnach  die  Integralformel 

/a»p  rsüp  +  i^ip  +  ^Xd 

—  Ä  0 

st 


2g 

lint  man  J2  ins  Unendliche  wachsen  und  setzt  2p  -f-  1  <^  2gi  vor- 
sosr  80  conyergirt  das  zweite  Integral  linker  Hand  gegen  die  Null, 
nnd  es  bleibt  * 


J 


00 

ax  = 


—00  gsm^      J — — 

oder  2a 


0» 

!- 


^^  = TS — TTT"»      2p  +  1  <  2g. 


.    1  +  aj»^  .      .   (2i)  +  l)3r' 

2g 

Mittelst  der  Substitutionen 

wobei  <^9  im  absoluten  Sinne  zu  nehmen  ist,   erhält  man  noch  die 
Pormel 

BchlOmileli,  Analysis.  TL  5 


/ 
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^^-^  ^.  «  ^   ^       ^  . 

,—7-7^^="^ »     0<ft<l, 

1  +  ^  smtiTt 

0 

welche  in  Tbl.  I,  S.  429,  auf  anderem  Wege  entwickelt  wurde. 

Besondere   Aufmerksamkeit   verdient   noch    der  Fall,    wo  das 
Product 

bei  verschwindenden  O*  unendlich  wird;  das  Integral,  bezogen  auf  den 
mit  r  beschriebenen  Kreis,  erhält  dann  die  Form 

d-o  +  ^n 


I  00  .  dd"^ 


die  ebenso  vieldeutig  und  unbestimmt  ist,  wie  z.  B.  die  Ausdrücke 
§,  0  .  00  u.  dergl.  *).  In  solchen  Fällen  muss  man  das  bisherige 
Verfahren  auf  passende  Weise  modificiren;  wir  wollen  dies  an  Bei- 
spielen zeigen,  da  sich  eine  allgemeine  Regel  nicht  geben  lässt. 

Bezeichnet  p  eine  ganze  positive  Zahl,  so  führt  die  gewöhnliche 
Substitution  ^  =^  -\-  r^^  zn  der  Gleichung 


deren  rechte  Seite  für  r  =  0  die  oben  erwähnte  unbestimmte  Form 
erhalten  würde;  dagegen  ist  nach  dem  binomischen  Satze 

*  jsfPdß 


j 


3-0+ in 


'/{V^*^  +  (J?U^-'  +  te)£''-Ve'*  +  ....}d» 


und  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder 


^0 


*)  So  ist  z.  B. 

—  ad-  ==  =  00 

r  r 

^o 

bei  verschwindenden  r.    Dagegen  hat  man  für  jedes  endliche  r 

— j^d&  =  —  /  (cos^  — tsm^)öf^  =  0, 
und  dies  bleibt  auch  für  beliebig  kleine  r  richtig. 
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/ 


ip  -  %y 


=  2%nplP-\ 


Die  Grösse  von  r  bleibt  hier  ganz  willkürlich ;  das  Resultat  gilt  da- 
her auch  für  verschwindende  r. 

Wegen  einer  späteren  sehr  wichtigen  Anwendung  betrachten  wir 
noch  die  Integrale 

wobei  der  Integrationsweg  eine  geschlossene  Gurre  sein  möge ,  auf 
und  innerhalb  welcher  F(js)  synektisch  bleibt.  Das  erste  Integral 
bietet  keine  Schwierigkeit,  weil  sich  hier 

der  endlichen  bestimmten  Grenze  F(i)  nähert;  es  ist  daher 


32) 


J^^dz  =  2inF{t). 


Im  zweiten  Integrale  tritt  der  vorhin  erwähnte  Ausnahmefall 
ein;  man  kann  ihn  aber  leicht  dadurch  vermeiden,  dass  man  erst  das 

Integral 

F{z) 


A 


dz 


(^-5)(^-Si) 

betrachtet  und  nachher  ^i  in  ^  übergehen  lässt.  Als  Werth  des  vor- 
stehenden Integrales .  findet  man  nach  der  bisherigen  Methode  oder 
durch  Zerlegung  in  Partialbrüche 

J(S)-.F(S) 
iIm  für  5i  =  g  -f  Ä 


/< 


^(^>        d.  =  ,,,J^(S  +  ^)-^(S) 


und  bei  verschwindenden  h 

Dieses  Verfahren   lässt  sich   ohne   Mühe   verallgemeinern   und 
«war  giebt  dasselbe,  falls  5,  fi,  ?2»  •  •  •  S«  von  einander  verschieden 

Bind, 


/: 
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J  {^  — 


~     \{i  -  §,)(§  -  %in  -  ?3) ...  (e  -  u 


+ 


+ 


(gl  -  %)  (5i  -  U)  (5i  -  y . . .  (Si  -  u 

^x&) 

(5«  -  g)  (g2  -  &.)  (g*  -  ga) . . .  (5*  -  g») 


^  (g»  -  gl)  (g»  -  g»)  (g. -  g.).. .(g»-g„-l)l 

Nimmt  man  epecieller  gj  =  J  -j-  Ä>  g2  =  g  +  2Ä,  f.,  ::=  f  -f  3A 
u.  s.  w.,  80  erhält  man  hieraus 

C ■F(g)  äz 

J  (^-g)(^_g_Ä)(^-g-2Ä)...(«  — g  — MÄ) 

^  <-  1)"  2 i%     {n\ ¥{%)  -  (n)i  .FCg  +  ft)  +  (n)^  F(g  +  2 fe) 

1  .  2  .  .  .  n  '  Ä" 

oder,  wenn  rechter  Hand  die  Anordnung '  der  Summanden  umgekehrt 
wird, 

r F(z)  dz ^ 

J  (4r-g)(«  — g  — Ä)(«  — g  — 2Ä).  ..[z  —  l  —  nh) 

~~  1  .  2  .  3  .  .  .  »  ■     ^g"    '        ^6  —  "• 

Durch  üebergang  zur  Grenze  für   unendlich  abnehmende  z/^  =  A 
folgt  noch 

Der  hier  Yorkommende  Ausnalimepankt  ist  gewissermaassen  als 
ein  {n-\-  l)facher  zu  betrachten,  weil  sich  in  ihm  die  w  -f*  1  vor^ 
herigen  Ausnahmepunkte  vereinigt  haben. 


VI.  Die  vieldeutigen  Integrale. 

Bei  den  vorigen  Untersuchungen  wurde  stillschweigend  ange- 
nommen, dasB  der  Integrationsweg  eine  einfache  geschlossene  Cnrve 
sei,  welche  einen  gegebenen  Ausnahmepunkt  nur  einmal  umläuft; 
diese  Beschränkung  wollen  wir  jetzt  aufheben,  also  eine  mehrmalige 
Umkreisung  eines  Ausnahmepunktes  zulassen. 
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Als  Iniegrationsweg  nehmen  wir  zuerst  die  Curve  AB  CDEGFÄ^ 
Fig.  20.  welche  sich   in   G  selber  schneidet  und  den 

Ausnahmepunkt  T  zweimal  umkreist  (Fig.  20). 
Zieht  man  die  beiden  Verbindungslinien  AD 
und  AE  so,  dass  der  Raum  ADE  den  Aus- 
nahm epunkt  T  nicht  enthält,  was  auf  unend- 
lich viele  Arten  möglich  ist,  so  lässt  sich  der 
Yon  D  bis  E  reichende  Theil  des  ganzen  In- 
tegrationsweges  durch  den  Weg  DAE  er- 
setzen, man  erhält  daher  als  gesammten  neuen 
Integrationsweg  die  Curve  ABCDAECFA, 

vekhe  in  die  beiden  einfachen  Gurven  AB  CDA  und  AECFA  zer- 

m    Nun  ist 

I(AB  CD  AECFA)  =  I{ABCDA)  +  I(AECFA); 

jedes  der  Integrale  rechter  Hand  reducirt  sich  wie  früher  auf  das 
Integral  längs  eines  unendlich  kleinen  um  T  beschriebenen  Kreises, 
and  hat  den  Werth  2ink\  der  Werth  des  ganzen  Integrales  ist  da- 
her =  4i^A ,  da  beide  Umläufe  nach  derselben  Richtung  vor  sich 


Anf  ähnliche  Weise  lässt  sich  ein  dreimaliger  Umgang  ABCDEF& 

(%  21)  in  den  Doppelumgang  ABCDEA  und  in  den  einfachen 

Fig.  21.  Umgang  AFGA  zerlegen;   der  Werth 

des  Integrales  ist  dann  6i7tk,  Ueber- 
haupt  entspricht  einem  n- maligen  Um- 
gange der  Integralwerth  2ninX  oder 
—  2ni7ck,  jenachdem  der  Umgang  in 
der  positiven  oder  negativen  Drehungs- 
richtung erfolgt  ist. 

Hieran  knüpft  sich  eine  allgemeine 
Bemerkung  rücksichtlich   des  zwischen 
gegebenen  Grenzen  0  =  0^  and  jer  =  ^r^  genommenen  Integrales 


/ 


f(e)  de 


«ü 


nir  den  Fall,  dass/(;er)  bei  irgend  welchen  Werthen  von  z  discon- 
tinnirlich  oder  unendlich  werden  kann.  Ist  nämlich  nur  ein  Aus- 
nahmepunkt  für  ;ef  =  g  vorhanden  und"  sind  die  Punkte  A,  H,  Tdie 
Repräsentanten  der  Werthe  ;er  =  <efo,  ^  =  ^1,  ^=?  (Fig.22  a.f.S.),  so 
Weht  die  aUgemeinste  Art  des  Ueberganges  von  A  nach  H  in  der 
Verfolgung  einer  Curve,  welche  von  A  ausgeht,  den  Punkt  T  mehrfach. 
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etwa  n-mal,  umkreist  und  in  H  endigt.     Der  Specialfall,  wo  keine 
Y\cr,  22.  Umkreisung    des    Ausnahmepanktes 

stattfindet,  ist  hierin  mit  enthalten, 
weil  es  freisteht,  w  =  0  zu  nehmen. 
Man  kann  nun  von  A  aus  nach  einem 
gegen  das  Ende  des  Weges  hin  lie- 
genden Punkte  G  die  Verbindungs« 
linie  A  Q  so  ziehen ,  dass  der  von 
den  Linien  AG<,  GH  und  yod 
der  Geraden  AH  begrenzte  Raun 
AGH  den  Ausnahmepunkt  T  nicbi 
enthält.  Der  lutegrationsweg  Gh 
lässt  sich  dann  durch  den  Weg  GAH  ersetzen.  Der  gesammti 
Weg  des  e  zerfällt  hiermit  in  die  geschlossene,  von  A  au8gehend< 
und  nach  n  Umläufen  wieder  in  A  anlangende  Curve  AB  GA  nni 
in  die  Gerade  AH.  Berücksichtigt  man  noch,  dass  die  Curve  AB  Gl 
dem  1^- maligen  Umlaufe  in  einem  unendlich  kleinen  Kreise  äquiva 
lent  ist,  so  hat  man  den  Satz :  alle  möglichen  Integrationswege  zwi 
sehen  A  und  H  reduciren  sich  zuletzt  auf  eine  beliebig  vielfacbi 
Durchlaufnng  eines  um  T  beschriebenen  Elementarkreises  und  aal 
den  geradlinigen  Weg  AH  Dieses  Theorem  ist  leicht  in  einer  For 
mel  darzustellen,  wenn  man  mit 


^1 

/ 


/(e)  de 


«0 


denjenigen  Werth  bezeichnet,  welchen  das  obige   Integral  hei  de 
Integration  längs  der  Geraden  AH  erreicht;  es  ist  dann 

j  J{z)dz  =   llf{z)dz  ±  2ninX, 


tQ 


ZQ 


wobei  die  verschiedenen  Vorzeichen  den  verschiedenen  Drehungsrict 
tungen  entsprechen.  Wie  man  sieht,  ist  ein  Integral  unendlich  vie 
deutig,  sobald  ein  Ausnahmepunkt  vorkommt. 

Diese  Betrachtungen  sind  leicht  auf  den  Fall  auszudehnen,  wo  di 
Function  f{z)  zwei  Ausnahmepunkte  besitzt.  Als  Integrationsweg  zw 
sehen  A  und  H  nehmen  wir  zunächst  eine  Curve,  die  von  A  ausgeb 
erst  den  einen,  dann  den  anderen  Ausnahmepunkt  mehrmals  umwii 
det  und  in  H  endigt  (Fig.  23).  Ersetzt  man  den  Bogen  EF  dum 
HAF  und  analog  ÖJB"  durch  GAH,  so  zerfällt  der  gesammte  Integr) 
tionsweg  in  zwei  geschlossene  Curven,  von  denen  die  eine  den  erstei 
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die  andere  den  zweiten  Ausnahmepunkt  mehrfach  umkreist,  und  in  die 

Fig.  23.  gerade  Linie  AH.  Das  all- 

gemeine Integral  besteht 
daher  aus  drei  Theilen ;  die 
beiden  ersten  Theile  ent- 
sprechen beliebig  vielen  Um- 
läufen in  Elementarkreisen 
um  die  Ansnahmepunkte ; 
der  letzte  Theil  ist  das  ge- 
radlinige Integral  zwischen 
den  gegebenen  Grenzen.  Bei 
umgekehrter  Anordnung  hat 
man  demnach,  wenn  n^  und 

%  die  Umlaufszahlen  bedeuten, 

f(e)dz  =   llf{z)dz  +  2iÄ(+niAi+w2A2). 

Man  kann  sich  auch  vorstellen,  dass  der  Integrationsweg,  von  A  aus- 
gehend, zunächst  den  ersten  Ausnahmepunkt  |9-mal  umkreise,  dann 
den  zweiten  Ausnahmepunkt  ^-mal,  hierauf  wieder  den  ersten  g-mal 
und  nun  erst  dem  Punkte  H  zulaufe.  Dies  ändert  aber  nichts  an  der 
obigen  Formel.  Wie  leicht  zu  sehen  ist,  besteht  das  Integral  in  die- 
sem Falle  aus  vier  Theilen ;  die  ersten  drei  sind  +  2 iitp  Aj,  +  2 «3rw2  ^2, 
;f  2i3r^Ai,  den  letzten  bildet  wieder  das  geradlinige  Integral.  Durch 
Zasammenziehung  von  +  JP  i  3  i^^  i  %  erhält  man  wieder  die  vo- 
rige Gleichung. 

Sind  überhaupt  h  Ausnahmepunkte  vorhanden,  so  gilt  die  allge- 
meine Formel 

34)  i  f{e)  dz  =    ^A^)  c^^s'  +  2iiw:(+  wi  Ai  +  n2 A2  ±  •  •  •  +  %A*), 


/ 


'0 


«0 


A  =  X»m[d/(g  +  Ä)],       .    , 

and  es  ist  dabei  gleichgültig,  in  welcher  Reihenfolge  die  Umläufe  um 
die  Ausnahmepunkte  gedacht  werden.  Nur  mag  noch  einmal  daran 
erinnert  sein,  dass  die  ganze  Betrachtung  eine  monodrome  Function 
/(j?)  voraussetzt,  weil  im  Gegenfalle  die  vorgenommenen  Wegever- 
legungen (z.  B.  HA^  statt  JEJJP  in  Fig.  23)  nicht  erlaubt  sein  würden. 

Als  erstes  Beispiel  nehmen  wir  die  Function 
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welche  nur  einen  Ansnahmepankt  für  j8^  =  0  besitzt.  Hier  ist  A  =  1, 
mithin  für  ^q  =  l  und  Zi  =  e 

j  —  dz  =z    I — dz  -^  2inn, 
1  1 

Das  Integral  rechter  Hand  ist  der  eindeutige  Logarithmus  von  z, 
d.  h.  derjenige  Logarithmus  von  z^  welcher  für  ^  =  1  verschwindet; 
das  Integral  linker  Hand  ist  der  allgemeine  Logarithmus  von  ir,  den 
wir  mit  Lz  bezeichnen  und  durch  die  Gleichung  e^'  definiren.  Die 
Formel  lautet,  demnach 
35)  .  Lz  ^=lz  +  2inn, 

und  enthält  den  bekannten  Satz  von  der  unendlichen  Vieldeutigkeit 
des  allgemeinen  Logarithmus.  Wäre  diese  Function  nicht  schon  auB 
der  Algebra  bekannt,  so  würde  man  sie  durch  die  Integralrechnung 
kennen  gelernt  und  mittelst  der  Gleichung 

z 

Lz  =    I — dz 

definirt  haben;  diese  Definition  hätte  dann  auch  die  Vieldeutigkeit 
von  Lz  gezeigt,  sobald  nur  alle  möglichen  Integrationswege  zwischen 
z  =  1  und  z  =  z  berücksichtigt  wurden. 
Ein  zweites  Beispiel  liefert  die  Function 

/(^)  =  rTi5' 

welche  zwei  Ausnahmepunkte  an  den  Stellen  jer  =  -f-  ^  ond  z  :=  —  i 
besitzt.     Es  ist  hier 


mithin  für  Zq  =  0^  Zi  =  z, 

M  Z 

0  0  ' 

wobei  +  %  +  n2  zu  einer  beliebigen  ganzen  positiven  oder  nega- 
tiven Zahl  n  zusammengezogen  werden  kann.  Das  Integral  rechter 
Hand  ist  =  ardanz  in  dem  gewönlichen  eindeutigen  Sinne,  wonach 
arctanO  verschwindet;  das  Integral  linker  Hand  bezeichnen  wir  mit 
Ärdanz  und  verstehen  darunter  irgend  einen  Bogen,  der  z  zur  Tan- 
gente hat.     Die  Gleichung 
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36)  Arctane  =  ardane  +  nsr 

enth&It  nnn  den  bekannten  Satz,  dass  einer  gegebenen  Tangente  un- 
endlich viele  Bögen  entsprechen,  die  um  je  ^  von  einander  diffe- 

riren. 

Eine  etwas  andere  Behandlung  verlangt  die  Function 

1 


/W 


Fig.  24. 


f 


Vi   —  ;8r2' 

weil  dieselbe  nicht  mono- 
drom  ist  und  für  jgr  =  -f- 1 
sowie  für  0  =  —  1  gleich- 
zeitig Ausnabmepunkte  und 

Yerzweigungspunkte  be- 
sitzt, welche  in  Fig.  24  mit 
Fl  und  F2  bezeichnet  sind. 
Analog  dem  vorigen  Bei- 
spiele soll  hier  der  Werth 
des  allgemeinen  Integrales 


d0 


vn: 


ftr  einen  ganz  beliebigen  Integrationsweg  untersucht  werden,  oder, 
was  dasselbe  ist,  man  verlangt  alle  möglichen  Werthe  von  Ärcsin^, 
weoii  unter  >üesem  Zeichen  irgend  ein  Bogen  verstanden  wird,  der  0 
zQm  SinüB  hat. 

Dem  Werthe  0  =  0  entspricht  der  Anfangswerth  /(O)  =  i  1 ; 
om  diese  Doppeldeutigkeit  zu  vermeiden ,  wollen  wir  /(O)  =  -f-  1 
oehmen,.  also  nur  den  einen  Zweig  der  Curve  beachten.  Ferner  sei 
der  Punkt  P  der  Repräsentant  der  oberen  Integrationsgrenze  0\  wir 
kaben  dann  wieder  zu  untersuchen,  welche  Werthe  das  vorige  Inte- 
gral annimmt,  wenn  der  Integrationsweg,  von  0  ausgehend,  die  Punkte 
^i  und  F2  mehrfach  umwindet  und  in  P  endigt. 

Lassen  wir  zunächst  die  Yariabele  0  von  0  aus  die  geschlos- 
sene Curve  OMi  Ni  0  durchlaufen,  welche  den  Punkt  Fi  einmal  um- 
kreist, so  können  ¥nr  wie  früher  diesen  Weg  mittelst  zweier  Hülfs- 
linien  auf  die  Gerade  OAu  den  Kreis  AiBi  Ci  und  die  Gerade  Äi  0 
zurückfuhren.  Bei  einer  monodromen  Function  würde  der  Werth, 
den  f(e)  im  Anfangspunkte  ^1  des  Kreises  hat,  derselbe  sein,  wie  der 
Endwerth,  den  /(i)  nach  Durchlaufung  des  Kreises  bei  der  Rückkehr 
^  Ai  erhält;   bei  der  vorliegenden  Function  verhält  sich  aber  die 

Sache  gerade  umgekehrt,  weil  Vi  —  0^  beim  Umlaufe  um  den  Ver- 
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zweigungspunkt  sein  Vorzeichen  ändert  (Seite  43).  Die  Function 
ist  daher  positiv  auf  dem  Hinwege  0-4.1,  negativ  auf  dem  Rückwege 
Ai  0,  und  wenn  z  wieder  nach  0  zurückgelangt  ist,  hat  f{s)  den 
Werth  —  1  angenommen.  Dieser  Umstand  influirt  wesentlich  auf 
das  Integral  ff{e)dz,  wenn  dasselbe  längs  der  Curve  OJlfiJ^iO  ge- 
nommen wird;  in  der  Gleichung 

I(OMiNi  0)  =  1(0 Ai)  +  I(AiBi  CiAi)  +  J(Ai  0) 
heben  sich  nämlich  die  Integrale  1(0 Ai)  und  I(Ai  0)  nicht  auf, 
vielmehr  geben  sie  zusammen  2I(0Ai).  Setzen  wir  AiFi  =  r, 
schreiben  im  ersten  und  letzten  Integrale  x  statt  e^  substituiren  im 
zweiten  Integrale  z=zl  —  re'^  und  bezeichnen  den  absoluten  Wertb 
von  Vi  —  ;8r2  mit  (Vi  —  z^) ,  so  haben  wir 

I(0MiNi0) 

/\  —  r  271  0 

Durch  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  abnehmende  r  wird 
hieraus 

I(OMiNiO)  =  7t. 

Bei  einem  zweiten  Umlaufe  um  .Fi  bleibt  diese  Betrachtung  im  We- 
sentlichen dieselbe,  nur  ändert  sich  das  Vorzeichen,  weil  jetzt  f(z) 
mit  dem  vorhin  erwähnten  Endwerthe  —  1  anfängt  und  mit  demEnd- 
werthe  -f"  I  zurückkehrt;  für  den  zweiten  Umlauf  gilt  also  der  In« 
tegralwei*th  —  n.  Bezeichnet  2« (Fi)  den  Werth,  welchen  das  In- 
tegral  nach  n  Umläufen  um  Fi  erhält,  so  ist 

7,(Fi)  =  0,    l3(Fi)  =  7t,    I,(F^)  =  0,    75(1^1)  =  Ä, 

Eine  gerade  Anzahl  von  Umläufen  giebt  demnach  Dasselbe  wie  kein 
Umlauf,  und  wenn  daher  überhaupt  von  Umkreisungen  des  Punktet 
Fl  die  Kede  sein  soll,  so  muss  deren  Anzahl  eine  ungerade  Zahl  aus^ 
machen. 

Nach  einer  solchen  Eeihe  von  Umläufen  ist  z  wieder  zu  Null 
f(z)  zu  —  1  geworden,  und  man  kann  jetzt  zu  Umläufen  um  Fi 
übergehen.  Durch  eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  wie  vorhin  er 
giebt  sich  hierbei,  wenn  für  das  Integral  längs  des  Kreises  Aj  B2  O2  Ä> 
die  Substitution  z  =  —  1  -^  re*^  benutzt  wird, 

— (1— r)  2n  0 

und  bei  verschwindenden  r 
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Nach  diesem  Umgange  hat  die  Function  den  Werth  -f"  ^  erhalten, 
welcher  dem  Anfangswerthe  entgegengesetzt  ist.  Geht  man  wieder 
Yon  diesem  Werthe  aus,  so  findet  man  für  den  zweiten  Umlauf  den 
Integralwerth  —  ar,  folglich 

I,(F2)  =  0,    IsiF,)  =  7t,    14(^2)  =  0,    I,iF,)  =  n 

Der  allgemeinste  Integrationsweg  zwischen  jg  =  0  und  z  =  z 
besteht  nun  darin,  dass  man  erst  a-mal  den  Punkt  JPi  umkreist,  dann 
^-mal  den  Punkt  F^,  hierauf  wieder  y-mal  um  JPi,  d-mal  um  ^3 
n  6.  f.  und  zuletzt  längs  der  Geraden  von  0  nach  P  geht.  Der 
Werth  des  allgemeinen  Integrales  ist  hiernach  gleich  der  Summe  von 

Ia(Fi)  +  IßiFd  +  JyCJFi)  +  I^iF,)  +  ■■■■ 
vermehrt  um  das  geradlinige  Integral  zwischen  0  und  js.  Hierbei  sind 
aber  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Hört  man  mit  Umkreisungen  des 
Punktes  F2  auf,  so  enthält  die  vorstehende  Reihe  der  I  eine  gerade 
Anzahl  von  Summanden,  deren  letzter  I^(F2)  ist  und  wobei  et,  /3, 
y, .  * ,  II  ungerade  Zahlen  bedeuten,  weil  sonst  die  betrefiPenden  Um- 
läufe gar  nicht  zu  rechnen  wären;  als  Summe  der  obigen  Reihe  hat 
man  jetzt  2n7t,  wo  n  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.  Nach  diesen 
Umläufen  kommt /(;Sf)  mit  dem  Werthe  /(O)  =  -{-  l  m  0  a,n,  mit- 
hin ist 

/^. — djg  =  2n7e  4-    1 — .^ . — ^^djs. 
^  Vi  _  ^2           ^  ji  +  (vr^  z^) 

Hört  man  dagegen  mit  Umgängen  um  ^1  auf,  so  enthält  die  Reihe 
der  leine  ungerade  Anzahl  von  Summanden,  deren  letzter  Iy(Fi) 
ißt;  die  Summe  beträgt  daher  (2«  +  l)3r.  Dann  kommt  aber  f(z) 
mit  dem  Werthe  /(O)  =  -r  1  in  0  an  und  es  wird 


M  Z 

5/1/1-^2  V     -r  /        JI  _(yi_^2) 


dz. 


Zu  untersuchen  ist  nur  noch,  wie  sich  die  Sache  gestaltet,  wenn 
man  umgekehrt  verfährt,  d.  h.  mit  /(O)  =  -j-  1  anfangend ,  zuerst 
Fi,  dann  Fi,  dann  wieder  Fq  u.  s.  w.  umkreist,  so  dass  die  Reihe 
der  I  lautet 

Ia(F2)  +  Iß{Fi)  +  Iy(F,)^+  U(Fi)  4-  •  •  •  • 
Man  findet  nun  leicht  Jr(0itf2^2  0)  =  Ii  (JP2)  =  -—  Jr  und  ersieht 
daraus  ohne  Rechnung,  dass  es  in  den  obigen  Gleichungen  nur  einer 
Vorzeichenänderung  bedarf,  um  sie  dem  jetzigen  Falle  anzupassen. 
Alles  Bisherige  zusammen  führt  zu  den  zwei  Formeln 
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37)  Arcsine  =  +  2n7C  -|-  arcsinz^ 

38)  Aresin  z  =  +  (2w+l)3r  —  aresin  z, 
welche  sieb  in  die  eine  Gleichung 

39)  Ärcsinz  =  |3r  =p  (\yt  —  arcsinz)  +  2m7t 

zusammenziehen  lassen. 

An  diese  Beispiele  knüpft  sich  noch  eine  allgemeine  Bemerkung. 
Man  sieht  nämlich,  dass  das  Integral  einer  Function,  die  Ausnahme- 
punkte oder  Verzweigungspunkte  enthält,  im  Allgemeinen  unendlich 
vieldeutig  ist  und  dass  sich  die  verschiedenen  Werthe  desselben  um 
Vielfache  einer  gewissen  Constanten  unterscheiden.  Bei  Lz  ist  2  in 
diese  Cohstante,  bei  Arctanz  ist  sie  ar,  bei  Arcsinz  beträgt  sie  23r. 
Betrachten  wir  überhaupt  das  Integral 


z 


m  dz 

als  Function  seiner  oberen  Grenze  z  und  setzen  demgemäss 


z 

f 


f(z)dz=  (p(z), 

nennen  wir  ferner  w  den  Werth  des  geradlinigen  Integrales  und  y 
jene  Gonstante,  so  ist  bei  geradliniger  Integration 

(p(z)  =  w, 
dagegen  hat  man  als  allgemeinen  Werth  des  Integrales 

(p(z)  =iw  +  ny,  ' 
Hieraus  folgt  eine  bemerkenswerthe  Eigenschaft  der  inversen  Func- 
tion von  (p,  d.  h.  derjenigen  Function  ip,  welche  entsteht,  wenn  man 
die  Gleichung  ffX^)  =  ^  i^&ch  z  auflöst,  was  ein  Resultat  von  der 
Form  z  =  tl>(t)  giebt.  Man  erhält  nämlich  für  den  Fall  der  gerad- 
linigen Integratioi^ 

z  =  ^^(w) 
dagegen  im  Allgemeinen 

z  =  ^{w  +  wy), 

mithin ,  weil  z  als  obere  Integrationsgrenze  in  beiden  Gleichungen 
dasselbe  ist, 

^(ii;  +  ny)  =  t^(w). 

Diese  Relation  zeigt,  dass  die  Function  ^  immer  wieder  dieselben 
Werthe  bekommt,  sobald  die  Variabele  w  um  y,  2y^  3y,  etc.  zu- 
oder  abnimmt,  dass  also  'ip  eine  periodische  Function  von  tff  ist. 
Die  Gonstante  y  heisst  dann  der  Index  (auch  Modulus)  derPeriodi- 
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dtai  Demoacb  muss  z.  B.,  wenn  Le  ■=  w  gesetzt  wird,  die  inverse 
FoDction  z  =.  e^  als  periodisch  gelten,  und  zwar  ist  hier  der  Perio- 
dicitateindex  y  imaginär  =  2  in.  Ebenso  fuhrt  die  Gleichung 
Ardan  g  =  to  za  der  inversen  Function  tan  w  mit  der  Periode  n^ 
endlich  giebt  Aresin  z  =  w  die  Function  sinw^  deren  Periodicitäts^ 
index  =2n  ist.  Wir  kommen  später  auf  diese  Betrachtungen  zurück. 

Vn.    Pie  Potenzenreüien. 

Eine  ^endliche,  nach  Potenzen  der  complexen  Yariabelen 
z=zx  -|-  iy  fortschreitende  Reihe,  also  eine  Reihe  von  der  allge- 
meinen Form 

40)  0,  +  Ciz  +  G^z^  -{-  C^z^  + 

nennen  wir  conyergent,  wenn  sowohl  ihr  reeller  als  imaginärer  Theil 
für  sich  eine  convergirende  Reihe  bildet.  Diese  beiden  Bestandtheile 
smd  leicht  zu  sondern  mittelst  der  Substitutionen 

C»  =  Kn{cosyn  +  «stwy„),     z.=^  r(cosO  +  isinti), 
Ton  welchen  die  erste  selbstverständlich  nur  für  den  Fall  gilt ,  dass 
die  Goefficienten  complexe  Zahlen  sind;  die  erwähnte  Reihe  wird  dann 
zur  folgenden 

Äi  +  K^rcos{y^  +  Ö)  +  K2r^cos{y2  +  2Ö)  + 

H-  i[Kirsin{y^^d)  +  K^rHiniy^  +  2 d)  + }. 

Wie  man  leicht  bemerken  wird  (vergl.  Bd.  I,  §.  40),  convergirt  jede 
dieser  Reihen  unter  der  Bedingung  lAmiKnT^)  =  0,  welche  sicher 
eriullt  ist,  wenn  die  Reihe 

Ko  +  Kir  +  Kar^  -|-  .  .  .  . 
convergirt*).    Dazu  gehört  nach  Bd.  I,  Seite  174,  dass 

*)  Es  möge  hier  folgende  allgemeinere  Bemerknng  Platz  finden. 
Bezeichnen  tQ,  ti,  t^,  .  .  .  reelle  positive  Zahlen,  welche  eine  co'nver- 
girende  Reihe 

T=to  +  h  +  t2  +  h  + 

bilden,  Bind  fem  er  ^,  ^,  ^y  *  »  -  positive  echte  Brüche,   so  bildet  der 
Ansdruck 

eine  Function  von  n,  welche  gleichzeitig  mit  n  fortwährend  wächst,  aber 
immer  kleiner  als  T  bleibt;  dies  beweist,  dass  die  Reihe 

^*o  +  ^*i  +  ^2*2  +  •  •  •  • 
mit  der  vorigen  zugleich  convergirt.    Sind  femer  ^o,  ^i,  /i2>"«  irgend 
welche  theils  positive,  theils  negative  echte  Brüche,  so  bilden  nach  dem 
Vorigen  die  positiven  Glieder  der  Reihe 
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ist;  die  anfangs  erwähnte  Reibe  convergirt  demnach  unzweifelhaft^ 
und  zwar  stärker  als  eine  geometrische  Progression,  wenn 

mods  <  mod  ( lAm  ^  "    ) 

genommen  wird.     Setzt  man  zur  Abkürzung 

modlLim-p^-^^)  =  B, 

\  ^n  + 1/ 

so  kann  man  auch  sagen :  die  fragliche  Reihe  convergirt  für  alle  z, 
deren  eutsprechende  Punkte  innerhalb  eines  mit  dem  Halbmesser  K 
beschriebenen  Kreises  liegen.  Diesen  Kreis  pflegt  man  den  Conver- 
genzkreis  der  Reihe  zu  nennen. 

Mittelst  der  soeben  benatzten  Schlussweise  ergiebt  sich  auch, 
dass  die  Reihen 

^^^    I  I.2C2  +  2.3C3;?  +  3.4C4-^2  ^_ ^ 

u.  s.  w. 
convergiren,  sobald  die  entsprechenden  Reihen 

lÄi  +  2K2r  +  3Ä8r2  +  A^K^r^  + 
I.2Z2  +  2.3Ä3r2  +  3.4X4r2  + 

u.  s.  w, 
die  nämliche  Eigenschaft  besitzen;  nach  einer  bekannten  Convergenz- 
regel  ist  dies  unter  der  gleichen  Bedingung 

r  <;  Lim      " 

-Ä-n  +  i 

der  Fall,  mithin  convergiren  die  Reihen  40)  und  41)  innerhalb  eines 
und  desselben  Convergenzkreises. 

Definirt  man  die  Functionen /(^),  f\{si)t  f^i^)^  etc.  als  Summen 
der  vorigen  Reihen,  nämlich 

for  sich  genommen  eine  convergirende  Reihe;  dasselbe  gilt  von  den 
negativen  Gliedern,  mithin  convergirt  auch  die  ganze  Reihe  und  zwar 
unbedingt,  weil  die  Convergenz  ungestört  bleibt,  wenn  statt  der  Facto- 
ren  ^/q»  /"i»  ^"2  6*^-  i^^®  absoluten  Werthe  genommen  werden.  Endlich 
folgt  noch,  dass  die  Convergenz  der  aus  positiven  Gliedern  bestehenden 
Reihe 

*o  +  *i  +  *2  +  *8  +  '  '  '  • 
die  Convergenz  der  complexen  Reihe 

(/"0  +  «''o)^0  +  (/"l  +  «>l)^l  +  (/"2  +  *^2)^2   +  •   •   — 

nach  sich  zieht,  falls  alle  fi  und  y  zwischen  —  1  und  -|~  1  enthalten  sind. 


•    •     •     • 


•     ■     •     • 
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f{z)  =  Co  +  Ci^  +    CifT»  +       C^ir3  +  . .  .  ., 


80  sind  dieselben  innerhalb  des  Convergenzkreises  endliche  Functio- 
nen Ton  jer;  dass  sie  auch  eindeutig  sind,  versteht  sich  von  selbst, 
weil  eine  conyergirende  Reihe  nicht  zwei  verschiedene  Summen  haben 
Juan.  Wohl  aber  bedarf  es  einer  speciellen  Untersuchung,  ob  jene 
Functionen  stetig  und  monogen  sind.  Dieser  Discussion  wollen  wir 
erst  eine  Bemerkung  voranschicken. 

Bei  ganzen  positiven  m  hat  man  nach  dem  binomischen  Satze 

worin  zur  Abkürzung 

^        3         z     ^  3.4  V^/ 

dz 
gesetzt  worden  ist.     Nennt  man  p  den  Modnlus  von ,  wonach 

^  z 

dz 

=  q{cos^  -\-isind) 

z 

Bein  möge,  so  erhält  8  die  Form 

S=  U  -\-  17=:  P(cos6  +  isinö) 
und  zwar  ist 


r= 


3       "^  •  3.4 

»»  —  2      ...    (m  — 2)(»i  — 3)    „  .   «^    . 

Qsin9^  +  ^ ^^ ^Q^sin2»  + 

3  .  4 


3 

Der  absolute  Werth  von  ü  betragt  weniger  als 

1  +  !^%  +  (>n-2)(^-3)^,  _^  .     .  .  ^  ^^_^^^_,^ 

man  hat  folglich 

TP  <:(!+  9)2«-*. 
Femer  betragt  der  absolute  Werth  von  F  weniger  als  (l-l-^)"*""^  —  i 
oder  es  ist 

und  mit  der  vorigen  Ungleichnng  zusammen 

m  +  F2  <  2(1  +  9)2'«-*  —  2(1  +  9)'»-2  +  1/ 

Wie  man  leipht  bemerkt,  gilt  fiir  jede  reelle  Zahl  g,   wenn  sie  mehr 
»Is  I  beträgt,  die  Ungleichung 
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daher  ist 

U'2    -{^    V^  <:  1(1  +  Qym-4. 

oder,  wenn  die  Wurzel  ausgezogen  wird, 

■P  <  1(1  +  Q)"-'- 
Man  darf  daher 

setzen,  wo  A  einen  positiven,  weniger  als  f  betragenden  echten  Bruch 
bezeichnet.     Hiernach  ist 

S  =  2  A(l  +  q)'^-^(cos<5  +  isinö) 
und 

43)  (g  +  ^;8r)'"  —  ^'"nr  W^^-l  ^^  +  w(m— l);^*»--^  ^^2^,(1  _|_^)m-2gtff 

In  der  Gleichung 
44)  f(z)  =  Co  +  G,z  +  02^2  +  Ca^"  +  .  .  .  . 

ertheilen  wir  nun  der  Variabelen  z  einen  Zuwachs  z/jer  von  solcher 
Kleinheit,  dass 

>woa —  =  p  <r 1 

z         ^  r 

ist,  was  immer  geschehen  kann,  weil  r  <^  JR  vorausgesetzt  wird  und 

JD 

daher 1  einen  positiven  die  Null  übersteigenden  Werth  hat. 

Es  ist  dann 
mod{z  -\-  dz)  =  modlzll  -\ n  =  modz  .  modyl  -| ) 

=  rVl  +  2Qcosd'  +  Q^  <  r(l+Q) 

mithin  um  so  mehr 

mod  (z  +  dz)  <C  B-, 

demzufolge  liegt  z  -}-  dz  noch  innerhalb  des  Gonvergenzkreises,  und 
es  gilt  daher  die  Gleichung 

fiz  +  dz)=  Co  +  Ci{z  +  dz)  +  C2{z-\-dzy  + 

Diese  giebt  in  Verbindung  mit  Nro.  44)  und  unter  Anwendung  des 
Hülfssatzes  in  Nro.  43) 

/(^  +  dz)  ^  f(z) 

=  dz[l  Ol  +  2  Ca^er  +  3  C^z^  +  4:C^z^  + ] 

+  dz^[C2-\-2.SCsX^z{l  +  Q)e^^i+3.4:Cil2^H^+Qye^'''  +  '"l 

worin  Aj ,  A2 ,  .  .  .  positive  echte  Brüche,  öj ,  Ö2 1  •  •  •  irgend  welche 
Bögen  bedeuten.     Die  erste  der  obigen  Reihen  convergirt  und  hat 
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eine  bestimmte  endliche  Summe,  die  schon  mit  /i  (si)  bezeichnet  wor- 
den ist.     In  der  zweiten  Reihe  kann  man  den  allgemeinen  Term 

n(n  +  1)  0„+2^«^"(l  +  Q^icosön  +  isinö^) 
durch  Einfuhrung  der  Werthe 

C„+2  =  ^n  +  2(cosyn  +  2-{-isinyn  +  Q),   ^  =  r(cosd  '\-isind) 
TunfoTmen;  derselbe  erhält  dann  die  Gestalt 

n(n  +  1)  jr„  +  2[r(l  +  Q)y'K(cost„  +  isint^), 
wobei  es  auf  den  Winkel  r„  nicht  weiter  ankommt.  Die  zweite  Reihe 
wird  jetzt 

Cq  +  2 . 3  JK"3  r (1  +  q) kl  (costi  -\-  isinti) 

+  3,4Ks[r(l  +  Q)yX2icosT2  -{- isintQ)  4"  •  •  * 
legen  r(l  -{-  q)  <^  B  convergirt  die  Reihe 

2  .  SK^ril+Q)  +  3  .  iEi[r(l+Q)y  H ' 

und  da  sich  die  vorhergehende  nur  durch  die  echt  gebrochenen  Fac- 
toren 

kl  cos  Ti ,    kl  sin  ti ,     kq  cos  Tq  ,    k^  sin  tg ,  .  .  .  . 

davon  unterscheidet,  so  convergirt  auch  jene  Reihe.  Nach  diesen 
Erörterungen  kann  man 

45)  f(z  +  ^z)  —  f{z)  =  fi  {z)  dz  +  Wdz^ 

setzen,  wo  fi{z)  und  W  endliche  Grössen  sind,  so  lange  z  -^  ^dz 
umcrhalb  des  Convergenzkreises  liegt. 

Die  vorstehende  Gleichung  lehrt  Zweierlei.     Einmal  folgt  dar- 
aus für  unendlich  abnehmende  8  und  € 

Um[f{z^S)  -/(^— «)]  =  0; 

die  Fonction  f{z)  ändert  sich  demnach  stetig  für  alle  innerhalb  des 
Convergenzkreises  liegenden  z.  Zweitens  ergiebt  sich  bei  unendlich 
abnehmenden  dz 

uJ±±^^^=Ai.)   oder   ^=/,«; 

die  Function  besitzt  demnach  einen  eindeutigen  Difierentialquotien- 
ten,  d.  h.  sie  ist  monogen. 

Die  bisherigen  Untersuchungen  beweisen  zusammen,  dass  die 
Summe  einer  unendlichen  Potenzenreihe  eine  synektische  Function 
üirer  Yariabelen  ist,  so  lange  die  letztere  innerhalb  des  Convergenz- 
kreises bleibt. 

Hieran  knüpfen  sich  noch  zwei  andere  Bemerkungen.  Die  Reihe 
für  fi(ß)  war  aus  den  Differentialquotienten  der  Reihenglieder  von 
f(z)  gebildet;  nachher  fand  sich,  dass  fi(z)  der  Differentialquotient 
von  /(£:),  also  =  f{z)  ist,  mithin  besteht  der  Differentialquotient  von 

SchUmilcb,  Analysig.  II.  6 
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der  Somme  einer  Potenzenreihe  aus  der  Summe  von  den  Differentia 
quotieDten  der  einzelnen  Glieder.    Kürzer  heisst  dies,  eine  Gleichui 

von  der  Form 

f{B)  ==  Ce  +  G,z  +  C2^2  4-  Cgigrs  4- 

darf  ohne  Weiteres  differenzirt  werden,  und  es  ist 

f{z)=r.      lCi+      2C^z  ■{-      3  03^2.^ , 

dann  wieder 

f\z)  =  1.2  O2  +  2.3  03-^  +3.4C4^2  4. ^ 

u.  s.  w. 

Geht  man  umgekehrt  vom  DiflFerentialquotienten  f{z)  zu  /(.e)  z 
rück,  so  folgt,  dass  eine  Potenzenreihe  ohne  Weiteres  zwischen  so 
chen  Grenze];!  integrirt  werden  darf,  die  innerhalb  des  Convergen 
kreises  liegen;  der  Integrationsweg  bleibt  dabei  willkürlich  inne 
halb  des  Convergenzkreises. 

Wir  discutiren  noch  die  verwandte  Frage,  ob  ein  Integral  vo 
der  Form 

J^F(z)(Cq  +  C,z  +  02^2  4.  03^3  4.  .  .  .)^^^ 

worin  F(js)  eine  synektische  Function  bedeuten  möge,  auf  die  Summi 
von  den  Integralen  der  einzelnen  Glieder  zurückkommt,  ob  es  als 
der  Reihe 

CojF(z)dz  +  G^jF{z)zdz  -\-  C2JF{z)z^dz  +  •  • 

'0  *^0  Zi 

gleich  gesetzt  werden  darf;  wobei  natürlich  anzunehmen  ist,  dass 
Integrationsweg  innerhalb  d*s  Convergenzkreises  liegt.    Noch  all 
meiner  wird  diese  Untersuchung,  wenn  man  sich  statt  der  Poten 
reihe  irgend  eine  andere  Reihe  denkt,  etwa 

•^0    4"   -^1    +■   -^i    +    -^3    +    •  •  •   •, 

welche  innerhalb  eines,  den  Integrationsweg  einschliessenden  Raun 
convergiren  möge.     Zerlegt  man  die  vorliegende  Reihe  in 

-^0    +    -2^1    +    -^2    +    -^j    +    •  •   •   • 

=  Zo  +  Z,   +  Z,  +  .  .  .  +  Z„_,  +  7?«, 

worin  selbstverständlich  Ä«  =  Z„  +  Z„  +  i  +  etc.  ist,  so  erhält  11 
durch  Integration  der  einzelnen  Ausdrücke  rechter  Hand 
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Jf(z)[Zo  +  Zi  -\-  Z,  -\ ]dz  —  jF{e)Rndz 
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'0 


'0 


^  JF{z)Z^dz  +  j F{z)Zidz  -j +  J F(z)Z„^ide. 

Ans  der  Gleichung 
Rn  =  Zo  -\-  Zi  -{-  Z2  +  •  •  •  —  (-^0  +  -^1  +  •  '  •  +  -^n— 1) 

folgt  nun,  weil  bei  unendlich  wachsenden  n  der  Subtrahend  densel- 
ben und  zwar  endlichen  Werth  erlangt,  welchen  der  Minuend  schon 
^izi^IAmRn  =  0;  es  kann  daher  auch  das  Product  aus  der  end- 
licl»  bleibenden  Function  F{z)  und  der  unendlich  abnehmenden  Grösse 
id  beliebig  klein  gemacht  werden.  In  Folge  dieses  Umstand  es  ist 
wieder  *) 


Lm 


J  F(z)R„ 


dz 


,Zq 


=  0, 


*)  Um  jedem  etwaigen  Zweifel  an  diesem  Schlüsse  zu  begegnen,  fu- 
gen wir  noch  folgende  Erläuterung  bei.  Es  sei  z  =z  x  -^  iy,  F{z)M„ 
=  «« -f  «f  «>  80  wird 


«1 


F(z)Bndz 


-\'tVn)(dx-{-  idy) 


dx 


=  /(«. 

=    j  Undx  -\-  i  J  V, 

+  i  I  Undy  ^     I  Vndy, 

ond  hierin  sind  m»,  t?«  Functionen  von  a;,  y,  n,  welche  für  unendliche 
"  ?egen  die  Null  convergiren.  Zufolge  des  gegebenen  oder  willkürlich 
gewählten  Integrationsweges  kann  man  eich  femer  y  als  Function  von 
4  vorstellen,  etwa  yz=zg){x)j  und  diesen  Werth  im  ersten  Integrale  rech- 
kr  Qand  substituiren;  letzteres  erhält  dann  die  Form 

\ 


I   Undx 


Xq 


id  darin  ist  11«  nur  von  x  und  n  abhängig.    Dass  nun   dieses  Integral 

ichzeitig  mit  «n  gegen  die  Null  convergirt,  folgt  sehr  leicht,  namentlich 

n  man  sich  das  Integral  als  Fläche  einer  Curve  denkt.  Für  das  nächste 

sRral  gelten  genau  dieselben  Schlüsse.    Bei  den  letzten  zwei  Integra- 

bedarf  es  nur  der  kleinen  Modification,  dass  man  umgekehrt  x  durch 

aafldröckt,  also  auch  u«  und  v„  als  Functionen  von  y  und  n  darstellt. 
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und  es  gilt  demnach  die  Gleichung 

46)  fF{0){Zo  +  Zi+  Z^  +  Zs  +  '"}d0 


«"0 


5\                           «1                           *i 
=  jF(0)  Zodz  +  J  F(0)  Z,  dz  +  JFi£)Zi  dz  ■{- 

*^0  *!Q  'O 

vorausgesetzt,  dass  der  Integrationsweg  innerhalb  des  Convergenz- 
raumes  der  Reihe  Zo  +  Zi  +  etc.  liegt,  und  dass  F{z)  innerhaft 
des  Integrationsweges  synektisch  bleibt. 

Die  vorigen  Betrachtungen  lassen  sich  mit  geringen  Modifica- 
tionen  auf  solche  Reihen  ausdehnen,  welche  nach  absteigenden  Po- 
tenzen  von  z  fortschreiten,  d.  h.  auf  Reihen  von  der  Form 

^«   +      Z      +     ;.2     +     ^3     + 

Zunächst  findet  man  leicht,  dass  die  vorliegende  Reihe  unter  der  6e* 
dingung 


modz  ]>>  mod 


("^"Ä) 


convergirt,  dass  sie   also  ausserhalb  des  Kreises  convergent  bleibt, 
innerhalb  dessen  die  frühere  Reihe  convergirte.  Setzt  man  —  =  «i 

so  sind  Fi  —  j  für  z  ^  B^   sowie  F{u)  für  w  <  22   gleichzeiüj 

synektisch,  und  es   reicht  diese  Bemerkung  aus,  um   die  früherei 
Sätze  auf  den  gegenwärtigen  Fall  zu  übertragen. 

Um  nun  die  allgemeinen  Bedingungen  zu  erhalten,  unter  we( 
chen  eine  Function  F(z)  in  einer  Potenzenreihe  entwickelbar  ist,  e^ 
innem  wir  an  die  am  Ende  des  Abschnittes  V.  bewiesenen  Formel 
22)  und  24).  Bleibt  nämlich  die  Function  F{z)  synektisch  innerhal 
eines  bestimmten  Raumes  und  wählt  man  ferner  als  Integrationswe 
für  z  eine  innerhalb  desselben  Raumes  liegende  geschlossene  Curvi 
welche  den  Punkt  f  einmal  umkreist,  so  hat  man  die  beiden  Formel 

F<">(£)  i_  r   F{z) 

1  .  2  .  3  .  .  .n~  2inJ  (^  — g)'.  +  i"^' 

und  wie  leicht  zu  sehen  ist,  enthalten  die  Grültigkeitsbedingungen  dö 
selben  keine  überflüssige  Einschränkung.  Wenn  nun  F{z)  synektis< 
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bleibt  für  jedes  z^  dessen  Modnlos  weniger  als  eine  bekannte  Grösse 
]?  betragt,  und  wenn  zugleich  modt^  <[  22  ist,  so  kann  man  als  In- 
tegrationsweg einen  um  den  Coordinatenanfang  beschriebenen  Kreis 
wählen,  dessen  Radius  >>  mod^  aber  <i  B  ist;  dieser  Kreis  um- 
schliesst  den  Punkt  ^,  und  für  alle  Punkte  seiner  Peripherie  ist 
ffiodz  >  mod^.  Zufolge  des  letzteren  Umsiandes  gilt  die  Reihen- 
entwickelung  *) 

1        1       1         1  j.  s  ,  e*  , 

s--i         z      ,__5,         z    ^   z'^   ^   z^  ^ 

z 
Qod  man  hat  daher  nach  der  ersten  der  vorigen  Formeln 

oder,  wenn  man  beide  Formeln  für  §  =  0  anwendet, 

ro = ^(0)  +  laa  +  i^  + 

Durch  diese  Formel  wird  der  Satz  von  Mac  Laurin  auf  complexe 
Variabele  ausgedehnt,  und  zwar  unter  der  Bedingung,  dass  der  Mo- 
dolos  von  ^  kleiner  als  der  Radius  des  Kreises  ist ,  innerhalb  dessen 
^e  za  entwickelnde  Function  synektisch  bleibt.  Die  Convergenz  der 
erhaltenen  Reihe  versteht  sich  von  selbst,  weil  die  Reihe  einer  end- 
Men  Grösse  F(g)  gleich  ist  **). 

Dieses  einfache  Theorem  gewährt  dadurch  einen  wesentlichen 
TortheD,  dass  es  die  Untersuchung  über  den  Rest  der  Mac  Laurin'* 


•)  Als  identische  Gleichung  gilt  die  Formel 

J^f-  =  1  +  1?  +  2^  +  •  •  •  +  r-^ 
ebenso  für  complexe  wie  für  reelle  $.    Setzt  man 

>o  ist  bei  echt  gebrochenen  r  und  unendlich  wachsenden  n 

Itimip)  =  0, 
niithin  aach 

lAm  (2" )  =  lAm  [r» (cos  w ö  +  »  sin  wo)]  =  0 , 

ond  man  erhält  die  Formel 

J-—  =  1   -f  gr  4-  gr2  -j-  g8  »f_  .   .  .   .^ 

deren  Gültigkeit  hiemach  an  die  Bedingung  modci  <  1  gebunden  ist. 

*•)  Ih^em  wesentlichen  Inhalte  nach  rühren  diese  Betrachtungen  von 
Caacby  her  (Considerations  nouvelles  sur  la  theorie  des  suites  et  sur 
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sehen  Beihe  völlig  erspart  und  unmittelbar  aus  der  Natur  einer  ge- 
gebenen Function  die  Bedingungen  ihrer  Entwickelbarkeit  erkennen 
lässt.  Ist  z.  B.  ft  keine  ganze  positive  Zahl,  so  bleibt  die  Function 
(1-4-  ey^  eindeutig,  endlich  und  stetig,  wenn  man  von  dem  Anfangs- 
werthe  l/'^  =  1  ausgeht  und  den  Modulus  von  z  die  Einheit  nicht  er- 
reichen lässt,  während  iÜTmodz=\  ein  Verzweigung spunkt  auftritt. 
Der  allgemeine  binomische  Satz  gilt  daher  für  jedes  z^  dessen  Modulus 
unter  der  Einheit  liegt.     Ein  anderes  Beispiel  liefert  die  Function 

z 
e^  —  1 ', 

welche  für  z  =^  %  ,  2n  discontinuirlich  und  zugleich  unendlich  wird, 
aber  für  jedes  z^  dessen  Modulus  weniger  als  27t  beträgt,  synektisch 
bleibt;  die  Entwickelung  dieser  Function  ist  daher  an  die  Bedingung 
modz  <C  2n  gebunden. 

Wir  kehren  noch  einmal  zu  den  vorigen  allgemeinen  Formeln 
zurück,  um  mit  wenigen  Worten  zu  zeigen,  wie  sich  auf  ähnliche 
Weise  die  Taylor^sche  Reihe  entwickeln  lässt.  Hält  man  nämlich  die 
früheren  Bedingungen  fest  und  ersetzt  den  Nenner  z  —  5  durch  z^y 
—  (S  —  y)t  so  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

2iiiJ  z  —  y^    2iic  J  {z  —  yy'^     2in  J  {z  —  yY 
=  nv)  +  ^^^F\y)  +  ^^^l^F"{y)  +  •■••, 

welche  für  §  =  y  -f-  ä  den  Taylor'schen  Satz  darstellt.  Zur  Gül- 
tigkeit der  Entwickelung  gehört,  dass  modh  weniger  beträgt  als  der 
Modulus  desjenigen  jer,  für  welches  F{y  +  ^)  aufhört  synektisch  zu 
sein. 

Die  vorigen  Betrachtungen,  welche  auf  der  Voraussetzung  be- 
ruhten, dass  F{z)  innerhalb  einer  Kreisfläche  synektisch  bleibe,  ge- 
statten noch  eine  wesentliche  Verallgemeinerung,  sobald  man  sich 
eine  Function  F{z)  denkt,  die  innerhalb  eines  ringförmigen  Raumes 
synektisch  ist.  Man  kann  in  diesem  Falle  um  den  Coordinatenanfang 
zwei  Kreise  von  der  Beschaffenheit  construiren,  dass  F{z)i  sowohl  auf 


les  lois  de  leur  convergence  in  den  Exercices  d' Analyse  et  de  Physique 
mathematique;  livraison  9,  Paris  1840).  Den  Herleitungen  von  Cauchy 
und  seinen  Nachfolgern  (Puiseux,  Briot  und  Bouquet)  fehlt  indes- 
sen der  jedenfalls  erforderliche  Nachweis,  dass  man  unendliche  complexe 
Reihen  ohne  Weiteres  integriren  darf. 
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als  zwischen  beiden  EreisumfaDgen  synektiscb  bleibt;  innerhalb  des 
entstandenen  Ereisringes  möge  wieder  der  Punkt  ^  liegen.  Bezeich- 
net To  den  Badius  des  inneren  Ereises  und  wird  die  Peripherie  des 
letzteren  als  Integrationsweg  des  e  genommen,  so  hat  das  Integral 


L 


(ro) 


dz 


einen  gewissen  Werth  W,  welcher  nur  von  den  etwaigen  innerhalb 
des  Kreises  (ro)  liegenden  Ausnahmepunkten ,  nicht  aber  von  J-  ab- 
hangt, weil  dieser  Punkt  ausserhalb  des  genannten  Ereises  liegt. 
Nimmt  man  dagegen  den  grösseren,  mit  dem  Radius  rx  beschriebe- 
nen Kreis  zum  Integrationsweg,  so  enthält  das  Integral 

J  z  —  l 

(ri) 

flicht  nur  alle  vorherigen  Ausuahmepunkte ,  sondern  auch  den  Aus- 
Dahmepunkt  5  und  zwar  nur  diesen  einen  mehr,  weil  F{z)  innerhalb 
des  Kreisringes  synektiscb  ist  und  daher  Fiz)  :  {z  —  l)  innerhalb 
dieses  Raumes  nur  für  ^er  =  g  unendlich  wird.  Zufolge  dieser  Be- 
merkungen gelten  die  beiden  Formeln 

(ro) 


/; 


(ri) 


tuid  man  erhält  daraus  durch  Subtraction 


/a— /^-="-«' 


(ri)  (ro) 


oder 

Im  ersten  Integrale  ißt  r^  =  modz  >  modt,^  also  wie  früher 

_J__  J_    ,    X  ^ü  4. 

im  zweiten  Integrale  ist  ro  =  ntodz  <^  mod^,  mithin 

1  1  z  e'' 


•    •    •    • 


und  nach    Substitution  dieser  Reihen  erhält  man  durch  Integration 
der  einzelnen  Glieder  ein  Resultat  von  der  Form 
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•    ■    •    • 


-t-    g    -r   g2    -r   g3    -1- 

Ist  also  J^(ie^)  synektisch  innerhalb  eines  Kreisringes  und  liegt  ^  in- 
nerhalb desselben  Ringes,  so  lässt  sich  F(t)  in  eine  Doppelreihe  ver- 
wandeln, die  nach  steigenden  und  fallenden  Potenzen  von  ^  fort- 
schreitet'^.  Die  Coefficienten  üq,  ai,  02  etc.  sind  die  nämlichen  wie 
in  der  Mac  Laurin'schen  Reihe;  die  Coefficienten  hi,  1)2  etc.be« 
stimmen  sich  mittelst  der  Formel 


i_r 

'"—    2i7tJ 

(ro) 


^»-1  F(z)  de. 


Als  Beispiel  kann  man  die  Function 

Fit)  =  ^ 


(a-t)(ß-0 

nehmen,  wenn  man  moda  <^»?oÄS  <C  modß  voraussetzt;  es  ist  dannro 
zwischen  iwoe^a  und  mod^j  ri  zwischen  mod^  und  modß  zu  wählen. 

Wir  betrachten  schliesslich  noch  den  Fall,  wo  F{js)  ausserhalb 
eines  mit  dem  Radius  ro  beschriebenen  Kreises  synektisch  bleibt,  so 
dass  Ti  beliebig  gross  genommen  werden  darf.  Das  erste  Integral 
in  Nro.  47)  lässt  sich  dann  durch  Einführung  von  z  =  ri  e'ö  folgen- 
dermaassen  darstellen: 


277 


(ri)  '  0      1 2-e-tö 

ri 
und  wenn  F(ri  e*Ö)  bei  unendlich  wachsenden  ri  die  Null  zur  Grenze 
hat,  so  convergii*t  der  Werth  des  vorstehenden  Integrales  ebenfalls 
gegen  die  Null.     Die  Formel  47)  reducirt  sich  dann  auf 


(ro) 


und  giebt  die  Entwickelung 


•  •  • 


F(t)  =  ^  +  ^  +  ^  + 

Letztere  gilt  demnach,  wenn  F{js;)  ausserhalb  eines  bestimmten  Kreäl 

ses  (ro)  synektisch  bleibt,  wenn  zweitens  F(rie^^)  für  ri  =  00  vei 

schwindet,  und  wenn  drittens  modt  >  modro  ist. 

Ein  Beispiel  hierzu  liefert  wieder  die  Function 


und 


♦)  Das  obige  Theorem  ist  von  Laurent  gefunden  worden;  s.  Bri« 
Bouquet,  Theorie  d.  period.  Funct.  Nro.  30.  1 
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wenn  moda  <;  modß  <C  mod^  genommen  wird,  in  welchem  Falle 
fo  einen  beliebigen,  zwischen  modß  und  mod^  einzuschaltenden  Werth 
besitzt. 


VnL    Die  Faoultätenreilien. 

Bereits  in  Thl.  I,  S.  169  wurde  für  einen  speciellen  Zweck  eine  ' 
Beihe  entwickelt,  deren  einzelne  Glieder  Quotienten  aus  je  zwei 
Facultaten  sind;  wir  betrachten  hier  diese  Reihe  noch  einmal  unter 
der  Yoranssetzung,  dass  die  vorkommenden  Grössen'  complexe  Zahlen 
fliod,  und  wollen  nachher  die  allgemeinere  Frage  erörtern,  unter  wel- 
ciien  Umständen  eine  gegebene  Function  in  eine  solche  Facultäten- 
reihe  entwickelbar  ist. 

Aus  der  früheren  Formel 

1      \ß_  _  ß(ß  +  l)(ß  +  2)...(ß  +  n--m 
a  —  ßla        «(«  +  !)(«  + 2)...  (a  +  n—l)J 
^       ß         .  ß(ß  +  l)         ,  ß(ß  +  l)...{ß+n^2) 

«(a+l)"^  «(«  +  !)(« +  2)"^      "^«(a-f-l)  .  .  .  (a  +  n—l) 
folgt  för  a  =  A ,  /3  =  ^  und  durch  Addition  der  Gleichung 


die  neue  Formel 

49^  —L-  Fl  -  t(t+l)(t+2)...(t+n-l)-\ 

)         X  —  tl         A(A+l)(A  +  2)...(A+w-l)J 

~~  X  "'"A(A+l)"^A(A  +  l)(A  +  2)'^**'"^A(A  +  l)...(A+n— 1)' 
und  darin  sei 

(  =  t^  +  i«;,     A  =  ^  -f-  iv. 
Um  den  Grenzwerth  zu  ermitteln,  welchem  sich  das  Product 

p   ^  t{t  +!)(/  +2)....(^  +n-l) 

"        A(A  4-  1)(A  +  2) (A  +  n—l) 

bei  unendlich  wachsenden  n  nähert,  denken  wir  uns  n  als  die  Summe 
einer  constanten,  nachher  zu  bestimmeuden  Zahl  Ic  und  einer  ver- 
änderlichen Zahl  m,  und  zerlegen  Pn  ii^  zwei  Producte,  von  denen 
?^  das  erste  ist,  während  das  zweite  nach  Substitution  der  vorigen 
Werthe  von  t  und  k  folgende  Form  erhält: 
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V, 


fM.-|-fe)2_|_y2       (^  ^  ^.^  1)2  _j_  ^2  (w^^)2  4.^2 


e 


ib) 


di  +  ky  +  v'^'  (fi -f.  A;  +  1)2 -f  1/2  (|tt  +  w)2+i;2 

wobei   es  auf  den  Werth  von   cd  nicht  weiter  ankommt.     Der  unter 
dem  Wurzelzeichen  stehende  Ausdruck  heiese  Q^;  es  ist  dann 

50)  Pn  =  P,  Vom  •  e<^ 

und  fcrnir,  wenn  u'^  -f"  ^*  ==^  ^^»  ^^  +  v^  =  ^2  gesetzt  wird, 

i+^  +  H    i+_^!L  +  _Zl_     1  +  1^  +  ^ 
,,    _     ^  h  ^  h^     ^  T^  ft  ^  1  ^  (Ä  -f  1)3      *  ^  OT  ^  w» 

u/f«      __       -    -  •  ■ —  •    •  •  ■■   i  II  "  • 

^   A;  ^  Ä;2        ^  Ä  +  1  ^  (&  +  1)2         ^  m  ^  w2 

Man  kann  nun  h  so  gross  wählen,  dass  der  absolute  Werth  jedes  der 
beiden  Ausdrücke 

2w    ,    r2         ,    2u    ,     o2 

"7"   +  TT     llöd     ~ h  -7- 

Ä;         A;^  Ä    ^  A;2 

weniger  als  \  beträgt,  und  dann  lässt  sich  l  Qm  mittelst  der  Formel 

7(1 +0-)  =  a;  —  aaj2,         0<£<1, 

entwickeln,  welche  bei  poiitiven  und  negativen  x  gilt,  wenn  x-  <  \ 
ist*).     Hiernach  erhält  man 

worin  oe^,  •  •  •  oCm  und  ßki  >  •  >  ßm  nicht  näher  bestimmte  positive 
echte  Brüche  bedeuten.  Bei  unendlich  wachsenden  m  divergirfc  die 
erste  der  obigen  vier  Reihen;  die  übrigen  convergiren,  mithin  ist 


*)  Bezeichnet  nämlich  I  den  absoluten  Werth  von  ar,  so  ist  bei  echt 
gebrochenen  | 

und  die    Summe   der    eingeklammerten  Reihe  <C  \  oder  gleich   einem 
echten  Bruche  *.    Ferner  hat  man 

/(1_|)  =  _  5  _  ja(i^|j  +  ij2  ^.  .  .  .), 

und  für  I  <  I  ist  die  Summe  der  eingeklammerten  Reihe 

<  I  +  (1)^  +  ®'  +  •  •  •  • 

d.  h.  <  1.    Beides  zusammen  giebt  die  obige  Formel. 
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Ze„=2(t«-ft)(+Qo) 

und  hieraus  folgt,  dass  Qm  die  Null  zur  Grenze  hat ,  sobald  u  —  ft 
negatiy  ist    Unter  dieser  Voraussetzung  giebt  die  Gleichung  50) 

LimPn  =  0, 

wofern  nicht  P^  unendlich  ist,  was  nur  dann  vorkommen  könnte, 
veim  V  =  0  und  ft  eine  negative  ganze  Zahl  wäre.  Schliessen  wir 
äiesen  Fall  aus,  so  haben  wir  nach  Nro.  49)  die  Gleichung 

^   k-t         X   ^  K(l+l)  ^  A(A-fl)(A  +  2)  ^ 

and  zwar  unter  der  doppelten  Bedingung,  dass  der  reelle  Theil  von 
^•,  vermindert  um  den  reellen  Theil  von  t,  einen  positiven  die  Null 
üWßteigenden  Rest  giebt,  und  dass  keine  der  Grössen  A,  A  -f-  l» 
'•  ^  2 ,  etc.  verschwindet. 

Nach  dieser  Voruntersuchung  erinnern  wir  wieder  an  die  unter 
^ro,  47)  bewiesene  Formel 


Wi)  (ro) 


worin  sich  die  erste  Integration  auf  einen  mit  dem  Halbmesser  rj, 
die  zweite  auf  einen  mit  dem  Halbmesser  ro  beschriebenen  Kreis  be- 
zieht, während  F{z)  auf  und  zwischen  beiden  Integrationswegen  syn- 
«Uisch  bleiben  muss.    Das  erste  Integral  lässt  sich  nach  Formel  51) 
^ör^=  £r.=  TiC*^  und  t  =  ^  =z  ^  -\-  irj  nicht  entwickeln,  weil 
f^^f  Punkt  ^  zwischen  beiden  Kreisen  liegt  und  ebendeshalb  die  Be- 
f^Dgangen  rj^  >>  |2  _j.  .,^2  ^nd  r^cosO  —  S  >  0  innerhalb  des  In- 
^''mJIes  ö  =  0  bis  ö  =  2  3r  mit  einander  unverträglich  sind.    Viel 
gän^tiger  gestalten  sich  die  Verhältnisse  bei  dem  zweiten  Integrale, 
veno  in   Nro-  51)  k  =  ^  =  ^  -\-  irj,  t  =  isi  =  roe*^  genommen 
vird;  die  Bedingungen 

n^  <  |2  +  ^^  <  n^    und    I  —  roCosO  >  0 
lassen  eich  nämlich  dadurch  erfüllen,  dass  man  |  positiv  und  grösser 
^'8  To  wählt,  womit  die  Möglichkeit,  dass  eine  der  Grössen  5»  S  -f-  1> 
5  f  2,  etc.  verschwindet,  von  selber  ausgeschlossen  ist.    Man  erhält 
i^tzt  em  Resultat  von  der  Form 


52) 


(fi) 


4-  £l  +  _£ä j_ ^ 1 


ttfld  zwar  gilt  dasselbe  so  lange,  als  Tq  <  V|2  -|-  rj^  <^  ri  und  zu- 
gleich S  >•  ro    ist,   d.  h.  wenn  der  Punkt  g  innerhalb    des  Kreis- 
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abschnittes  liegt,  der  einerseits  von  dem  mit  dem  Radios  ri  beschrie- 
benen Kreise,  andererseits  von  der  im  Abstände  Tq  parallel  zur 
^- Achse  gezogenen  Geraden  begrenzt  wird.  Die  Coefficienten  C],  Cj, 
etc.  bestimmen  sich  mittelst  der  Formel 


\^jz{0-\-l)  .  .  .  {z-\'n'-2)F{z)dz 


2i 

(ro) 

und  können  leicht  auf  die  Coefficienten  &i ,  &2  *  ^3  etc.  zurückgeführt 
werden,  welche  bei  der  Entwickelung  von  F{i)  nach  absteigendeiii 
Potenzen  von  ^  vorkommen.  Setzt  man  nämlich  gemäss  einer  frühe- 
ren Bezeichnung 

i8r(^  4- 1)(;8;  +  2)(£f  +  3)  .  .  .  (^  +  m  —  1) 

m  m       '  tn  m 

SO  erhält  man  durch  Entwickelung  der  unter  dem  Integralzeichen 
stehenden  Facultät 

n — 1  n — 1  n — 1 

Die  vorige  Entwickelung  vereinfacht  sich  noch,  wenn  F{2f)  for 
jedes  ausserhalb  des  Kreises  (ro)  liegende  ^  synektisch  bleibt  und 
wenn  zugleich  JF(rie*ö)  für  ri  =  oo  verschwindet;  das  Aafangsinte- 
gral  fällt  dann  weg  und  es  bleibt 

53)        F(t)  =  ^  A ^ ^ ^ ^ —  +  .-.., 

^        ^^^         S    ^?(S  +  l)^ea+l)(e  +  2)^ 

wobei  der  reelle  Bestandtheil  von  ^  grösser  als  ro  sein  nauss.    Die 
Coefficienten  Ci ,  C2 ,  etc.  behalten  dieselben  Werthe  wie  vorhin  *). 
Ein  passendes  Beispiel  hierzu  liefert  die  Function 


F(.)  =  1(1  +  1-) 


falls  der  Logarithmus  eindeutig,  d.  h.  so  genommen  wird,  dass  Zl=( 
ist,  und  wenn  man  dem  ro  einen,  die  Null  übersteigenden  sonst  abe] 
beliebig  kleinen  Werth  ertheilt.  Die  Bedingungen  für  F(z)  sini 
dann  erfüllt,  auch  kennt  man  unmittelbar  die  Werthe  von  bi,  Ij 
etc.  zufolge  der  Entwickelung 

modis  >>  1 , 


— ^  •  •  •  • 


*)  Der  Verfasser  hat  die  obige  Untersuchung  zuerst  in  den  Sitzung! 
berichten  der  Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  mitgetheili 
(Bericht  vom  1.'  November  1863.) 
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und  es  ist  daher  für  jedes  f ,  dessen  reeller  Theil  einen  positiven 
Werth  besitzt, 

,A    ,     U  _  £i_  _L         ^         j ^3  , 

Für  die  Coefficienten  hat  man  Ci  =  1  und 

oder  in  kürzerer  Fassung 


1 

^^  =  (-ly  Jt(t-  i)it  -2) . . .  (t  -W^ 


0 

Setzt  man  den  positiven  Ausdruck 

1 


i)dL 


/' 


•  •  •  • 


t(l'-t)(2  —  t)...(n  —  l—t)dt  =  an, 

0 

80  wird  c„^i  =  —  a«,  mithin 

imd  die  Werthe  der  Coefficienten  sind: 

Als  zweites  Beispiel  wählen  wir  die  Function 

11  11.    j^J_ 

4  ^3 

telche  den  Bedingungen    far  die  Gleichung  53)    ebenfalls   genügt, 
wenn  der  Logarithmus  eindeutig  wie  vorhin  genommen  wird.    Setzt 
man  zur  Abkürzung 
1 

t^(l—t)(2—t)...(n'-'l--t)dt  =  ßn, 

0 

80  findet  man,  immer  vorausgesetzt,  dass  der  reelle  Theil  von  f  po- 
sitiv und  von  Null  verschieden  ist, 

ßi  ß. 


,,=  .-.(.  +  l)  =  ll-li  + 


ß 


^^^^-K^  +  T)  =  iT- 


«nd  zwar  sind  die  Werthe  der  Coefficienten: 

Pi  ^^  «1     r«  =  iä'     P3  =  eö'     P*  ^=^  eö»     Ps  =«)•••  • 
Gelegentlich  möge  noch  bemerkt  werden,  dass  sich  Entwickelun- 
gM  dieser  Art  zn  einer  vortheilhaften  Transformation  mancher  endli- 
chen Beihen  benutzen  lassen.  Ertheilt  man  nämlich  in  dem  Ansdrucke 
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1 

?ß  +  l)(g  +  2)...(g+Ä~l) 

dem  5  der  Reihe  nach  die  Werthe  1,  2,  3,  ...  |>  und  addirt  alle 
entstehenden  Bräche,  so  erhält  man 

1      +.  .   ' +  ...+ 


1  .  2  .  .  .  Ä    '    2  .  3  .  .  .  (Ä-f-l)    •  i>(i>+ 1)...0+A;-1) 

1  n     .  1  1.2 


+  ^77r^-7^  +  ...   .   .    :    .    .^  + 


l...(Ä;— 1)U     •    k(k+l)    '    fc(A;  +  l)(Ä;  +  2) 

,  1  .  2  .  3  . . .  (p  ■—  1)       I 

""^  Jc(k+l){k  +  2)..,{k+p-l)l 
und  hier  lässt  sich  die  in  Parenthese  stehende  Reihe  nach  Formel  49) 
für  k  ■=  k,  t  =  l,n=j9  Summiren;  dies  giebt 


1.2...A;        2.3...(Ä;  +  1)  iHi>+ A>).-.li>  +  a;-i; 


1 


Ä  — 1 


1  1 


1.2...(fc-l)        (i)  +  l)(i?  +  2).  ..(p-^fc--i)r 

wobei  selbstverständlich  k  ^  1  sein  muss.  Nehmen  wir  jetzt  in  der 
Gleichung  54)  ^  =  1,  2,  .  .  .  j)  und  addiren  alle  Ergebnisse,  so  kön- 
nen wir  rechter  Hand  die  Formel  56)  anwenden  und  erhalten 

Hp  +  i)  =  j  +  j  +  j+-'-+j 

1  |l         p  +  l]         2   11.2        (|>+i)(p  +  2)J 
oder,  wenn  die  von  p  unabhängige  Summe 

ffi .  1  +  fii .  -L  +.  fEi .  _i_  +  . . .  =  ^ 

1       1^2      1.2^3      1.2.3  ^ 
gesetzt  wird, 

57) 


^A  +  l(j?+l)-- 


1 

1 

+ 

1 

2 

+4 

+ 

•  • 

•    + 

1 
P 

h 

1 

«1 

1 

«3 

•     •     •     t 


1  p-\-l         2  (p  +  l)(j>  +  2) 
Mittelst  der  vorhin  angegebenen  Werthe  der  Coefficienten  «i,  «j,  etc. 
findet  man 

A  =  0,5772156649  •  .  . 

Die  Gleichung  57)  bietet  den  Vortheil,   dass  die  vorkommende  Fa- 

coltätenreihe  immer  convergirt  und  zwar  um  so  stärker,  je  grösser  j> 

ist.  Eine  Summe  wie  z.  B.  1  -f-  2  "I"  *  *  *  +  Twö  ^^^^^  ^^^^  hiernach 
mit  grosser  Leichtigkeit  berechnen. 
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Multiplicirt  man  die  Gleichung  54)  mit  5,  subtrahirt  davon  die 
Gleichung  55)  und  setzt  zur  Abkürzung 

5«n  —  ßn 

1 

=  A|  — 0^1— 0(2  — 0-  .  .  (n—l—t)dt  =  yn. 
0 
BokaDn  man  dem  Resultate  folgende  Form  ertheilen 

n y? Ys 

~    S(5  +  i)      g(5  +  i)(S  +  2)      g(g+i)(g+2)(i;+3) 

Durch  Addition  aller  der  Gleichungen,  welche  hieraus  für  J  r-=:  1 , 
2, . .  .  p  hervorgehen,  erhält  man 

(p+Mp  +  i)-  1(1.2.3  ..p)-p 


__  n   (1_ 


nlj 1         1 

2    U.2        (l>  +  l)(f>  +  2)| 


1  11      P  +  i] 

oder,  wenn  die  von  p  unabhängige  Summe 

1       1^2       1.2  ^    3       1.2.3  ^ 
gesetzt  wird, 

58)     l(1.2.3...p)  =  B  +  (p  +  l)l(P-\^^)-P 

1      yi  1  y.2 


li>  +  l  2(p+l){p  +  2) 

Ke  fferthe  der  Coefficienten  sind 

yi  =  — n»     n  =  0,    Y3  =  m*    ^4=^,    ^5  =  ^, 

Diid  mittelst  derselben  findet  sich 

5  =  —  0,0810614668  .  .  . 
£ine  etwas  bessere  Gestalt   bekommt  die  Formel   58),   wenn  man 
P  =  g  —  1 ,  ferner 

1  +  B  =  0,9189385332  ==  C 

Ktzt  und  beiderseits  Iq  addirt;  es  wird  dann 
59)     7(1.2.3...g)=  0  +  (a  +  DW  -  Q 

1  ri     1     Y-2        1        n 

1    a        2g(g+l)        Bq{q+l)q+2) 
Uittelst  der  anf  Seite  437  des  ersten  Theiles  ausgeführten  Betrach- 
tang kann  man  sich  übrigens  leicht  überzeugen,  dass  C  hier  densel- 
ben Werth  besitzt,  wie  dort,  nämlich  C  =  \l(2n)*), 

*)  Von  einem  anderen  Gesichtspunkte  ausgehend,  hat  der  Verfasser 
die  Facoltatenreihen  behandelt  im  Jahrgange  1859  der  Sitzungsberichte 
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IX.  Die  Reilieii  von  Bürmann  und  Lagrange. 

I.    Wir  gehen  noch  einmal  auf  die  Beihenentwickelung 

60)  F(t)  =  Co  +  Git  +  Ott^  +  Czt^  ^ 

zurück,  deren  Convergenzkreis  oder  Gültigkeitskreis  durch  die  eine 
Bedingung  bestimmt  ist,  dass  J^(^)  innerhalb  desselben  synektisd 
bleiben  muss.  Die  Fläche  dieses  Kreises,  also  den  Spielraum  der 
complexen  Variabelen  ^,  denken  wir  uns  auf  die  Weise  entstanden, 
dass  zunächst  modt  von  Null  an  bis  zu  dem  grössten  erlaubten 
Werthe  wächst  und  dass  nachher  der  so  erhaltene  Eadius  des  Con- 
yergenzkreises  eine  volle  Umdrehung  um  den  Mittelpunkt  ausführt. 
Demzufolge  ist  modt  eine  endliche  und  eindeutige  Variabele,  wel- 
che von  Null  bis  zu  einem,  durch  die  Natur  von  F{t)  bestimmten 
Maximum  continuirlich  zunimmt.  —  Setzen  wir  nun 

t  =  (p(g),  F(t)  =  F[(p(g)]  =m, 

so  erhalten  vir  statt  der  Gleichung  60)  die  folgende 

61)  f{z)  =  Co  +  Ci(p{e)  +  Ci^pQsY  +  G-M^Y  +  ••••, 
und  für  diese  sind  noch  die  Bedingungen  der  Gültigkeit  zu  ermit* 
teln.     In  dieser  Beziehung  erinnern  wir  erstens  an  den  umstand, 
dass  t  und  F(f)  endliche,  eindeutige  und  stetige  Variabele  waren*,  es 
müssen  daher  auch  fp  {z)  und  f{ßs)  innerhalb  eines  gemeinschaftlichen 
Spielraumes  synektische  Functionen  sein.     Weil  ferner  in  Nro.  60) 
modt  sein  Wachsthum  mit  dem  Werthe  Null  anfängt,  so  muss  es 
wenigstens    einen    speciellen    Werth    z  =z  z^    geben,    für    welchen 
mod(p{z)  den  Anfangswerth  Null  erhält,  mithin  auch  9)(<s:)  =  0  wird; 
die  Auflösung  dieser  Gleichung  liefert  die  verschiedenen  Werthe  von 
Zq.    Lassen  wir  jetzt  die  Variabele  <e,  von  z  z=z  Zq  ausgehend,  irgend 
einen  Weg  in  der  a?«/- Ebene  durchlaufen,  so  muss  die  immer  positive 
Grösse  mod(p(z)  von. Null  an  eine  Zeit  lang  wachsen  (denn  eine  mit 
Null  beginnende  Abnahme  würde  in's  Gebiet  des  Negativen  führen), 
wohl  aber  kann  es  geschehen,  dass  mod  q)  (z)  späterhin  wieder  abnimmt, 
dann  nochmals  wächst  u.  s.  w.   Die  verschiedenen  Maxima  und  Minima, 
welche  modt  =  modq)(z)  erreichen  kann,  lassen  sich  auf  gewöhnli- 
chem Wege  ermitteln,  indem  man  modt  =  mod(p(x  -{-  iy)  als  Func- 
tion der  beiden  unabhängigen  Variabelen  x  und  y  ansieht;  sie  mögen 
2^0»  J^ii  -^2  •  •  •  heissen  und  nach  ihrer  Grösse  geordnet  sein,  so  dass 


der  Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften,  wovon  ein  Abdruck 
in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik.  Bd.  IV,  S.  390. 
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i2o  das  kleinste  jener  Maxima  und  Minima  ist.  Da  nun  modt  in 
Nro.  60)  nur  wächst,  so  muss  der  Weg  des  0  an  die  Bedingung 
mod(p{e)  <  Bq  geknüpft  werden,  denn  in  jedem  anderen  Falle,  z.  B. 
^9(^)<C^i  könnte  man  den  Weg  des  £f  so  wählen,  dass  mod(p{z) 
anfangs  zwar  zunähme,  zuletzt  aber  bis  Bq  abnähme,  was  dem  steti- 
gen Wachsthume  von  modt  widerspräche.  Indem  man  mod(p{e)  = 
fM^^ix-^-iy)  durch  x  und  y  ausdrückt,  erhält  man  statt  der  Be- 
diDgangmod9(ir)<;i^  eine  Ungleichung  von  der  Form  0<<^(ÄJ,y)<C^o» 
und  diese  bestimmt  denjenigen  Raum  der  o?^- Ebene,  innerhalb  des- 
sen der  Punkt  xy  bleiben  und  auch  der  Anfangspunkt  e^  liegen 
IDQS8. 

Um  diese  Betrachtungen  zu  vervollständigen,  untersuchen  wir 
^e  Maxima  und  Minima  von  mod^{z)  etwas  genauer.  Es  sei  zu 
diesem  Zwecke 

q>(js)  =  (p(x  -|-  iy)  =  w  -|-  *^ 

Buthin 


10  haben  wir  als  Bedingungen   für   die  Maxima  und  Minima  von 

du     ,       dv        ^  du    ,       dv 

dx  dx  dy  dy 

oder  kürzer  die  eine  Gleichung 

du     ,       dv         J    du  -         dv\        _ 
dx  dx  \    dy  dy/ 

ffeil  femer  u  -\>  iv  eine  (monogene)  Function  von   x  -}-  iy   ist 
(Seite  45),  so  gelten  die  Beziehungen 

du  dv         dv  du 

dx        dy  ^       dx  dy 

B&d  dadmrch  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 

,         ../dv         .du\        _ 

Kes  giebt,  weil  u  —  iv  nicht  =  0  ist, 

nit  anderen  Worten:  diejenigen  Werthe  von  ^er,  welche  modq>(js)  zu 
iinem  Maximum  oder  Minimum  machen,  sind  Wurzeln  der  Gleichung 

Alles  Bisherige  zusammen  liefert  folgende  Begel  zur  Beurthei- 

SehlOmilcli,  Analysls.    n.  7 
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long  der  Gültigkeit  von  Nro.  61):  man  bestimme  znerst  die  Wuneln 
der  GleichuDg  q)(ß)  ==  0,  von  denen  ^q  eine  sein  möge;  man  löse 
femer  die  Gleichung  (p'(ß)  =  0  auf,  deren  Wurzeln  Zo,  -?ii  ^2?  •  •  • 
heissen  sollen,  berecline  hieraus  die  Moduli 

Bq  =  modg)(Zo),    Ei  =  mod(p(Zi),    E2  =  modg)(Z2), 

und  ordne  dieselbe  nach  ihrer  Grösse;  die  Ungleichung 

modq){z)  -<  i?o, 

verbunden  mit  dem  Anfangswerthe  js  =:  /g^,  bestimmt  daun  alle  zn^ 
lässigen  Wege  des  0,  vorausgesetzt,  dass  auf  jedem  derselben /(fj 
und  (p(^)  synektisch  bleiben. 

Um  endlich  noch  die  Coefficienten  der  Reihe  in  Nro.  61)  zu  bei 

I 

stimmen,  geben  wir  letzterer  die  bequemere  Form 

62)  /(,)  =  X,  +  ^q>(,)  +  j^<)pW»  +  Y^V-W»  +  •••! 

Daraus  folgt  zunächst  für  z  =  Zq 

63)  Ao=:/(^o); 
femer  ist 

und  nach  der  Lehre  von  der  Vertauschung  der  unabhängigen  Varia- 
belen (Seite  19,  Formel  34) 

wobei  die  angehangene  Gleichung  z  =  zq  bedeutet,  dass  nach  ge 
schehener  Differentiation  z  =^  Zq  zu  setzen  ist*). 

•)  Die  Formeln  62),  63)  und  64)  wurden  1796  von  Bürmann  (i 
Mannheim)  auf  anderem  Wege  entwickelt  (Memoires  de  Plnstitut,  tom 
II,  pag.  14)  jedoch,  dem  damaligen  Standpunkte  der  Wissenschaft  gemäsi 
ohne  Angabe  der  Gültigkeitsbedingungen  für  die  Gleichung  62).  Neuer 
dings  ist  Puiseux  (Liouville's  Journal  Bd.  15)  von  der  leicht  b 
weisbaren  Formel 


/ 


r(^)dz    _.. /^(o 


ausgegangen,  worin  sich  die  Integration  auf  eine  geschlossene  Curve  b© 
zieht,  innerhalb  deren  f'(z)  nnd  g>{ßs)  synektisch  bleiben  und  wobei  (f(2 
so  beschaffen  sein  muss,  dass  die  Gleichung  (p(z)  —  5p(0  =  0  nur  durcl 
£r  =  C  erfüllt  werden  kann.   Unter  der  Voraussetzung  modq>(C)<Cfnod(p(! 
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Wir  geben  im  Folgenden  eine  Reihe  von  Beispielen  zu  diesen 
allgemeinen  Erörterungen. 

a.  Es  sei  q)(js)  =  z{c  —  z)  und  Zq  =  0.  Die  Gleichung  q)'{z)  ==  0 
bat  dann  nur  die  eine  Wurzel  Zq  =  fc,  welcher  (p{Zf^  =:  Je*  ent- 
sprichi  Denken  wir  uns  der  Allgemeinheit  wegen  c  als  complexe 
Zahl,  nämlich 

c  =z  a  -^  ih  =  h(cosB  -\-  isins), 
so  ist 

JBo  =  mod(p(Zo)  =  \(a^  +  b«)  =  Jä^, 

und  als  Bedingung  für  die  Gültigkeit  der  Entwickelung 

65)   m=ko  +  ^z(c^z)  +  -^^z^c^z)^  +••••, 

erhalten  wir 

mod[z(c  —  z)]  <;  \h^y 

Toransgesetzt,  dass  f(z)  innerhalb  des  so  bestimmten  Raumes  synek- 
tisch  bleibt.  Der  geometrische  Sinn  hiervon  tritt  am  deutlichsten 
berror,  wenn  man  statt  rechtwinkeliger  Goordinaten  Polarcoordinaten 
benutzt,  also 

z  =  X  -{-  iy  =  r(cosd  -^isind) 
Betzt;  es  ergiebt  sich  nämlich 

rVh^  —  2hrcos(d  —  E)  +  r^  <  \hK 
Fig.  25.  Ist  nun  (Fig.  25)  OP=r,  ^POX 

=  Ö,  00  =  h,  Z.  COX  =  £, 
OD  =  ^h,  so  muss  hiemach  der 
Punkt  P  im  Innern  der  halben  Lem* 
niscate  BEF  liegen,  und  f{z)  für 
alle  solche  Punkte  synektisch  bleiben. 
Statt  der  Wurzel  Zq:=-Q  könnte  man 
auch  Zq  ■=  c  nehmen,  doch  erhält 
man  dabei  kein  wesentlich  neues  Re- 
sultat. 

kann  man  linker  Hand  nach  Potenzen  von  —7-7  entwickeln  und  erhält 

(p(z) 

em  Resultat  von  der  Form 

/'(C)  =  g>'(K)  [yi  +  72  95(0  +  rs  95(^)'  H ]> 

welches,  wenn  z  für  C  geschrieben  wird,  den  Differentialquotienten  der 
Gleichung  62)  darstellt.  Die  Bedingungen  für  die  Entwickelung  stimmen 
Biit  den  eben  angegebenen  überein;  die  Coefficienten  yj,  yg»  ^^'  ^®' 
«timmt  Puiseux  nur  als  sogenannte  Residuen,  ohne  sie  auf  Differeütial- 
qyotienten  zurückzuführen. 

7* 
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Die  obexi  angegebene  Bedingung  lässt  sich  in  speciellen  F&Uen 
mittelst  der  gewöhnlichen  Convergenzregeln  leicht  verificiren.  So 
erhält  man  z.  B.  aus  Nro.  65)  f ür  c  ==  1  und  f{z)  =  (1  —  ey,  wo- 
bei diese  Potenz  eindeutig  und  zwar  so  genommen  werden  möge, 
dass  dem  Werthe  ;8r  =  0  der  Anfangs werth  li"  =  1  entspricht, 

^  1.2.3.4)  ^  ^ 

Es  sei  femer  is{\  —  ;er)  =  t{cosGi  -{-  tamw),  so  convergirt  diese  Reihe 
gleichzeitig  mit  der  folgenden 

1  _  ü^    ,    ft(ft-2)      _  ft»-3)(^-4) 

1      ^       1.2  1.2.3  ^ 

und  in  dieser  nähert  sich  der  Quotient  aus  dem  (n  -f~  l)ten  Gliede, 
dividirt  durch  das  nte,  der  Grenze 

l  (w+l)(ft  — n)         J 

woraus  die  Gonvergenzbedingong 

t  <i\    oder    9nod[[^(l  — ^)]  <C  i 
folgt,  welche  mit  der  früheren  Angabe  übereinstimmt.   Bei  Beschrän- 
kung auf  reelle  z  ist  hiernach  0  ^  ;er  <^  |  zu  nehmen. 

b.  Für  eine  zweite  Anwendung  der  Formel  62)  sei  q>{z)^ 
e{l-{- ^2)  und  Zq  =  0.  Die  Gleichung  g)'(z)  ==  0,  d.h.  1^  +  3£:2=0 
giebt  in  diesem  Falle  Zo  =  +  i.  |  V?,  Zi  =z  —  i  .  |  Vs,  und  es  ist 
modq)(Zo)  =  modg)(Zi)  =  fVs.     Die  Reihenentwickelung 

66)  f(z)  =  Xo  +  Y^^a  +z^)  +  i^^*(i  +^'y  +  . . . .    I 

'      {(l+z^)Vi,^o) 
gilt  demnach  unter  der  Bedingung 

mod[z(l+z^)']<^lVs, 

vorausgesetzt,  dass  f(z)  innerhalb  der  so  bestimmten  Grenzen  sjnek- 
tisch  bleibt. 

Als  speciellen  Fall  betrachten  wir  die  Annahme /(^)=ardanj?i 
wobei  der  Einfachheit  wegen  z  reell  sein  möge.     Dies  giebt 
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1  13  "^  1.2  5 

8.9.10  ;?7(1^^2)7 

1.2.3  7  ^ 

und  aus  der  Bedingung,  dass  der  absolute  Werth  von  0(1  -\-  is^)  we- 
oiger  als  | Vo  betragen  muss,  folgt  dann 

—  0,34401  ..<;?<  +  0,34401  .  .  . 

Auch  hier  ist  die  Yerification  mittelst  der  gewöhnlichen  Convergenz- 
regeln  sehr  leicht.  Als  Grenzwerth  des  Verhältnisses  zweier  aufein- 
ander folgenden  Glieder  findet  man  nämlich  (dem  absoluten  Werthe 

nach) 


Im 


l     n.2n(2n  +  l)        2n  +  1     ^    ^     M         *     ^     '      >'  ' 


.... 


oitlim  convergirt  oder  divergirt  die  obige  Reihe,  je  nachdem 
-'-(1  +  z^y  weniger  oder  mehr  als  ^  beträgt,  was  mit  dem  Früheren 
übereinstimmt. 

c.  Für9)(^)=;e:e^^  und  je^o  =  0  wird  Ze  =  l,  tnod(p(Zo)  =  e~^; 
die  Reihenentwickelung 

Ao=/(0),        A„  =  D;-^  W' Wl 
gilt  daher  unter  der  Bedingung 

mod(ze~')  -<  — , 

MB/(-e)  für  alle  solche  /s  synektisch  bleibt. 

Hieraus  folgen  z.  B.  die  speciellen  Formeln 
10  21  32 


1  ci(a  +  4.y   .  _.     . 
^1.2.3.4  ^ 


Wobei  sich  die  unter  der  vorigen  Bedingung  stattfindende  Conver- 
genz  der  Reihen  auf  gewöhnliche  Weise  verificiren  lässt.  Bei  reellen 
'  geht  jene  Bedingung  in  0  ^  ;er  <[  1  über. 
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d.    Wir  betrachten  noch  den  sehr  bemerken^werthen  Fall 

^^  cosz 

Die  Gleichung  (p'(js;)  =  0  wird  jetzt 

COS0    4"    ^SiflJS^  ^1  I  '  r^ 

'—- =  0,    oder    cos/s  +  isstnz  =  0 

welche  man,  weil  sinz  nicht  =  0  sein  kann,  durch  sinz  dividiren 
darf.     Um  die  complexen  Wurzeln  der  nunmehrigen  Gleichung 

cotz  -f-  -sf  =  0 
zu  finden,  substituiren  wir  z  z=z  x  -\-  iy  und  erhalten  dadurch  die 
beiden  Gleichungen 

2sin2x  

^^^  ^  +  ß2y  4.  e-^y  —  2cos2x  —  ^' 

^^^  ^   ~   e2y    _|_    g-2y   _  2C0S2X   ~  ^' 

aus  denen  durch  Elimination  des  gemeinschaftlichen  Nenners  folgt 

x(e^v  —  e-2y)  -^  2ysin2x  =  0. 

Vorausgesetzt,  dass  weder  x=  0  noch  3/  =  0  ist,  giebt  die  Division 
mit  4^xy 

e^v  —  er^y       sin2x 

: — s —  =  0 

4y  2x 

oder  nach  bekannten  Reihen 

j  ^  sw2a;  _|_    (2y)a    _|_      (2y)*     ^.  .  .  .  ^  0. 

Diese  Gleichung  ist  aber  unmöglich,  weil  sowohl  1  -| als 

^  X 

die  nachfolgende  Reihe  nur  positive,  die  Null  übersteigende  Wertbe 
annehmen  kann;  die  Gleichungen  68)  und  69)  besitzen  daher  keine 
Auflösungen,  bei  denen  x  und  y  gleichzeitig  von  Null  verschieden 
sind.     Ist  nun  erstens  ^  ==  0,  so  wird  aus  Nro.  70) 

X  +  cotx  =  0, 

und  diese  Gleichung  hat  unendlich  viele  positive  und  negative  Wup 
zeln,  deren  absolute  Werthe  zwischen  \n  und  ;r,  |;r  und  2^,  \t 
und  37t  etc.  enthalten  sind;  man  kann  also  die  Wurzeln  unter  del 
Form 

+  e3^+«),  ±(1^+^),  ±(i^+y) 

darstellen,  worin  <%,  /3,  y,  .  .  .  gewisse  Bögen  des  ersten  Quadrantad 
bezeichnen.     Ist  zweitens  o;  =^  0,  so  folgt  aus  Nro.  71) 
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y  — — T      oder     3/  =  1   -f 


•  •  •  • 


und  dieser  Gleichung  genügt  nur  der  eine  Werth  y  =  1,199678, 

Bo  dass  • 

0=ii.  1,199678 

die  einzige  imaginäre  Wurzel  von  z  +  co^^  =  0  ist.     Die  mit  22o» 
Äj.Bj,  . .  bezeichneten  "Werthe  von  modtp{z)  sind  hiernach 

l^r  +  «       1^  +  i3       |gg  +  y 

sina    '        sm/3     '        siwy     ' 

und 

i.  1,19968      _  1,199  .  .  . ^^^^ . „ 

Cös(«.  1,19968)  ~  i(e^.i99..  ^  ^-mso..)  —  0,b6-742, 

wobei  man  gleich  bemerkt,  dass  der  letzte  Modulus  der  kleinste  ist. 
Die  Reihenentwickelung 

^     y  V  ;  0  -r    j    \coszJ  ^1.2  \coszJ   ^ 

Ao  =/(0),       In  =  I>]'-\f{z)cos-z\,^^^ 
gilt  demnach  unter  der  Bedingung 

mod(--^—\  <  0,662742, 
\coszJ 

^f{z)  für  derartige  z  synektisch  bleibt. 

Die  zur  Bestimmung  von  A„  dienende  Differentiation  ist  u.  A. 
indem  Falle /(-g?)  =  ^  leichl  ausführbar,  wenn  man  die  auf  Seite  261 
des  ersten  Theiles  angegebenen  Formeln  9)  und  10)  benutzt.  Bei 
geraden  n  findet  man  A„  =  0,  bei  ungeraden  n 

i.  =  ^    ^;_^       ((w)oW»-'  +  («)i(«  -  2)«-i  +  („),(M^  4)»-l  +  .. 
I  mithin 

A,  =  +  1, 

A,  =  _  i  (3»  +  4  .  1»)  =  -  3, 
;        A5=  +  i(5*  +  5.3«  +  10.1*)=  +  65, 

Aj  =  —  i(76  +  7  .  5«  +  21  .  3«  +  35  .  1«)  =  —  3787, 

u.  s.  w. 

^«  Tollaifindige  Entwickelung  ist  also 
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cqsz      1.2. 3  \cos£fJ        \»2..h\cose/       1.2..7\coszJ 

mod  (-^-\  <  0,662742. 
\coszh  ^ 

Auf  ähnliche  Weise  ergiebt  sich  in  dem  Falle  f{e)  =  sinz^ 
dass  kn  bei  geraden  n  verBchwindet  und  bei  ungeraden  n  durch  die 
Formel 

K  =  ^—^'^, [in  +  l)o  (n  +  l)"-i  +  (n  +  1),  (»  -  l)-i 

+  (n  +  1),  (M  _  3)«-»  +  •  • .  +  (n  +  l)i(,_„2"| 

bestimmt  wird;  es  ist  daher 

0  ^     f  e  y  ,      96     /  ;?  \5       5888  /  0  W 

cosz      1.2. B\cosg/       1.2..h\cos0/       1.2..7\coszJ 

Beschränkt  man  g  auf  reelle  Werthe,  so  darf  zsecz  höchstens  = 
0,662742  werden,  woraus  folgt,  dass  der  absolute  Werth  von  0  we- 
niger als  0,561118  =?  arc  320  8' 58"  8  betragen  muss. 

II.  Unter  einem  anderen  Gesichtspunkte  betrachtet,  enthalteo 
Reihenverwandlungen  der  vorigen  Art  zugleich  die  Lösung  eines 
Problemes,  welches  die  Umkehrung  gegebener  Functionen 
genannt  wird.  Besteht  nämlich  zwischen  den*  beiden  Yariabelen  u 
und  z  eine  Gleichung  von  der  Form 

so  ist  auch  umgekehrt  z  eine  Function  von  w,  etwa 

und  es  entspringt  hieraus  die  Aufgabe,  z  durch  u  auszudrücken,  oder 
allgemeiner,  irgend  eine  vorgeschriebene  Function  von  z^  etwa /(-?), 
durch  u  auszudrücken.  In  so  weit  nun  f(z)  nach  Potenzen  von  « 
entwickelbar  ist,  ergiebt  sich /(je)  unmittelbar  aus  der  Gleichung 

f(g)  =  Ao  +  -^  g>(^)  +  i»^ 9,(^)2  +  ...  . 
und  zwar  durch  Substitution  von  u  für  9 (-er);  man  hat  also 

/W  =  Ao  4-  Y«  +  1^«»  +  i^«'  +  ••••. 

wobei  die  Gültigkeitsgrenzen  und  Coefficienten  ebenso  wie  früher  be- 
stimmt werden. 

Hierbei  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  Gleichung  u  =  (p{e) 
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mehrere  ümkebrnngen  haben  kann*),  dass  also  entschieden  werden 
mtus,  welche  dieser  ümkehningen  durch  die  obige  Reihenent  Wicke- 
lung geliefert  wird.  Aus  der  Untersuchung  über  die  Gültigkeits- 
grenzen weiss  man  aber,  welche  Wurzel  der  Gleichung  q)(^)  =i  0 
den  Anfangswerth  des  z  bildet,  man  kennt  also  dasjenige  S!  =  Zq, 
welches  dem  Falle  w  =  0  entspricht,  und  damit  ist  is  eindeutig  be- 
Etimmt.  (Geometrisch  heisst  dies:  von  den  möglichen  verschiedenen 
Zveigen  des  js  ist  derjenige  zu  nehmen,  welcher  durch  den  Punkt  ü^q 
geht).  Dasselbe  gilt  von  der  Function  /(^),  weil  diese  synektisch 
sein  muss. 

a.  Beispielsweis  betrachten  wir  die  Gleichung 

u  =  zer' 
and  beschränken  der  Einfachheit  wegen  u  und  g  auf  reelle  Werthe. 
Da  u,  als  Function  von  z  angesehen,  für  ^e^  =:  0  verschwindet,  für 

;e=l  sein  Maximum —  erreicht  und  für  ;??  =  oo   gegen  die  Null 

convergirt ,  so  entsprechen  umgekehrt  jedem  u  <C  —  zwei  positive 

ß 

z^  von  denen  das  eine  kleiner,  das  andere  grösser  als  die  Einheit  ist. 

Yig,  26.  Die  nebenstehende  Figur 

^  (Fig.  26)  wird  dies  ver- 

I  anschaulichen-,  in  ihr  ist 

i  G  OA=l,  OJB=AO==: 

— ,  und  zu  einer  gege^ 
e 

!X  '■         z  benen  Ordinate  ON=u 

gehören  die  beiden  Ab- 
scissen  NP  und  NPi.  Nach  den  in  I,  c.  gegebenen  Entwickelungen 
hat  man  nun  für  f(z)  =  z,  zc'  =  w, 

^  =  -^  +  r:2^'  +  r:2:3^'  + 

0  <  w  <  — 

—  e 

wobei  ier  =  0  als  Anfangswerth  des  z  genommen  ist.  Die  Formel  giebt 
daher  dasjenige  z^  welches  für  u  ^=-  0  verschwindet,  sie  liefert  also 
von  den  beiden  vorhandenen  ümkehrungen  nur  die  kleinere  z  =  NP, 

*)  Aus  der  Gleichung  z.  B. 

je^a  —  1 
u  = 


2z 
folgen  die  beiden  ümkehrungen 

g  z=  u  +  Vl  +  t*^  und    ^  c=  u  —  Vi  +  ui 
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b.    Als  zweites  Beispiel  diene  die  Aufgabe,  sing  aus  der  Glei- 
chung 


0 
u  = 


cos/s 

zu  berechnen.  Nach  den  in  I,  d.  gegebenen  Entwickelungen  hat 
man  sofort 

4         ,    ,         96        ,  5888      ,    . 

1.2.3       ^  1.2. .5  1.2. .7       ^ 

modu  <  0,662742, 

und  dabei  ist  unter  )s  diejenige  Umkehrung  zu  verstehen,  welche  für 
U  =  0  verschwindet. 

III.    Mit  einer  geringen  Modification  führen  die  Betrachtungen 
in  L  auch  zur  Lösung  des  Problemes,  eine  Gleichung  von  der  Form 

/g  =  uilf(z)  +  c 
umzukehren,  d.  h.  aus  ihr  z^  oder  allgemeiner /(;8r),  als  Function  von 
u  herzuleiten.     Schreibt  man  nämlich  statt  dieser  Gleichung  die  mit 
ihr  identische 

u  =     ,  ,  .      oder  kurz  u  =  Wiz). 

so  erkennt  man  augenblicklich,  dass  es  sich  eigentlich  um  dasselbe 
Problem  wie  in  Nro.  IL  handelt,  dass  also  eine  Heihenentwickelung 
von  der  Form  i 

herzustellen  ist.     Der  Ausdruck 

z  —  c 


(p{z)  = 


verschwindet  nun  für  ^er  =  c,   wobei  jedoch  vorausgesetzt  werden 
muss,  dass  t^(c)  nicht  =  0  sei;  es  ist  daher  z^  =  o.     Wenn  ferner 

^  ^'  ~  il;(zy 

in  Null  übergehen  soll,  so  muss,  falls  der  Nenner  endlich  bleibt,  die 
Gleichung 

tlf(z)  =  (z  —  c)tlf'(z) 
stattfinden,  deren  Wurzeln  Ze,  Zi,  etc.  heissen  mögen.     Die  gefor- 
derte Entwickelung  besteht  dann  unter  der  Bedingung,  dass 

z '      c 

mod    ,  .  V  ,    d.  h.    modu 
t(z) 
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weniger  beträgt,  ab  die  kleinste  der  Grössen 

Um  kurz  sein  zn  können,  wollen  wir  unter  dem  kleinsten««  dasjenige 
Terateben,  welches  den  kleinsten  Modulus  besitzt;  ausserdem  möge 
ZOT  Ersparung  der  Anbangsgleichung  is  =  c  statt  c  der  Buchstabe  v 
geschrieben  werden;  man  hat  dann  folgenden  Satz:  aus  der  Gleichung 

71)  0  =  ttV'W  +  ^ 
folgt  durch  XJmkehrung 

72)  /(^)  =  Ae  +  ^«  +  j^«»  +  Y^«»  +  •  •  •  • 

and  zwar  gilt  diese  Formel  unter  der  dreifachen  Voraussetzung,  dass 
erstens  ilf(v)  weder  Null  noch  unendlich  wird,  dass  zweitens  der  Mo- 
dulus von  u  weniger  beträgt  als  der  Modulus  des  kleinsten  u,  wel- 
ches durch  Auflösung  der  beiden  Gleichungen 

73)  i>  (z)  =  ig-v)  ^' W,       «  =  i^ 

gefunden  wird,  und  dass  endlich  f(0)  innerhalb  der  hiermit  bestimm- 
ten Grenzen  synektisch  bleibt  *). 

a.  Ein  einfaches  Beispiel  liefert  die  Annahme /(^er)  =  b,  (p{e) 
=  £^,  wobei  j)  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten  möge.  Die  Glei- 
cbongen  73)  geben  dann 

_     pv  _  0—1)^"^ 

Z  =  -,  U  =  z — 

p  —  1  pVvP—^ 

und  als  Wurzel  der  algebraischen  Gleichung 

z  =  UßP  +  V 
erhält  man 

i 

8 


+   USp)2U^V^P-'^    + 


modu  <  mod 


pPi^p 


—1 


*)  Die  obige  Umkehmngsformel  findet  man,  jedoch  ohne  die  zu- 
gehörigen Bedingungen,  zuerst  bei  Lag  ränge  (Memoires  de  PAcademie 
de  Berhn,  an.  1768,  p.  275);  die  Grenzen  der  Gültigkeit  hat  auf  etwas 
Miderem  Wege  Cauchy  entwickelt  (Moigno,  Le^ons  de  calcul  differen- 
tiel  et  de  calcul  integral,  tome  I,  legen  18,  p.  162). 


108 


Die  Functionen  complexer  Variabelen. 


Für  w  =  — ,  V  =  —  liegt  hierin  eine  Auflösung  der  trinomischen 


Gleichung  j9-ten  Grades 


nämlich 


jerP  —  öiBf  -f  5  =  0, 


a 


1     aP 


2     a2p  +  i 


"^      3     a^p  +  i  "^  ' 


und  zwar  muss  bei  reellen  a  und  b  der  absolute  Werth  von 

sein.     Nach  der  gewöhnlichen  Convergenzregel  und  mit  Hülfe  der 
leicht  beweisbaren  Formel 

(wi))«^i         (p  — l)p-i' 
kann  man  sich  auch  a  posteriori  leicht  überzeugen,  dass  die  Beihe 
jenseit  der  angegebenen  Grenze  divergirt. 

b.    In  mancher  Hinsicht  bemerkenswerth  ist  die  Auflösung  der 
transcendenten  Gleichung 

74)  £1  =  usine  +  ^i 

welche  bei  geometrischen  und  mechanischen  Problemen  vorkommt*). 
Die  erste  der  Gleichungen  73)  wird  hier 

75)  sine  =  (js  —  v)cosa    oder    g  —  tanis  =  v^ 

welche  für  ;e?  =  0?  +  iy  und  bei  reellen  v  in  die  beiden  Gleichun- 
gen zerfallt: 


Fig.  27. 


mr 


•)  Soll  z.  B.  in  einer  ElUpse  ^05 
der  Radiusvector  FP  so  gelegt  wer- 
den, dass  der  Sector  AFP  eine  gege- 
bene Grösse  S  hat,  bo  ist  Z.  AOQ=<tt 
mittelst  der  Gleichung 

2iSf 

OD   —    €8tnfO  =  r- 

ab 

zu  bestimmen  (Theil  I,  Seite  375,  For- 
mel 2).  In  der  Theorie  der  Planeten- 
bewegung heisst  diese  Aufgabe  das 
Kepler'sche  Problem. 
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2sin2x  

^  ""  2cos2x  +  e^y  4-  e-2y  —  ^^ 

ß2y  —  g— ay 

^  ^        2cos2x  +  e^y  ^  g-ay 

Man  übersieht  sofort,  dass  x  und  y  yon  f  abhängen,  und  dass  eben- 
deshalb eine  vollständige  Auflösung  der  vorigen  zwei  Gleichungen 
nur  dann  möglich  ist,  wenn  v  einen  gegebenen  Zahlwerth  hat.  Um 
aber  hierbei  nicht  stehen  zu  bleiben,  wollen  wir  auf  die  genaue  An- 
gabe des  kleinsten  Modulus  von  u  verzichten  und  dagegen  unter- 
snchen,  wie  viel  modu  wenigstens  betragen  muss,  gleichgültig,  wel- 
chen Werth  V  besitzt.  Zu  diesem  Zwecke  ertheüen  wir  der  Glei- 
chung 76)  die  Form 

ß2y  _  ß-2y  ^ay     I      g-2y 

cos2x  = 

2y  2 

ond  ziehen  hieraus 

sm^x  =  i !- 

^  4y  4 

oder  nach  bekannten  Reihen 

vorin  rechter  Hand  alle  Glieder  positiv  sind.  Diese  Gleichung  lehrt, 
dan  jedem  y  unendlich  viele  x  entsprechen,  ausgenqmmen  in  dem 
Falle,  wo  die  Summe  der  Keihe  (ganz  abgesehen  von  der  linken  Seite) 
mehr  als  die  Einheit  beträgt.  Weil  ferner  jene  Summe  gleichzeitig 
mit  jf  wächst,  80  ist  der  grösstmögliche  Werth  von  y  derjenige,  bei 
Telcbem  die  erwähnte  Summe  =  1  wird;  der  Maximal  werth  von 
yt  welcher  Y  heissen  möge,  bestimmt  sich  daher  durch  die  Gleichung 


.  .  .  • 


1       c^^-r- 

2r   ^    ear  ^  ^ar 

: 

1 

oder 

4r 

'             4 

X 

77) 

■1 

t 

Wieii 

i  I,  d.  folgt  hieraus 

Y 

—  1,199678. 

kutu 

zorttckgehend,  können 

u 

wir  die  Gleichung 

•     8tnv 
DMitelst  Nro.  75)  einfacher  schreiben: 


« 
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u  :^  secjs  =  sec(x  +  ip) 

_     (ey  +  e-y)oosa?  +  i(i^  —  e-v)sinx 
~  2cos2x  +  e^y  +  e-2y  ' 

wir  erhalten  hieraus  fiir  den  Modulus  von  u,  welcher  B  heissen  möge, 

jg^      2 . 

V2C0S2X   +  C2y   ^   g-.2y 

oder,  unter  Zuhülfenahme  von  Nro.  76), 

1  1 


22  = 


V' 


-^  -  e-^«^        VI+W+JF  + 


4y 

•Der  Nenner  dieses  Bruches  wächst  gleichzeitig  mit  y  und  wird  am 
grössten  für  ^  =  F;  es  ist  daher 

1 


B^ 


Y- 


Y  _  ^-4r 


4r 

wofttr  man  wegen  Nro.  77)  schreiben  darf 

22^77-^-? pr,    d.  i.  E  >  0,662742. 

Das  kleinste  if,  welches  man  durch  Auflösung  der  Gleichungen 

StnZ  =  (Z  —  V)COS0j  u  =  —■: — 

8tn0 

finden  könnte,  besitzt  demnach  einen  Modulus  von  wenigstens 
0,662742;  die  gesuchte  Keihenentwickelung  gilt  daher  ohne  Zweifel, 
sobald  modu  <]  0,662742  genommen  wird*).    Aus  der  Gleichung 

0  —  usinz  =  V 

folgt  nunmehr  für  jedes  reelle  v 

modu  <  0,662742, 
wobei  die  Coefflcienten  mittelst  der  Formeln 


•  •  •  • 


•)  Die  üebereinstimmung  der  obigen  Bedingung  mit  den  Bedingungen 
in  I,  d.  und  II,  b.  erklärt  sich  durch  den  Umstand,  dass  die  Gleichung 

e  —  UBinz  =  v 
für  r  =  1?»  und  ^  =  |;j  -(-  C  mit  der  dortigen  Gleichung 

C  —  w  cos  C-  =  0 
identisch  wird.    Der  Modulus  des  kleinsten,  den  Bedinguugsgleichungen 
genügefiden  u  erreicht  dann  gerade  die  untere  Grenze  0,662742. 
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Ao  =  f{v) ,        K  =  D«-^  {/'(t')s»M»f } 
zn  besümmen  sind. 

Die  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiationen  bat  z.  B.  in 
dem  Falle  f{z)  =  z  keine  Schwierigkeit ;  sie  giebt 
£r  =:  f?  -j-  usinv  4"  \u^sin2v 

-\-  lu^(Ssin3v  —  sinv)  +  lu^(2sin4:V  —  sin2v) 
•    +  ^u^(l26sin5v  —  81  sin 3 v-^  2 sinv)  + 
und  bei  reellen  w  ist  0  ^  w  <;  0,662742  zu  nehmen  *). 


•  •  • 


*)  Die  Bedingungen  für  die  Cönvergenz  der  obigen  und  einer 
ähnlichen  Reihe  sind  zuerst  von  Laplace  mittelst  eines  ziemlich  weit- 
läufigen Verfahrens  entwickelt  worden  (Memoires  de  PAcademie  des 
iciences,  tome  VI,  an.  1823,  p.  61),  welches  auf  einer  bei  grossen  n  ange- 
näherten Bestimmung  des  Werthes  von  ^„^.1  :  (nK)  beruht.  Eine  ge- 
nauere, von  der  Theorie  complexer  Variabelen  ausgehende  Untersuchung 
hatCauchy  geliefert  (Exercices  d'Analj^se  et  de  Physique  mathematique, 
1841);  sie  ist  später  von  Puiseux  vervollständigt  worden  (Liouville, 
Journal  de  Mathem.  tome  XIV). 
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Die    periodischen    Reihen. 


L    Einleitende  Betrachtnngen. 

Wenn  eine  Function  der  Variabelen  B  in  eine  Potenzenreihe  ver- 
▼andelbar  ist,  wenn  demnach  innerhalb  gewisser  Grenzen  eine  Glei- 
tbimg  von  der  Form 

enstirt,  so  bietet  die  Substitution  e  =  r(cosu  -\-V —  Isinu)  ein 
Kttel,  tun  zwei  neue  Gleichungen  abzuleiten ,  in  denen  die  vorkom- 
meodenBeihen  nicht  nur  die  successiven  Potenzen  von  r,  sondern  auch 
die  Cosinus  und  Sinus  der  aufeinander  folgenden  Multipla  von  u  ent- 
£b  ergeben  sich  nämlich,  wenn 

fircosu  +  V— 1  rsinu)  =  9(r,t*)  4-  V—  1  ^{r^u) 


wird,    durch    Yergleichung    der  beiderseitigen  reellen  und 

"^i^ären  Bestandtheile  die  neuen  Formeln 

9(r,w)  =  Co  -\-  CiTCosu  '\'  C2r'^cos2u  -\-  CzT^cos^u  '\-  *  •  • 

if  (r,w)  =  ci  r8in%  +  c»  r2sin  2  w  +  C3  r^sm  3  w  +  •  '  • 

So  erh&lt  man  z.  B.  aus  der  bekannten  Reihe  für  ?(1  — z)  die 

Gleichungen 

=-r-rco8w4--~r2cos2w  +  ---r3cos3M-|- , 

12  o 

8* 


•     •     •     • 
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/     rsinu     \ 

arctan  ( ) 

\1  —  rcosu/ 

12  o 

wobei  jedoch  der  absolute  Werth  von  r  ein  echter  Bruch  sein  mim*) 
Gleichungen  dieser  Formen  gestatten  eine  doppelte  Ansicht,  je 
nachdem  man  nämlich  r  oder  u  als  die  Hauptyariabele  ansieht.    I 
ersten  Falle  handelt  es  sich  nur  um  Potenzenreihen,  und  dann  müssi 
selbstyerständlich    die   Goefficienten    derselben    nach   der    für  d 
Mac- Laur  in 'sehen  Satz  geltenden  Kegel  gebildet  sein,  also 

1  d**q)(r,u) 


CnCosnu  = 


CnStnnu  = 


1.2...W         ar«     ' 
1  d**ip(r,u) 


1.2...M  gr«      ' 

wobei  nach  Ausführung  der  Differentiationen  r  =  0  zu  setzen  isl 
Während  man  hier  auf  Bekanntes  zurückkommt ,  bietet  dagegen  dei 
zweite  Fall  Gelegenheit  zu  einer  neuen  Untersuchung ;  denn  schreib 
man  zur  Vereinfachung 

1)  q)(u)  zsz  cq  -\-  Ai cosu  +  Ä2 cos 2u -}-  A^cosSu  -\- •  '  -  -, 

2)  if  (u)  ==  Bi sinu  -}-  B2Sin2u  -\-  BsSinBu  -\-  '  •  •  •, 
so  kann  die  Frage  nach  dem  Bildungsgesetze  der  Goefficienten  r« 
^1,  J.2etc.,  ^i,JB2etc.  gestellt  werden.  Dieselbe  lässt  sich  mittelst 
leicht  beweisbaren  Satzes  beantworten,  dass  die  bestimmten  Iq 
tegrale 

n  n 

2    /'  l    C 

—  I  cosmu  cosnu  du  =  —  J  [cos(m  —  n)w  +  cos(m  -{-  n)v](h 

0  0 

und 

n  n 

2  r .  '         \  c 

—  I  sinmu  sinnu  du  =  —  /  [cos (m  —  n)u  —  cos (m  -j-  n)u](ln 

0  0 

den  gemeinschaftlichen  Werth  Null  besitzen,  so  lange  die  beide 
ganzen  Zahlen  m  und  n  von  einander  verschieden  sind,  dass  s 
hingegen    f ür  m  =  n    den  gemeinschaftlichen    Werth    1     erhalte 

2 

Multiplicirt  man  nun  die  Gleichung  1)  mit  ^  cosnu  du  und  integrii 

zwischen  den  Grenzen  w  =  0  und  t(  =  sr,  so  verschwinden  recht« 

*)  Hinsichtlich der    Bedingungen,    unter    denen    die    Subßtitutio 

z  =2  r(cosw+V-— 1  sinu)  erlaubt  ist,  verweisen  wir  auf  den  vorbei 
gehenden  Abschnitt. 
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Hand  alle  hite^ale  mit  Aasnahme  des  einen ,  welches  An  als  Factor 
enthält,  und  es  ist  bei  umgekehrter  Schreibweise 

n 

2  r 

8)  An  =  —  I  q)(u)co$nudu. 

0 

Fär  den  ersten  Coefficienten  C()  findet  man  ähnlich 

n 

f)  Co  =  —j  (p{u)du  =  Y^o- 

0 

Anf  gleiche  Weise  erhalt  man  aus  Nro.  2)   durch  Multiplication   mit 

'2 

-sinnudu  und  Integration  von  w  =  0  bis  w  =  sr 

71 

5)  Bn'=  —  I  il>{u)sinnudu. 

0 

liieroacli  ist  z.  B.  mit  Bäcksicht  auf  das  vorhin  gegebene  Beispiel 

i6rn >  0 

n 

—  = /  -^^1  — 2rcosu  -\-  r^)cosnudu 

n  nj    2  I      / 


0 

n 


=  —  /  aräan  [ )sznnudu. 

7t  J  \1 — rcosuj 

0 

Diese  Betrachtungen  bedürfen  einer  wesentlichen  Modification, 
soyddie  Existenz  der  Gleichungen  1)  und  2)  nicht  sicher  ist;  dieser 
Fall  tritt  aber  ein,  wenn  die  Functionen  (p  und  i\>  nicht  erst  aus  einer 
f  ooction/  mittelst  der  anfangs  erwähnten  Substitution  abgeleitet,  son- 
dern anmittelbar  gegeben  sind.  So  lässt  sich  z.  B.  schon  in  dem  ein- 
flehen  Falle  %f(u)  =  u  nicht  absehen,  ob  die  Gleichung 

tt  =  jBi  sin u  '\-  B2  sin  2u  -\-  Bii  sin  Bu  ^-  -  •  •  • 

ftberhaapt  bestehen  kann;  gewiss  ist  sogar,  dass  die  etwaige  Gültig- 
keit derselben  auf  bestimmte  Grenzen  eingeschränkt  sein  muss ,  weil 
8e  Reihe,  für  sich  betrachtet ,  eine  periodische  Function  von  u  bil- 
let,  welche  für  u-=v,  u=^27t-\-Vy  u  =^  ^7t  -\-  v  etc.  dieselben 
Werthe  annimmt,  während  die  linke  Seite  diese  Eigenschaft  nicht 
kntzi  Um  alle  derartigen  Fragen  zu  entscheiden,  wollen  wir  von 
kn  linken  Seiten  der  Gleichungen  1)  und  2)  abstrahiren  und  die 
Bnmmen  der  vorkommenden  Reihen  direct  aufsuchen,  wobei  wir  den 
Coefficionten  c©,  An,  Bn  die  in  Nro.  3),  4)  und  5)  gefundenen  Werthe 
geben.  Schreiben  wir  in  den  letzten  drei  Formeln  t  statt  u,  so  haben 
vir  unmittelbar 
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Y'^ -{■ '^iC0su-\- Ä2Cos2u -^ '• '  -{-Ancosnu 

Jf  7»  TT 

=— I  /  q>{t)dt  +  2  I  q)(t)cosucostdt  -f  2  /  q)(t)cos2ucos2tdt-\- 


0 

n 


..._[..  2  /  q)(t)cosnucosnidt 

0 

Hier  können  wir  alle  Integrale  in  ein  einziges  zusammenziehen  unc 

zugleich  jedes  doppelte  Product  zweier  Cosinus  in  eine  Summe  zwei« 

Cosinus  zerlegen;  die  rechte  Seite  wird  dann 
n 

—  I  g>(t)[l  -\-  cos(t  —  u)-\-cos2(t  —  u)-]-'  •  •  -{-cosnit  —  u) 

0 

+  cos (^  +  w)  +  cös 2 (^  +  w)  +  •  •  •  +  cosn(t  -\-  u)]  dt, 
und  wenn  die  Reihen  der  Cosinus    mittelst  der  bekannten  Formel* 

C0SC3  +  C0S2G}  -{-  COSOG)  -f  •••  -|-cöswa)  =  —  -~-j ^\ .    i-_  — 

summirt  werden,  so  erhält  jene  rechte  Seite  die  Form 


2  2sin\(o 


n 


1  r(p/Ap^^(^~i)(^--^) 


-^i^{t-u)  ^sm{n^\){i\u)\ 


(t  —  u)      '       2sinl(t  +  u) 


dt. 


0 

Für  unendlich  wachsende  n  ist  daher 

IÄq  -^  ÄiCOSU  -]-  Ä2COS2u-\'  ÄzCOSSu-j"  '  •  • 

n  n 

1{_.      rsin{n-{-\)(t—u)    ,....,  r-      A«wO* +2) (<+«*)      .^^., 

und  auf  ganz  gleiche  Weise  findet  sich  j 

J5i  sinu  -\-  B2 sin  2u  -\-  BssinSu  -{-'-'  ' 

n  n 

=  -\Lim  /       '  .  '  ^'^ :r^t(t)dt—Lim  /      »   .  i/,  ,  \     t(t)dt\ 

7t[       J      2sm\{}.  —  u)      ^  J      2sin\{t-\-u)        ^^    \ 

Wie  man  sieht,  kommt  die  Summirung  der  Reihen  in  1)  und  2)  fli| 
die  Ermittelung  der  Greuzwerthe  zurück,  welchen  sich  zwei  Integral' 


*)  Von  der  Richtigkeit  derselben  überzeugt  man  sich  leicht  dadurcl 
dass  man  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  2sin\(a  multiplicirt  undlinli^ 
Hand  die  Formel 

2  CO8  a  sin  b  =  sin  (a  +  5)  —  sin  (a  —  b) 
für  a  =  (U9  2  (tf,  3  <u, . . .  nto  und  6  =  |a)  in  Anwendung  bringt 
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TOD  ähnlicher  ZuBammensetzung  bei  unendlich  wachsenden  n  nähern. 
Setzt  man  im  ersten  Integrale  \(t  —  u)  =  0 ,  im  zweiten 
I  (^  -f  u)  =  0 ,  80  erhalten  beide  Integrale  die  gemeinschaftliche 
Form 


/ 


a 

nod  es  bleibt  demnach  unsere  Aufgabe,  den  Orenzwerth  zu  finden, 
gegen  welchen  der  vorliegende  Ausdruck  bei  unendlich  wachsenden 
n  convergirt.  Dieses  Problem  steht  übrigens ,  wie  sich  nachher  zei- 
gen wird ,  mit  einem  anderen  und  etwas  einfacheren  in  nahem  Zu- 
sammenhange;  wir  werden  uns  daher  zunächst  mit  dem  letzteren  be- 
Bchaftigen. 


ß  . 

n.  Bestimmung  von  lAm  I  —^F{ß)dd  für  m  =  oo. 

a 


Denken  wir  uns  a  und  ß^a  als  positive  Grössen  und  m  vor- 
läufig als  irgend  eine  endliche  positive  ganze  Zahl,  so  können  wir  das 
Product  m  (ß  —  a)  in  ein  Vielfaches  von  7t  und  in  einen  Rest  zer- 
legen, der  jedenfalls  weniger  als  7C  beträgt ;  dasjenige  Multiplum  von 
s,  welches  nächst  kleiner  als  m(ß  — cc)  ist,  heisse  qjt,  der  Best  möge 
QÜt  Q  bezeichnet  werden.     Hiernach  ist 

m(ß  —  d)  =  a7C  +  Q     oder  '  /J  =  a  +  ^"^T^' 

woraus  beiläufig  folgt,  dass  die  positive  ganze  Zahl  q  gleichzeitig  mit 
m  ins  Unendliche  wächst.  Das  obige  Integral  gestattet  nun  folgende 
Zerlegung. 
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g  «+iZL±£ 

sin  m  ff 


e 


F(ß)d6 


=  r^F(0)de 


a 


«  + 


IL 

m 


=     /  sinmd 
6 


Fie)dd  + 


sinmfl 


F(e)de-^ 


F(ß)de+' 


/   sinmO 

■    +  I  -§~ 

'        m 


F(ö) 


mm 

sinmd 


m 


F(e)de 


und  hier  benutzen  wir  nachstehende  Substitutionen : 


im  Integral  zwischen  a 


«H — 


n 


«4 


2^ 


m 


und  «H — , 
m 


n 


a 


27t 


n      «4 


m 


0=1/ 


m 


ff 


n 


n 


«+ 


(2—1)« 


l»J 


ff 


« 


gjT 


m 


«4 


g;r 


e=v+ 


(«-!)« 


m 


m 


m       m 


m 


Die  ^  ersten  Integrale  werden  hierdurch  auf  das  gleiche  Integrations- 

intervall  i/  =  abisi/  =  aH reducirt  und  lassen  sich  daher  in 

fit 

ein  einziges  Integral  zusammenziehen,  nämlioh: 
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J  "ö 

a 


'^"'^F(e)dd 


i^H —  i?H 

m  m 


+  ( — 1)1 -^ ; — ^-T —  J  sin  mndn 

v-\ — 


m 


<'+?)  ^ 


+  (""  ^)'       I      ^^~"  ^^^  ^^  ^^' 

m 

Unter  der  Yoraussetzung ,  dass  die  Function  F{ß)  von  ö  =  a  bis 
( =  ^  eontinuirlich  abnimmt  niid  dass  sowohl  ihr  grösster  Wei*th 
r(ß)  als  ihr  kleinster  F(ß)  eine  endliche  positive  Grösse  ist,  beträgt 
jedes  Glied  der  Reihe 

,     2ö_<üi)^!(!^_.... 

W  .71  ,    27C 

m  '       m 

Deiir  als  das  nächstfolgende ;  die  Summe  der  Reihe  ist  daher  positiv 

od  kleiner  als  — ^,  mithin  auch  kleiner  als  — ^.  Das  Product  aus 

ri  a 

«  Reihe  und  sin  m  71  liegt  demnach  zwischen  A —  und ^, 

a  a 

md  folglich  ist  das  erste  Integral  rechter  Hand  in  Nro.  1)  zwischen 


«+  — 
•^       fl» 

I    L        «    J  am 


a 


/    L        a  J    ;  am 
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enthalten.     Wir  können  es  deshalb  =  a — —-—    setzen,  wenn  wi 


a      m 


unter  £  einen  nicht  näher  bestimmten  positiven  oder  negativen  echte 
Bruch  verstehen.  Ganz  ähnliche  Schlüsse  gelten  für  das  letzte  L 
tegral  in  Nro.  1);  es  ist  nämlich 

,   qTC  ,  qn 

m  m 

und  hieraus  folgt,  dass  jenes  Integral 

«1   • —   tl  ■ •  — 

,  qTt       m  />         P      wt 

«H /3  —  — 

sm  m 

gesetzt  werden  kann ,  wo  Si  zwischen  —  1  und  +  1  liegt  An  di 
Stelle  der  Gleichung  1)  tritt  jetzt  die  einfachere 


ß  , 


<"  -  ö 


J       0         ^  am  ^         Q        m 

«  p  —  — 


und    wenn    a  nicht  =  0  ist,    so   ergiebt    sich    augenblicklich  fo] 


m  =z  CO 


3)  Limr^^F(d)dd  =  0,  0<«<^. 

Dieses  Resultat  bleibt  auch  in  dem  speciellen  Falle  richtig,  i 

F(d)  von  0  =  cc    bis    0  =  ß   einen   constanten   Werth    hat.    11 

Schlüsse,  welche  sich  auf  die  Reihe  in  Nro.  2)  bezogen,  ändern  ■ 

nämlich  unter  dieser  Voraussetzung  nicht,  und  das  letzte  Integral 

Nro.  1)  convergirt  immer  noch  gegen  die  Null ;   es  ist  daher  &■ 

für  F(ö)  =  1 

ß 

a 
Wir  wollen  zweitens  voraussetzen,  dass  die  Function  F{ii) 
ihrer  continuirlichen  Abnahme  negative  endliche  Werthe  erhal 
könne.  Dann  lässt  sich  immer  eine  Gonstante  0  so  gross  (jedoch  1 
endlicher  Grösse)  wählen,  dass  C-IrJ^Cd)  nur  positive  Werthe  annini 
und  in  der  That  reicht  hierzu  schon  die  Annahme  C  =  —  F{P)  I 
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Die   Formel    3)    ist    nun    auf   die   positiv   abnehmende    Function 
C  +  F{d)  anwendbar  und  giebt 

Lim  r?i^  [0+  Fm  de  =  o 

a 
oder  durch  Integration  der  einzelnen  Theile 

C.Lim  I  — ß—dO  +  Lim  1  -  F(0)dO  —  0 

cc  a 

i  i.  unter  Rüchsicht  auf  Nro.  4) 

rsinmO 
Lim 


m  I  F{ß)dd  =  0. 


a 
Mit  anderen  Worten,  die  Gleichung  3)  gilt  auch  für  endlich  bleibende 
continuirlich  abnehmende  Functionen,  welche  das  Gebiet  des  Nega- 
tiven betreten. 

Wenn  drittens  F{ß)  von  0  =  a  bis  ö  =  ^  continuirlich  wächst 
ohne  jedoch  unendlich  zu  werden ,  so  ist  F  (ß)  —  F(ü)  eine  stetig 
abnehmende  Function ;  für  diese  gilt  die  Gleichung 

ß 

LMny=[F{ß)  -  Fmde  =  0 

a 

oder 

ß  ß 

F(ß) .  Lim  J  —j-  dö  —  Lim  j  —rr—  F{d) dd  =  0. 

a  a 

Durch    Anwendung  von   Nro.  4)   kommt  man   wieder    auf   die 

Formel  3)  zurück,  welche  hiermit  auf  endlich  bleibende,  stetig  wach- 
sende Functionen  ausgedehnt  ist. 

Es  sei  viertens  F(0)  eine  Function,  welche  innerhalb  des  Inter- 
valles  0  =  cc  bis  6  =  ß  bald  wächst  bald  abnimmt ,  sonst  aber 
Btetig  und  endlich  bleibt  Die  Function  bestitzt  dann  Maxima 
und  Minima,  welche  der  Reihe  nach  für  0  =  d'i,  ^2^'"^k  eintreten 
mögen;  die  Grössen  d'i ,  d'2  etc.   denken  wir  uns  hierbei  nach  ihrer 

Grösse  geordnet  also  a  <^  d'i  <i  d^2  .  .  .  <Z^  ^t  <i  ß'     Es  ist  nun 
identisch 
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ß-^Fi6)äe  ^f^^Fifi)  de  +ß^Fie)ä6 + •  •  •  • 

. . .  +ßJ!^F(0)dd  +ßj^F(e)de, 

und  dabei  sind  die  einzebien,  rechter  Hand  vorkommenden  Inte- 
grationsintervalle  so  beschaffen,  dass  F(d)  innerhalb  eines  solchen 
Intervalles  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt.  Zufolge  dieses 
Umstandes  convergirt  jedes  der  rechts  verzeichneten  Integrale  gegen 
die  Null,  und  es  ergiebt  sich  wiederum 

Um  r^^F{ß)de  =  0,  0  <  a  <  /S. 

a 
Die  Function  F{6)  ist  hier  nur  den  beiden  Bedingungen  der  Stetig- 
keit und  der  Endlichkeit  unterworfen,  doch  lässt  sich  auch  die  erste 
derselben  noch  wegschaffen.  Erleidet  nämlich  F{ß)  eine  Unterbrechung 
der  Continuität  an  der  zwischen  a  und  ß  liegenden  Stelle  A,  so  ent- 
sprechen dem  Werthe  Ö  =  A  zwei  Functionswerthe  JP  (A  —  0)  und 
F{k  -\-  0),  und  die  discontinuirliche  Function  F{0)  lässt  sich  dann 
als  Aufeinanderfolge  zweier  continuirlicher  Functionen  betrachten, 
deren  erste  von  dem  Anfangswerthe  F{a)  bis  zu  dem  Endwertbe 
jP(A  —  0)  geht,  und  deren  zweite  mit  F{k  -\-  0)  anfängt  und  mit 
F{ß)  aufhört.     Diese  Bemerkung  veranlasst  folgende  Zerlegung 

f^F(e)de  =f^F(0)de+f'^F(e)de; 

cc  a  A+0 

in  jedem  der  rechts  stehenden  Integrale,  far  sich  genommen,  ändert 
sich  F(6)  continuirlich,  bleibt  nun  ausserdem  F{d)  endlich  von  ö  =  a 
bis  0  =  /J,  so  convergiren  die  beiden  erwähnten  Integrale  gegen  die 
Null,  und  es  ergiebt  sich  wieder  die  ursprüngliche  Formel.  Falls  die 
Function  F(d)  zwischen  ö  =  a  und  d  =  ß  mehrere  Unterbrechungen  der 
Continuität  erleidet,  gelten  die  vorigen  Schlüsse  für  jede  einzelne  Sprung- 
stelle; man  gelangt  damit  zu  dem  allgemeinen  Resultate,  dass  die  Formel 

5)  Um  f^^^F{Q)d6  =  0,  0  <  a  < /3 

a 

für  jede  von  0  =  a  bis  d  =  /3  endlich  bleibende  Function  rich- 
tig ist. 

Die  vorigen  Betrachtungen  verlieren  ihre  Anwendbarkeitj'^wenn 
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ff  =  0  ist ,  weil  dann bei   unendlich  wachsenden  m  nicht 

a       m 

nothwendig  gegen  die  Null  convergirt.     Um  diesen  Fall  genauer  zu 

erörtern,  gehen  wir  auf  die  Gleichung  1)  zurück  und  benutzen  die 

Sabstitution  12  =  — :  es  ist  dann  für  a  =  0 
'        m 

/sinnt  6 
—Ö-F{ß)d() 


n 


nF(i)    F(tt^)  F(i±^) 


sintd^ 


0 

wobei  die  Summe  der  aus  q  Gliedern  bestehenden  Keihe  rechter  Hand 
birz  mit  Sq  bezeichnet  werden  möge.  Setzen  wir  zunächst  voraus, 
dtts  F(ß)  von  ö  =  0  bis  6  =  ß  continuirlich  abnehme ,  ohne  ne- 
^tive  Werthe  zu  erhalten,  so  ist  in  der  erwähnten  Reihe  jedes  Glied 
grösser  als  das  nächstfolgende,  mithin  beträgt  die  Summe  der  Reihe 
mehr  als  eine  gerade,  aber  weniger  als  eine  ungerade  Anzahl  von  Glie- 
dern zusammengenommen.  Es  ist  also,  wenn  2k  -\-  1  eine  beliebige 
nngerade  Zahl  <C  ü  bezeichnet, 

S2*   <^    Sq    <Ci    S2k-\-U 

folglich,  weil  sin^  von  0  bis  7t  positiv  bleibt, 

TT  71  71 

I  SikSin^di  <  /  SqSin^dt,  <  /  S2k^\sinldt,. 

0  00 

Diese  Umgleichung  ersetzen  wir  bequemer  durch  eine  Gleichung,  in- 
dem wir  einen  nicht  näher  bestimmten  positiven  echten  Bruch  e  ein- 
fahren; es  ist  dann 

Ä  TT  TT  n 

j  SqSintd^  =  I  SaiSingeig  +  «|  /  Sai+i  sin  geig--  /  iS2itsmg(2g| 
•  0.0  0 

oder  zufolge  des  Werthes  von  82*+ 1  —  S2k 
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0  0  '/ 

Das  letzte  Integral  in  Nro.  6)  gestattet  eine  der  fr&heren  ähnlicbe 
Behandlung.     Der  Quotient 


\      m      J 


erhält  nämlich  ssli  Anfang  des  Integrationsintervalles  seinen  grössien 
Werth 


qTt  mß  —  Q  ' 

and  daher  ist  der   Werth   des    genannten  Integrales    gleich  einem 
Bruchtheile  von 

Q 


<'-i)r.,..  <^--^ 


'^P  —  Q  J  mß  —  Q 

0 

Zufolge  dieser  Erörterungen  können  wir  die  Gleichung  6)  durch  dip 
nachstehende  ersetzen 


0  0 

F(ß  -  ^) 

Lassen  wir  jetzt  m  ins  Unendliche  wachsen,  ohne  vorläufig  die  be- 
liebige gerade  Zahl  2Ä;  zu  ändern,  so  convergirt  S2k  gegen  den 
Grenzwerth 

1 


Ml  -ih-^tT 


t        e  +  T        g  +  2at  g  +  (2Ä—  1)« 

und  dop  vorige  Gleichung  verwandelt  sich  in 
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0 


+   8^(0)  r 


0 

Der  Werth  des  letzten  Integrales  ist  positiv  and  kleiner  als 

n 


flT^'^-K'+V^ 


0 

er  lässt  sich  daher  auf  jeden  heliebigen  Grad  der  Kleinheit  herab- 
bringen  wenn  man  Ic  gross  genug  wählt;  für  nnendlich  wachsende  h 
folgt  hieraus 


0 

n 


rsii 


Li^l'^FmdO 


0 

wo  die  Reihe  ins  Unendliche  fortgeht  und  convergirt  mit  alleiniger 
AiL«Dahm6  des  Falles  g  =  0.  Das  Product  aus  der  Reihe  und  sin^ 
nimmt  für  ^  =  0  den  Werth  1  an  und  ist  für  0<C5<C^  ein  posi- 
tiver echter  Bruch;  das  Integi'al  des  genannten  Productes  hat  daher 
»Den  endlichen  positiven  Werth,  der,  wie  man  sieht,  unabhängig  von 
ß  ist  und  folglich  nur  eine  absolute  Constante  sein  kann ,  die  vor- 
läufig g  heissen  möge.     Wir  haben  daher  die  Gleichung 

7)  Lim  p^^  F{ß)de  =  g  F(0), 

0 

Qßd  bemerken  noch ,  dass  dieselbe  aus  naheliegenden  Gründen  auch 
für  ein  coDstantes  F(ß)  gilt  und  demnach  für  F(d)  =  1  in 

^)  Lm  I — —dd  =  g 

0 

öbergehi  Hieraus  könnte  man  den  Werth  von  g  ableiten,  doch  wird 
Bich  Qachher  ein  einfacheres  Mittel  dazu  finden. 

Wenn  die  Function  F(ß)  bei  ihrer  continuirlichen  Abnahme  ne- 
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gative  endliche  Werthe  erreicht,  so  kann  man  eine  Gonstante  C  80 
gross  wählen,  dass  C  -f-  F(d)  positiv  bleibt,  und  es  ist  dann 

0 

Durch  Integration  der  einzelnen  Theile  unter  Rücksicht  auf  Nro.  8' 
folgt  hieraus,  dass  die  Gleichung 

Umf^^  F{ff)de  =  9  F((S) 

0 

auch  für  endlich  bleibende,  continuirliche  Functionen  gilt,  welche  da 
Gebiet  des  Negativen  betreten. 

Ist  F{ß)  eine  von  ö  =  0  bis  Ö  =  /3  wachsende  aber  endlicl 
bleibende  Function,  so  lässt  sich  die  vorige  Gleichung  auf  die  ab 
nehmende  Function  F{ß)  —  F(Ö)  anwenden;  sie  g^ebt 

Limp-^lF(ß)  -  Fmdd  =  9[F{ß)  -  FiO)], 

0 

und  daraus  folgt  nach  Integration  der  einzelnen  Theile,  dass  die  For 
mel  7)  auch  für  endlich  bleibende,  continuirlich  wachsende  Functiooei 
ihre  Gültigkeit  behält. 

Wenn  F(d)  innerhalb  des  Integrationsintervalles  bald  wäcy 
bald  abnimmt,  so  kann  man  zwischen  0  und  ß  eine  Zahl  ft  von  d« 
Beschaffenheit  einschalten,  dass  F(d)  von  ö  =  0  bis  ö  =  |i*  ent 
weder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt,  und  dann  lässt  sich  das  vs 
sprüngliche  Integral  folgendermaassen  zerlegen 

J''J^Fie)de=f'^F(d)de  +J'^F(d)d6. 

0  0  f4, 

Bei  unendlich  wachsenden  m  convergirt  das  erste  Integral  rechti 
Hand  gegen  gF(0),  das  zweite  gegen  die  Null  (Formel  Ö),  und  di 
mit  kommt  man  wieder  auf  die  Gleichung  7)  zurück.  Die  nsmlidl 
Zerlegung  lässt  auch  erkennen,  dass  die  Bedingung  der  Continoit^ 
nicht  erforderlich  ist.  Man  kann  nämlich  u  so  klein  wählen,  daj 
F(d)  von  ö  =  0  bis  0  =  ^  keine  Unterbrechung  der  ContinuiÜ 
erleidet,  dass  mithin  alle  Sprungstellen  im  zweiten  Intervalle  0  == ! 
bis  6  =  ß  liegen;  die  übrige  Schlussweise  bleibt  dann  ganz  wi 
vorhin.  Die  Formel  7)  gilt  daher  für  alle  Functionen,  welche  vo 
ö  =  0  bis  ö  =/3  nur  endliche  Werthe  annehmen. 

Da  die  Gonstante  g  weder  von  ß  noch  von  der  Natur  d< 
Function  F  abhängt,  so  können  wir  irgend  eine  Specialisirung  ^ 
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ß  ond  F  zu  ihrer  Bestimmung  benutzen ;  am  besten  eignet  sich  hier- 
zu  die  Wahl 

wobei  F(0)  der  angegebenen  Bedingung  genügt.     Um  nun    die  in 
der  entstandenen  Gleichung 

Lim  j    ^.^^  dO  =  g 


0 


sind 


angedeutete  Integration  auszufuhren,  denken  wir  uns  m  als  ungerade 

Zahl  2  n  4-  1  nnd  benutzen  die  Gleichung 

sm(2»-|-  l)ö 

—^r^ =  1  +  2  [cos2ö  4-  cos 4Ö  4-  Cös  60  -f  . . .  +  co82nß]] 

diese  giebt 


in 


rsm(2nj-l)0  , 

0 

Das  Endresultat  der  Untersuchung  besteht  also  in  dem  Satze,   dass 
die  Formel 

9)  LimJ^F(e)de  =  lnFiO),        ß  >  0, 

0 

för  alle  von  ö  :=  0  bin  ö  =  /3  endlich  bleibenden  Functionen  gilt. 
Um  hier  gleich  ein  paar  Anwendungen  zu  zeigen,  wollen  wir  die 
flo  eben  benutzte  Summenformel  allgemeiner  zwischen  den  Grenzen 
^  =  0  und  d  =  ß  integriren ;  diess  giebt 

/J-f  T«w2/J  +  ^sin^ß  H +  -m2n/J 


A 


J         Sind  J       0        sinO 

0  0 

unter  der  Voraussetzung  ß  <^  n  bleibt  die  Function  6:  sind  endlich 
Ton  Ö  =  0  bis  0  =  /3,  mithin  ist  durch  Uebergang  zur  Gk'enze  fttr 
Qoendlich  wachsende  n 

ß  +  \Bm2ß  +  \im^ß  +  l8in6ß  +  . .  • .  =r  i^r, 

0<ß<x, 

oder  fOr  /}  =  I« 

K«  —  u)  =  {sinu  +-  \sin2u  -f-  \9inZu  +  •  •  •  -i 

0  <  u  <  2  Ä. 

SchlOmilch,  Anftlyn«  II.  9 


sin{2n  +  1)6  —  8in(2n—l)e  ^^^g 
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Man  gelangt  zu  einem  analogen  Resultate,  wenn  man  die  leicht 

heweißbare  Gleichung*) 

2[sin2d  +  sm40  +  sin6d  +  •  •  •  +  sin2n6] 

=  cotd^+  sin2n6  —  cos2n6cotd 

sm(2n4-l)^      - 
=  ^ö*ö  +  sin2nd 2-^v^ 

mit  dd  multiplicirt  und  zwischen  zwei,  vorläufig  noch  nicht  naher 
bestimmten  Grenzen  0  =  a  und  0  =  /3  integrirt.    Zunächst  ergiebt 

sich 

cos2a  —  cos2ß  .  cosAa^cos^ß  ,         ,  co8  2na--cos2np 

______ L  4-  — ■ r  •  *  •  n — ^ 

^      ,  .       ,   Cös2na — cos2nß 

=  l  sinß  —  tsiwa  H r 

^  2n 

_2/m(2n+lLfl     ö  lf.M2^ 

27  0  s«w^  ^27  0  s«n0 

und  wenn  hier  0  <  a  <  jS  <  Jr  genommen  wird,  so  bleibt  die 
Function 

endlich  innerhalb  des  Integrationsintervalles.     Nach  Formel  5)  U 
man  nun  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wechselnde  n 
cos  200  — cos  2 ß        cos4:a  —  cos4:ß    ,    cosßcc--cos6ß  , 

i +  2  +  3  +*" 

=  Isinß  —  Isinoc,  0  <  a  <  /?  <  :r. 

Specieller  für  /3  =  |:7r,  a  =  |w  und  unter  Anwendung  der  bekann- 
ten Formel  1— |  +  |  —  1  +  etc.  =  12  folgt  hieraus 

—  l(2sinlu)  =  \cosu  +  \cos2u  +  \co8  3u  +  •  •  •, 

0  <<  w  <;  Ä. 
Die  beiden  erhaltenen  Summenformeln  geben  zu  erkennen ,  dass  die 
auf  S.  115  beispielweis  abgeführten  Reihenentwickelungen  auch  in 
dem  Grenzfalle  r  =  1  gelten,  sobald  die  (sonst  beliebige)  Variabeletf 
auf  ein  bestimmtes  Intervall  eingeschränkt  wird. 

*)  Wird  nämlich  beiderseite  mit  sind  multiplicirt  und  linker  Hand 
jedes  doppelte  Product  zweier  Sinus  in  die  Differenz  zweier  Cosinus  um- 
gesetzt, 60  entsteht  eine  identische  Gleichung. 
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Ä 


m.  Bestinmning  von  Um  p^^f(e)de  für  m  =  oo. 


Im  Folgenden  wollen  wir  die  Gleichung  9)  auf  den  Fall 

anwenden  und  dabei  voraussetzen,  dass  /(6)  eine  von  ö  =  0  bis 
fi  =  ß  endlich  bleibende  Function  sei.  Für  Ö  =  0  erhält  ^(ö) 
den  endlichen  Werth  F(0)  =/(0),  für  ö  =  sr,  2:nr,  Ssr,  etc.  wird 
dagegen  F{d)  im  Allgemeinen  unendlich;  um  diese  Fälle  auszu- 
lehüessen,  müssen  wir  vorläufig  ß  <^  7t  voraussetzen  und  haben 
dann 

ß 

10)        ^^J^f(6)  ^Ö  =  1^/(0),         ö<ß<7C. 

0 

Anders  gestaltet  sich  die  Sache  für  d  =  tt.  Da  hier  die  Glei- 
chung 9)  nicht  unmittelbar  zur  Anwendung  kommen  darf,  so  be- 
natzen  wir  erst  die  Zerlegung 


71  5^  71 


rsinmB  ^,/,v  ,r,    .     CsinrnB 


J    StnO  J    StnO  J    stnü 

und  Bubstituiren  im  zweiten   Integrale    rechter  Hand  Q  =  n  —  i/, 
vodorch 

f^mde  =  -  cosm^  Ai^/(«  - n)äv 

J    StnO  J    stnf)  •^  ^ 

^d.  Hiernach  ist,  wenn  wir  m  als  ungerade  Zahl  voraussetzen  und 
>tatt  ij  wieder  0  schreiben 


in  \n 


8%nO  J    sinO  J    StnO 


Ü 


In 


0 

I^  letzte  Integral  ist  ebenso  gebildet,  als  wenn  in  Nro.  9) 

9» 
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ß  =  l«,  F{0)  =  -^^  |/(Ö)  +/(«  -  ö)] 

gesetzt  worden  w&re,  und  da  diese  Function  von  ö=  0  bis  0  =r  i; 
endlich  bleibt,  so  folgt 

n 

0 

Durch  die  genaue  Schreibweise  f{pt  —  0)  wird  hier  angedeutet,  wel 
chen  Werth  yonf(n)  man  in  dem  Falle  zu  nehmen  hat,  wo  etw 
f(ß)  f ür  ö  =  jr  eine  Unterbrechung  der  Continuität  erleidet 

Mittelst  der  Formel  11)  ist  leicht  zu  entscheiden ,  wie  sich  di 
Sache  gestaltet,  sobald  ß  ein  Vielfaches  von  7C  ausmacht,  etw 
ß  =  hTt.     Die  Zerlegung  des  Integrationsintervalles  giebt  zmiäcb 

fk^mde  =  f^Ae)dß  +  fh^mdo  +  ... 

J     smO  J    sinO  J     stnO 


n 


/m 


(A-Dtt 
und  wenn  wir  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  0  =  iy,  im  zweiten 
Ö  =  3r  +  1/,  im  dritten  d  =  2n  +  rj  etc.  substituiren,  so  erhal- 
ten wir 

hTt 


0 

n  n 


r^mäß 

J    StnO 


/sinmrj  Csinrnri 

J    smn     ^  I 

.  * .    .  3 

Die  Integrale  rechter  Hand  lassen  sich  in  ein  einziges  zusammll 
ziehen,  wobei  wir  wieder  d  statt  ij  schreiben  wollen.  In  der  so  eol 
stehenden  Gleichung 


/ 


sind 

0 

n 


'^'*'"V(ö)rfö 


=/^[/(Ö)  +/(5r  +  Ö)  +/(2 sr  +  Ö)  +  -.  -|-/(Ä^r-i «+ö)]<l 
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ist  die  rechte  Seite  ebenso  gebildet,  als  wäre  in  Nro.  11)  statt /(0) 
die  endliche  Reihe  /(ö)  H-ZC^ +Ö)  +  etc.  gesetzt  worden;  der 
Uebergang  zur  Grenze  für  m  =  oo  liefert  demnach 


|/(2»-0)+/(23r-fO)       _      /(/^_i^_o)4./(/^_i„-|-0) 

+  i/(Ä3r  -  0) 

Wir  haben  endlich  noch  den  Fall  zu  betrachten,  wo  ß  zwischen 
zwei  benachbarten  Vielfachen  von  n  liegt,  mithin  ß  rzz  hn  -\-y  und 
>>  < }/  <^  jr  ist.    Unter  dieser  Voraussetzung  zerlegen  wir  wie  folgt 

A»  +  y  hn  hn  +  y 

f^mdo  =  p-^  Äff)  de  +  f'^fma 

J   sind     ^  J    stnO  J    stnd 

0  0  hn 

und  ßubstituiren  im  zweiten  Integrale  rechter  Hand  6  =  hTt  +  V^ 
vobei  wir  zuletzt  wieder  6  statt  ij  schreiben;  diess  giebt 
to-hy  hTt  y 

l^maff  =  f'^A6)d6  +  r^f(nn  +  ö)dö. 

i/  Sind    ^  ^  J    stud  J    sind 

ö  0  0 

Für  das  erste  der  rechts  verzeichneten  Integrale  benutzen  wir  die 
Formel  12),  für  das  zweite  die  Formel  10),  indem  wir  das  in  letzterer 
vorkommende /(6)  durch /(ää  +  ö)  ersetzen;  wir  erhalten  so*) 

hn  +  y 

V(2;r-0)+/(2^  +  Q).     .       /(fe^g-,  p) +/(fe^  +  0)| 
"*"  2  ^  ^  2  J' 

0  <  y  <  ;r. 

Hiemach  lässt  sich  auch  der  Fall  /3  =  oo  behandeln,  indem 
man  sich  A  als  unendlich  wachsende  Zahl  denkt,  also  die  Beihen  in 
12)  nnd  13)  ins  Unen'dliche  fortsetzt.  Wenn  diese  Reihen  diver- 
preD,  BD  hat  das  Resultat  keine  Bedeutung ,  convergiren  sie  aber, 
K)  muBs  f{h  n)  bei  unendlich  wachsenden  h  ins  unendliche  abnehmen, 


*)  Die  Formeln  10)  bis  13)  hat  zuerst  Lejeune-Dirichlet  ent- 
»ickelt  in  Grelle 's  Journal  Bd.  IV,  S.  94  und  mit  mehrfachen  Erläu- 
terungen reproducirt  in  Dove's  Repertorium  der  Physik  Bd.  I,  S.  152. 
An  beiden  Orten  transformirt  der  Erfinder  das  oben  betrachtete  Integral 
Biittelit  derselben  Methoden,  welche  wir  auf  das  einfachere  Integral  in 
1  angewendet  haben ;  der  hier  eingeschlagene  Weg  dürfte  indessen  be- 
<lueiaer  sein. 
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und  dann  ist  es  gleichgültig,  welche  von  den  Formeln  12)  und  13) 
in  Anspruch  genommen  wird.     So  erhält  man  z.  B.  für  /(0)  =  c^ 


00 


J    s%nO 

0 


rv.   SirmTnlrung  periodisolier  Reilieii. 

Durch  die  vorigen  Untersuchungen  sind  wir  in  den  Stand  g9* 
setzt,  die  Summen  solcher  unendlicher  Beihen  zu  finden,  der^i  allge- 
meiner Term  durch  das  Integral 


n 

J  f(t)cosn(t  +  x)  dt 

0 


dargestellt  wird;  zur  Ahkürzung  benutzen  wir  hierbei  folgende  Be- 
zeichnungen 


71  n  n 


14)  ün=\jf{t)dt  +Jf(t)cos(t--x)dt+Jf(t)cos2(t—x)dti 


0 

TT 


0 

71  n  n 


•  •  •  -f  I  f(f)co8n{t — x)dU 


.5)  Vn  =  ljf(t)dt  +ff{t)cos(t  +  x)dt '\-J^f(t)cos2(t+x)dt-\" 


71 


1      .       ^  .J .J V       

0  0  0 

••  •  +Jf(t)co8n(t  +  x)iL 

0 

Was  nun  die  erste  Beihe  betrifft,  so  können  wir  dieselbe  auf 
folgende  Form  bringen 

TT 

Un  =  lf(t)  [|  +  cos(t  •^x)  +  co$2(t  —  x)'\ 1-  co$n(t  —  x)]dt 

0 


und  erhalten  nach  einer  schon  mehrmals  benutzten  Summenformel 

J  2^%n\\f,  —  X) 

Statt  %  führen  wir  eine  neue  Yariabele  o  ein  mittelst  der  Substitatioo 
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j(f  —  flj)  =  (D  oder  t  =  2cD  -\-  X  und  bezeichnen  die  ungerade  Zahl 
2n -f  1  kurz  mit  m;  es  ist  dann 


hn-x) 


Un  =   I  

J    sin(o 


CO 

f(2fD-\-x)äc}. 


Dieses  Integral  lässt  sich  in  die  beiden  Theile 


0  /  ö  (n—x) 


1 


Sinei}  ''  ^     '        ^         '  J    sin(D  ''  ^ 


Kriegen,  und  wenn  wir  im  ersten  Integrale  co  =  —  ö,  im  zweiten 
0  =  6  setzen,  so  wird 

J    Sind  J    stnO  "  ^     ' 

0  0 

Mittelst  der  im  yorigen  Abschnitte  bewiesenen  Sätze  können 
jeizt  die  Grrenzwerthe  bestimmt  werden,  gegen  welche  die  beiden 
Integrale  convergiren,  sobald  n  und  m  unendlich  wachsen.  Jene 
Grenzwerthe  hängen  aber  von  dem  Betrage  des  x  ab,  und  daher  müs- 
KD  wir  hinsichtlich  des  letzteren  bestimmte  Voraussetzungen  machen. 
Wir  beschränken  uns  dabei  auf  drei  Fälle,  ob  nämlich  x  =  0, 
oder  zwischen  0  und  yc  enthalten,  oder  =  7t  ist.  Im  ersten  Falle 
renchwindet  das  erste  Integral  wegen  der  gleichen  Intejrationsgren- 
zen,  und  das  zweite  convergirt  gegen  den  Werth  \7tf(-\--  0).     Liegt 

zweitens  x  zwischen  0  und  ;r,  so  hat  man  gleichzeitig  0  <C  3^  <C  ^ 
Dnd  0  <;  |(;r  —  x)  <C  5r,  mithin  convergirt  das  erste  Integral  gegen 
den  ßrenzwerth  l^f(x  —  0),  das  zweite  gegen  |jr/(a? -f- 0).  End- 
lich für  o;  =  ^  verschwindet  das  zweite  Integral  in  Nro.  16)  und 
das  erste  convergirt  gegen  \7Cf(!Jt  —  0).     Demnach  ist 


n) 


0   <l  X  <^7tt  Ua,=  7C 


Eine  ganz  ähnliche  Behandlung  gestattet  F».     Man  findet  zu< 

DächBt 


0 


2sinl(t+x) 


ttöd  ftr  10  -f  «)  =  ö, 
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oder  durch  Zerlegung 

0  0 

Im  Falle  x  =  0  verschwindet  das  zweite  Integral  von  selb&t, 
und  das  erste  convergirt  gegen  1 9r/(-f~  0).  Liegt  x  zwischen  0  und 
7t f  so  sind  \(7t  -^  x)  und  |a?  gleichzeitig  zwischen  0  und  tc  enthalten; 
dann  convergiren  heide  Integrale  gegen  einen  und  denselhen  Grenz- 
werth.  Endlich  für  x  =  7C  convergirt  das  erste  Integral  (nach  Nro* 
11)  gegen  jor/C^r  —  0)  +  |;r/(—  ;r  -f-  0),  das  zweite  gegen 
2  ^/( —  ^  4"  0).     Zusammen  giebt  diess 

(für  a?  =  0,  Fo,  =  lJtf(+  0), 

18)  L    0  <  a?  <  jr,  F«,  =  0, 

l  n   a;  =  ar,  V^  =  \7tf{%  —  0). 

Addirt  man  jetzt  die  Gleichungen  14)  und  15)  für  nic=  oo,  indem 

man  ihre  unter  Nro.  17)  und  18)  angegebenen  Summen  beachtet,  so 

findet  man  nach  beiderseitiger  Division  mit  ;r,  dass  die  Summe  der 

unendlichen  Reihe 

n  n  n 

-  J  f(t)dt+~  lf(t)costdt.cosx  +  - 1 f(t)cos2tdt.cos2x-\"" 
o  0  0 
durch                            ^,         ^s    .     ^^     .    ^N 

/(+o).       /(^-o)+/(^  +  o)       ^^^_^^ 

ausgedrückt  wird,  jenachdem  x  =  0  oder  0  <^  x  <^  7C  oder  ä  =  Jr 
ist.     Dieses  Resultat  lässt  sich,  wenn 

TT 

^^  cosntdt 

0 

gesetzt  wird,  zu  folgendem  Theoreme  zusammenfassen: 

Wenn  die  Function  f(x)  von  a;  =  0  bis   a?  =  ä  end- 
lich und  stetig  bleibt,  so  gilt  die  Gleichung 

f(x)  =  IÄq  4-  Äicosx  +  Ä^cos2x  +•  Ä^cosBx  +  ••• 

für  alleWerthe  von  a;  =  Obisa?  =  ;r  inclusive  beide  Gren- 
zen; erleidet  aber  f(x)  innerhalb  dieses  Intervalles  eine, 
Unterbrechung  der  Continuität,  ohne  jedoch  unendlich  zu 
werden,   so  ist  die  Summe  der  obigen  Reihe   gleich  dem| 


TT 

19)  An=^ff(t) 
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arithmetischen  Mittel  aus  den  heidenWerthea,  welche /(o;) 
an  der  betreffenden  Sprangstelle  hesitzt. 

Darch  Suhtraction  der  Gleichung  15)  von  Nro.  14)  ergiebt  sich 
aaf  ganz  ähnliche  Weise,  dass  der  unendlichen  Reihe 
n  n 

-  j  f{t)sintdt.sinx  -|-—  1  f(t)8in2tdt.sin2x  +  ••• 


0 

die  Summen 


71 

20)  Bn=^ff(t)sh 


zukommen,  jenachdem  x  =  0,  oder  0  <Z  x  <^  jt   oder  x  =  7t  ist. 
Mittelst  der  Abkürzung 

71 

^  sinnt  dt 

0 

gelangt  man  jetzt  zu  dem  analogen  Satze: 

Wenn  die  Function  f(x)  von  a;  =  0  bis  x  =  ;r  endlich 
und  stetig  hleibt,  so  gilt  die  Gleichung 

f(x)  =  Bisinx  -{'B2Sin2x  +  BsSinSx-] 

föralle  zwischen  Ound;r  liegenden  Werthe  vono;  exolusive 
beide  Grenzen;  erleidet  aber /(o?)  innerhalb  dieses  Inter- 
^iUea  eine  Unterbrechung  der  Continuität,  ohne  jedoch 
unendlich  zu  werden,  so  ist  die  Summe  der  obigen  Reihe 
gleich  dem  arithmetischen  Mittel  aus  den  beiden  Werthen, 
welche /(a;)  an  der  betreffenden  SprungsteUe  besitzt. 

Zur  vollständigen  Discussion  der  vorigen  Reihen  gehört  noch 
<^ie  Ermittelung  der  Reihen  summen  für  den  Fall,  dass  x  ausserhalb 
des  Intervalles  0  bis  ye  liegt.     Betrachtet  man  nun  in  der  Reihe 

I  -äo  +  Aicosx  -\-  Ä2Cos2x-\-  ÄsC0s3x-\-  -•- 
I  als  willkührliche  Variabele  und  versteht  unter  |  irgend  eine  zwi- 
schen 0  und  7t  liegende  Zahl,  so  bemerkt  man  leicht,  dass  jeder  ein- 
zehie  der  vorkommenden  Cosinus  für 

x=23r-|,  23r  +  g,  4.7t  -  |,  4:7t  +  t.  6;r  —  g,  6;r +  ^,.... 
denselben  Werth  erhält  wie  für  a;  =  |.  Das  Nämliche  gilt  auch  von 
der  Beihensumme,  welche  demnach  eine  periodische  Function  von 
i  ist.  Für  negative  x  bleibt  die  Reihensumme  dieselbe  wie  für  gleich 
grosse  positive  x.  Diese  Verhältnisse  werden  sehr  anschaulich,  wenn 
inan  sich  die  heiden  Curven  construirt  denkt ,  deren  Gleichungen  in 
wchtwinkligen  Coordinaten  sind  y  =  f(x)  und 
^0  Y  =  IÄq  +  Äi  cosx  -|-  -^2  cos2x  -\ 
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Die  erste  Curve  NP  Q^  B  ist  willkührlich,  (Fig.  28)  und  es  sei  darin 
P  Qi  der  Bogen ,  welcher  der  Abscisse  0  J&i  =  ar  entspricM.    Die 

Fig.  28. 


T 
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y 
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^ 

P 

J 

/K 

1                                             1 
1                                             1 
1                                             1 
1                                             1 
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...  . .  i 

1 
1 

1 
1 

'8 


'8 


zweite  Curve  fallt  von  o?  =  0  bis  a?  =  ^  mit  der  ersten  Curve  zu. 
sammen ,  für  x^  %  sowie  für  ^  <[  0  besteht  sie  aus  einer  Reihe 
von  Bögen,  die  dem  Bogen  P  Qi  congruent  sind.  In  der  Gleiclumg 
21)  hat  man  daher  ein  Mittel  zur  Construction  einer  wellenfÖrmigeii 
Curve,  in  welcher  der  von  a?  =  0  bis  a?  =  ä  reichende  Bogen  mit 
dem  entsprechenden  Bogen  irgend  einer  gegebenen  Curve  überein- 
stimmt. 

Ganz  ähnliche  Betrachtungen  gelten  für  die  Reihe 

J?i  sm  a;  -|-  J?jj  ßm  2  iT  +  J?8  sin  3  a;  H / 

Auch  hier  besteht  die  Curve,  welche  die  Reihensumme  darstellt, 
aus  congruenten  Bögen,  jedoch  liegen  dieselben  abwechselnd  über  und 
unter  der  Abscissenachse  (Fig.  29).  So  oft  x  gleich  einem  Vielfachen 

Fig.  29. 


von  n  wird,  verschwindet  die  Reihensumme;  die  zweite  Curve  hal 
demnach  unendlich  viele  auf  der  Abscissenachse  liegende  isolii-tl 
Punkte  wie  z.  B.  0,  Xi,  ivj  u.  s.  w. 

.  Bevor  wir  Anwendungen  der  beiden  Theoreme  zeigen ,  wollal 
wir  erst  die  Frage  erörtern,  unter  welchen  Umständen  es  erlaubt  seil 
würde,  die  Gleichungen 
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22)  f{x)  =  1^  +  j-icosoj-f  A2C082x^  AzCOsZx-^-  ••• 

23)  f{x)  =  Bx  sinx  -f  B2  sin  2x  -f  B^sin^x  -{ 

in  Beziehung  auf  x  zu  differenziren.  Die  Differentiation  der  ersten 
Gleichung  giebt 

24)  f(x)  =  —  lAiSinx  —  2Ä^sin2x  —  BÄ^sindx  —  •••, 
und  es  bedarf  nun  der  Entscheidung,  ob  diese  Gleichung  richtig  ist 
oder  nicht.    Soll  aber/' (2;)  wie  eine  nach  Sinus  fortschreitende  Reihe 
eatwickelbar  sein,  so  muss  erstens /'(a?)  von  x  =  0  bis  fl?=  3r  end- 
lich bleiben  und  zweitens  ist  der  Coefficient  von  sinnx  mittelst  der 

Formel 

n 

_  sinnt  dt 
0 

m  bestimmen ;  die  Gleichung  24)  würde  daher  richtig  sein,  wenn  der 
Torliegende  Coefficient  =  —  nÄn  wäre.  Durch  theilweise  Integra» 
tion  ergiebt  sich  leicht 

- 1  f\t)  sinnt  dt  z=-[f(jt)  sinnst  -'/(O)smO  —  n  I  f{t)cosntdt 


n 


=  —\f{n)sin  nn  — /(O)smO}  —  w-ä» 


lad  wenn  hier  /(O)  und  /(jf)  endliche  Grössen  sind ,  so  ergiebt  sich 
iflderThat,  dass  der  gesuchte  Coefficient  denWerth  — nAn  hat.  Die 
Merentiation  der  Gleichung  22)  ist  also  erlaubt,  wenn  f{x)  und 
f[x)  von  rc  =  0  bis  ä;  =  ;r  endlich  bleiben. 

Etwas  anders  gestaltet  sich  die  Sache  für  die  Gleichung  23), 
deren  Differentialquotient  sein  würde 

25)      f{x)  =  IB1COSX  +  2B2COs2x  +  SBsCosBx  +  '" 
Verwandelt  man  nämlich  f'(x)  in  eine  nach  Cosinus  fortschreitende 
Reihe,  so  hat  man  als  Coefficient  en  von  cosnx  den  Ausdruck 

-^J  f{t)cosntdt  =  -lf(7t)cosn7C  — /(O)  +  n  j  f{t)  sinnt  dt\ 
0  0 

=  ^{/(^)cöswjr-/(0)j  4-wJ?„, 

welcher  mit  dem  in  Nro.  25)  vorkommenden  Coefficienten  nBn  nicht 
übereinstinamt,  ausgenommen  den  Fall  /(n)  =  /(O)  =  0.  Die 
Differentiation  der  Gleichung  23)  ist  also  nur  dann  erlaubt,  wenn 
/(x)  und  f{x)  von  x  =  0  h\%  x  =  %  endlich  bleiben  und  wenn 
ausserdem  /(O)  =  f{%)  =  0  ist. 
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V.  Anwendungen  der  vorigen  Theoreme. 

A.    Beispiele   zu    Formel    22). 

Für  fix)  =  X  erhält  man 

.  .  2    1  —  cosnn 

mithin 

7C        4  (cosx        cosSx        cosbx  ) 

^  ""  2  ~  jr  l"l2"  "^        3^  "^       52^  +  •  •   1 
oder 

26)        l7t(\n-^x)  =  \cosx  +  Icos  Sx^  ^cosbx  -\ 

0  ^  X  ^  X, 
Die  Specialisirungen  x  =  0  und  x  =^  7C  führen  zu  Summenformeln, 
welche  nach  §.  50  des  ersten  Theiles  schon  bekannt  sind. 
Die  Annahme 

f(x)  =  e^^  +•  e-^^ 
worin  k  eine  beliebige  Gonstante  bezeichnen  möge,  liefert 


Äo  =  - 


2    e^^  —  er^^ 


,     An  —  ^[er  e       )^^        ^^ 


und  daraus  folgt 

Tt  e^*+e""^^ 1  "kcosx       Xcoslx      A cos 3a? 

-7)        2  '  ejATi  __g-A7i  ~  2X  ~~  12  -I-  ;i2  +  22  +  A2 ""  32  -I-  A2  "^ 

Da  der  Ausdruck  linker  Hand  für  negative  x  derselbe  ist,  wie 
für  gleich  grosse  positive  x^  so  gilt  die  Gleichung  unter  der  etwas 
erweiterten  Bedingung  —  sr  ^  o;  ^  ;r. 

Für/(a;)  =  cos^ix^^  wo  ft  keine  ganze  Zahl  sein  möge,  ergiebt 
sich 

.    2  5mft^  2smft7r  (— rl)"+'ft 

^7C  X  n^  —  |Lt' 

mithin 

.  Ä  cosftÄJ 1         ftcösa;        |Ltcös2ir      /tcös3a? 

^  2'sin(i7C~'2ii^  12_^2~22  — /[i2  +  3i_^3—        *    ' 


was  Dasselbe  ist,  als  wenn  man  in  Nr.  27)  A  =  ftV —  1  gesetzt 
hätte.  Auch  diese  Formel  lässt  sich  auf  das  Intervall  x  =  —  ä  bis 
X  =  -^  7t  ausdehnen.  Die  speciellen  Werthe  x  =  0  und  x  =  it 
führen  zu  Gleichungen,  welche  von  den  im  ersten  Theile  in  §.  50  ent* 
wickelten  Formeln  6)  und  3)  nicht  wesentlich  verschieden  sind. 
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B.  feispiele  zu  Formel  23). 

Die  Annahme  f(x)  •=  1  giebt 

„         2     1 — cosn% 
i/=  —  • 

«  n 

mithin 

29)  \n  r=  \sinx  -^  \sinZx  ■}- \sinhx  ^  — , 

0  <  a?  <  jnf, 
worans  z.  E.  für  a;  =  |;r  die  bekannte  Leibnit zische  Reihe   folgt. 
Nimmt  man  f{x)  =  Xy  so  erhält  man 

n 

demnach 

30)  I  a;  =  \sinx  —  lsin2x  +  |sm  3a?  —  •  •  •  • 

Da  die  linke  Seite  für  o;  =  0  verschwindet  und  für  negative  x  die 
Dämlichen,  aber  dem  Zeichen  nach  entgegengesetzten  Werthe  annimmt 
wie  fSr  gleich  grosse  positive  x,  so  lässt  sich  das  Gültigkeitsintervall 
der  Gleichung  ausdehnen  auf  —  n  <C  x  <^  -\-  üt. 

Ersetzt  man   in  der .  vorliegenden  Gleichung  x  durch  yt  —  x, 
so  gelangt  man  zu  der  schon  auf  S.  129  entwickelten  Formel 
13)        \(7t  —  x)  =  \8inx  +  \8in2x  -\-  |sm  3a;  -|-  •  •  •  ., 

welche  an  die  Bedingung  0  <;^  a;  <^  2;r  gebunden  ist.     Das  arith- 
metische Mittel  der  Gleichungen  30)  und  31)  führt  auf  Nro  29)  zurück. 
Durch  Substitution  von 

f(x)  ==  e^^  —  c"-^* 
erhält  man 

und  hieraus  die  Gleichung 

32^        «   e^^  —  e"^^ 1  sinx        2sin2x      3 sinSx 

^        2'c*^  — e-*^~12+ A2""22  +  A^'^32+A2~  ' 

deren  Gültigkeit  sich  leicht  auf  —  üt  <^  x  <^  -\-  7t  ausdehnen  lässt. 
Dasselbe  Resultat  folgt  aus  Nro.  27)  durch  Diflferentiation  in  Be- 
ziehung auf  X. 

Mittelst  der  Substitution  f(x)  =  sin  (ix,  wo  (i  keine  ganze  posi- 
tive Zahl  sein  möge,  findet  man 

28infiyt  ( —  1)"+^^ 
Jjti  ^=^=  ■'———— 

und  demgemäss  ^         ^ 

n  9inii7t        Isinx       2m  2a;  .  SsinBx 


OL . . _ —  .... 


2   stnftÄ       1»— fi2      22 — ft«  '    3«— ft» 


n 
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ein  Resultat,  dessen  Gültigkeit  auf  die  Grenzen  —  ?r  <  a:  <  +  « 
ausgedehnt  werden  kann.  Man  erhält  ühiigens  dieselbe  Gleichimg 
aus  Nro.  32)  wenn  k  =  ftV-—  1  gesetzt  wird. 

C.  Transformation  von  An* 

Für  manche  Anwendungen  der  Formel  22)  ist  eine  Tran8fo^ 
mation  von  Wichtigkeit,  welcher  das  Integral 

TT 

f(t)cosntdt 

0 

in  dem  Falle  unterworfen  werden  kann,  wo  f(t)  eine  Function  von 
cos  t  darstellt,  wo  mithin  f(t)  =  (p  (cos  t)  gesetzt  werden  darf.  Man 
gelangt  hierzu  auf  folgendem  Wege. 

Bezeichnet  wie  gewöhnlich  9?^"^  (e)  den  w-ten  Differentialquotienten 
von  ffiß),  so  ist  durch  theilweise  Integration 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Function  ^  (js)  sowohl  für  j?  =  a 
als  für  jer  =  5  verschwindet  und  dass  g?("— ^>  (js)  von  jef  =  a  bis  0  =  5 
endlich  bleibt,  folgt  hieraus 

h  h 

y  9(«)(^)^(;?)  d0=  —  y  g?<«-i)(£;)  ^\z)  dz. 

a  a 

Wendet  man  rechter  Hauet  wieder  dasselbe  Verfahren  an  und  setzt 
voraus,  dass  ^'(a)  =  0,  i>'(h)  =  0  und  tp^**^^^  (ni)  innerhalb  der  In- 
tegrationsgrenzen endlich  ist,  so  gelangt  man  zu  der  Formel 

b  b 

Jq)^^^{e)'^{z)dz  =  +J(p^^-^^{z)i>'\z)dz. 

a  a 

Es  erhellt  von  selbst,  wie  sich  dieses  Verfahren  fortsetzen  lässt;  die 
9^-malige  Anwendung  desselben  giebt 

b  b 

I  9?<«)(<8f)^(;er)  dz  =  (—  1)«  y  9?(fl')^<»>(£r):e?jer, 

a  a 

und  zwar  müssen  dabei  t{z)j  il>\z)^  .  .  .  ^^'»'"^^(jer)  sowohl  für  ;?  =  d 
als  für  jP  ==  5  verschwinden  und  ^{z\  (p^ {z\...  g?^"""^^ (xr)  innerhalb 
der  Integrationsgrenzen  endlich  bleiben.  Den  für  il>{z)  angegebenen 
Bedingungen  genügt,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  die  Function 

^  {z)  =  (1  —  g^Y-\ 

wenn  a  =  —  1,  l>  =  +  1  genommen  wird,  und  es  ist  daher 
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-1  —1 

Andererseits  hat  man  (S.  7,  Formel  10) 

d»-i(l  —  jBr2)«-|        (— l)»-i  1.3.5...  (2n— 1)    .    , 

— ^-; z-^ =  ^ ^ -sininarccosjs) 

mithin  auch 

+  1 

—1 

1.3.5... (2n —  1)     /*    ,  .  dsininarccosz)  , 
= n j  9'^"> T, **"' 

—  1 

ond  daraus  wird  mittelst  der  Substitution  arccosz  =  t  oder  js:  =  cost^ 

n 


0 

__1.3.5...(2n— 1) 


/  g?(")(cösOs*' 


sin^Hdt 


I  (f  (cos t)d (sinnt) 


n 

0 

n 


=  1.3.5...(2n  —  1)  /  fp(cost)cosntdt 

Demnach  ist  umgekehrt  o 

n  n 

34)  /  {p(cos()cosnidi  =  ,    .    ^ tt rr  /  w^''^(cosi)s%n^'^idi. 

J  1.3.5...(2n — 1)J   ^     ^       ' 

0  0 

ond  hierin  besteht  die  abzuleitende  Transformation  *). 

Um  ihren  Gebrauch  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  wollen  wir  die 
Coefficienten  in  der  Reihenentwickelung 

ij  =  iAo  -f-  Äicosx  -f  Ä2Cos2x  +  .  .  .  . 

Kl  —  2XC0SX   +   X2 

B&her  untersuchen;  es  bedeute  hierbei  x  einen  positiven  oder  nega- 
tiven echten  Brach.  Die  linke  Seite  hat  die  Form  q)(cosx),  und 
zwar  ist 

q)(z)  =     .  = 

Vi  —  2xz  +  x2 

mithin 


1  .  3  .  Ö  ...  (2W—  1)  V(l  —  2  3CiP  +  ;?2)2n  +  l 


*)  Sie  findet  sich  zuerst  in  einer  Abhandlung  von  Jacobi,Grelle'B 
Journal  Bd.  XV,  S.  1. 
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und  nach  den  bisherigen  Formeln 

n  n 

sirflHdt 


_  2^    r         cosntdt  2x«  T sin^H 

"  ~~  ^ j/  Vi— 2xcos«  +  x2  ~    ^  ^  V(i-^2x^  +  x2)2»«  +  i 
n 
_  2x«    r/ sint Y" ^ 

""     TT  7   \Vi  —  2xcost  +  xV    Vi  —  2xcost  -f  X2 

Behufs  einer  weiteren  Umwandlung  benutzen  wir  die  Substitution 

sint 
Vi  —  2xcos^  +  x2 
und  ziehen  aus  derselben  die  beiden  Gleichungen 

Vi  —  2xcos^  +  x2 1  (1  ^xcost)dt      _ 

1 — xcost  Vi x^sinHt^      1 — 2xcost-\-x^ 

deren  Produot  ist 

dt  du 

Vi  —  2occost  +  ^^        Vi  ^  x^sin^u 
Die  Formel  für  An  geht  jetzt  in  die  folgende  über  *) 


n 

An  = 


_  2x»   r     sivfi' 


X^SiW^W 


statt  deren  auch  geschrieben  werden  kann 


4x'»    r     6in^**udu 

7C  J  Vi  —  K^sin^u 


0 

Zur  völligen  Entwickelung  von  An  kann  man  sich  von  hier  an  an 
endlicher  Reihen  bedienen,  indem  man  z.  B.  den  binomischen  SaU 

auf  (1  —  x2«m«tt)   ^  anwendet. 


VI.  Erweitemngen  der  EntwiokelimgsformelJi. 

Für  manche  Anwendungen  der  allgemeinen  Formeln 
f(x)  =  ^Ao  +  Aicosx  +  A^co82x  +  A^cos^x  +-  •  •  •    i 

71 

An  =  —  I  fif) cosntdt, 

0 


*)  Auf  weit  mühsamerem  Wege  gelangt  Legendre  zu  derselbd 
Formel  in  seinem  Traite  des  fonctions  elliptiques,  Tome  II,  page  531 
formule  10. 
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f{x)  =  Bisinx  ■\-  B^sin2x  -\-  B^^sinSx  + 


•  •  t  • 


n 


2  r 

Bn  =  —  /  f(t)  sinnt  dt 

0 

ist  es  ein  lästiger  UebelstaDd,  doss  die  Variabele  x  auf  das  Intervall 
0  bis  a:  beschränkt  bleiben  muss,  und  es  verdient  deshalb  die  Frage, 
ob  eich  möglicherweise  das  Gültigkeitsintervall  erweitem  Hesse,  eine 
Habere  Untersuchung. 

a.   Setzt  man  in  der  ersten  Formel 


X 


=  T-    /(.)=/(^)  =  .M. 


WO  h  eine  willkührliche  positive  Grösse  bezeichnet,  so  erhält  man  die 
neue  Gleichung 

9W  =  Mo  +  ÄiCos^Y-  +  Äicos-^Y-  + 

7t  V 

und  zwar  gilt  letztere   unter  der  Bedingung  0  ^  -j--  ^  ä,  d.  h. 

^  =  y  ^  ^>  n^An  gelangt  also  zu  einer  neuen,  innerhalb  beliebiger 

positiver  Grenzen  geltenden  Entwickelung.     Um  auch  An  entspre- 

» 

cbend  umzuwandeln,  benutzen  wir  die  Substitution  t  =  -=— ;  sie  giebt 

n 

h  h 

Schreiben  wir  endlich  in  den  gefundenen  Gleichungen  wieder  f,x,t 
statt  ^,  ^,  u^  so  haben  wir  den  Satz,  dass  die  Entwickelung 

^•V  f(x)  =  \Ao  +  Äicos—r-  +  ^2Cos— h-^aCOS-y-H 

fitf  alle  flj  von  a?  =  0  bis  flJ  =  Ä  gilt ,  wenn  die  Coefficienten  nach 
te  Formel    ^ 

Mmmt  werden. 

Mittelst  der  n&mlichen  Substitutionen  gelangt  man  zu  dem  ana- 
len Satze,  dass  die  Entwickelung 

J7^    w  \        ■«    .    ^ra;    ,    _     .    2^rr    ,    „     .    3;ra;    , 

•')    f{x)  =  BiStn—- 1-  BfStn-^r—  +  B^stn-^ 1_  .  .  .  . 

h  n  n 

e^r  alle  zwischen  0  und  h  liegende  x  gilt,  wobei  die  Coefficienten 
4cb  der  Formel 

5'clilÖmilch,  Analysis.  H.  10 


[ 
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h 

38)  B„^-jJf{i)sin^dt 

0 

zu  bestimmen  sind""). 

b.  Um  auch  negative  Werthe  von  x  in  das  Bereich  der  Unter- 
suchung zu  ziehen,  bemerken  wir,  dass  die  Gleichung  35)  für  nega- 
tive X  gültig  bleiben  würde,  wenn  die  Function  f(x)  die  Eigenschaft 
/( —  ^)  =/("!"  ^)  hätte,  und  dass  analog  die  Gleichung  37)  ebenfallB 
bei  negativen  x  ihre  Geltung  behalten  würde,  wenn  /( — x)-= — /(+^) 
wäre.  Bezeichnet  nun  F(x)  eine  beliebige  Function  von  x^  so  be- 
sitzt der  Ausdruck 

die  Eigenschaft  /( —  x)  =f(x)  und  kann  daher  für  alle,  von  x  =  —  h 
bis  a;  =  +  Ä  reichenden  "Werthe  des  x  nach  Formel  35)  entwickelt 
werden;  man  hat  also 

39)  ^(-)  +  ^(-^) 


=  §-4e  +  Äicos—^ 1-  Ä2COS—1 1-  Äscos-^ 1- 


7tx     .      .        2nx    .      ,         S7tx 
_  +  A.cos  — 

—  h^x^  +  h. 
Darin  ist 


An  -  jj  [Fit)  +  F(^t)]cos^dt 


h 


0 

h  h 


fFit)cos^dt  +  fF(-t)cos^dt 


10  0 

und  wenn  man  im  letzten  Integrale  statt  t  die  neue  Variabele  —  t 
einführt,  so  erhält  dieses  Integral  die  Form 

0 

F(t)cos^^dt, 

h 

worauf  es  mit  dem  vorhergehenden  zusammengezogen  werden  kann; 
dies  giebt 


0 

ß 


•)  Die  obigen  Entwickelungen  hat  Lagrange  gefunden  und  in  den 
älteren  Abhandlungen  der  Turiner  Akademie  mitgetheilt  (MiBcellaDea 
Taurinensia,  T.  III,  p.  261). 
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40)  A,=  jjF(f)cos^dt. 

Wir  benatzen  zweitens    die  Formel  37)  zur  Entwickelung  des 
Aasdmcks 

welcher  die  Eigenschaft  /(—  x)  =  —  f(x)  besitzt  und  deshalb  eine 
aoch  für  negative  x  gültige  Reihe  liefert,  nämlich 

41)  J^(a?)  -  F(~  x) 

2 

=  Bi  stn  —7 1-  B2  sm  — r 1-  B3  sin  — ; 1_  .  .  .  . 

n  n  n 

—  h  <i  X  <^  -^  h. 

Darin  ist 

h  h 


'•  =  x 


fFit)  sin  ^dt-  Jf{-  t)  sm  ^  dt 


and  wenn  man  im  zweiten  Integrale  —  ^  an  die  Stelle  von  t  treten 
laset,  80  wird  einfacher 

*i)  Bn  =  jf^iß)  sin  ^dt 

Endlich  ergiebt  sich  durch  Addition  der  Gleichungen  39)  u.  41) 

7tx     .      ^  27tX 


•  •  •  • 


*3)     F{x)  =  l-äo  +  Äicos-T f-  ^2C0S— -=—  + 

n  n 

TCX  2jtx 

+  BiSin-r: f-  B2sin^ 1-  •  •  •  •, 

h  h 

luid  diese  Entwickelang  gilt  für  alle  zwischen  —  h  und  -|-  h  liegen- 
den Werthe  der  Variabelen  *). 

Als  Beispiel  diene  die  Annahme  F(x)  =.  6^;  man  erhält  dann 

gÄ  g— A 

1        ,f       1  nx  1  Qnx    ,  ] 

,       (       l         ,  ytx                2           .    27tx    ,  ] 

4-  ä{— -— ; — T^stn— /c^    \,    1 — r^r^iw — 7 h  •  •  •  'r 


*)  Die  Combination  der  Formeln  35)  und  37)  zur  obigen  Entwickelung 
»erdankt  man  Fourierj  s.  dessen  Theorie  de  la  chaleur,  Paris  1822. 

10* 


/ 
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c.  Die  bisherigen  Untersachungen  lassen  sich  anch  nach  einer 
anderen  Seite  hin  erweitern.  Ein  Rückblick  auf  den  Ausgangspunkt 
in  Abschnitt  lY.  zeigt  nämlich,  dass  die  dort  angewendete  Methode 
der  Summirung  überhaupt  auf  solche  Reihen  passt,  deren  allgemei- 
ner Term  durch  das  Integral 

^. 

f(t)cosn(t  '^x)dt 

0 

gebildet  wird,  worin  ft  eine  beliebige  Grösse  bedeutet.  In  der  That 
handelt  es  sich  hier  zuletzt  immer  nur  um  Anwendungen  der  For- 
meln 10)  bis  13),  wobei  die  Fälle  zu  unterscheiden  sind,  ob  fi  ein 
Vielfaches  von  yt  ausmacht  oder  nicht.  Es  wird  hinreichen,  wenn 
wir  den  extremen  Fall  ft  =  oo  mit  wenigen  Worten  berühren. 

Setzen  wir  analog  dem  Früheren 
Un  =  i  //(O (^i  +  f  f(f) cos (t  —  x)dt-{- 1 f(f) cos2{t--x)ät  +  •- 

0  0  0 

•  ••+  I  f(t)cosn(t — x)dt, 

0 

y)  CD  •  OD 

f(t)dt+Jf(t)cos(t^x)dti-Jf(t)cos2(t  +  x)dt  +  " 

0  0  0 

'"  +  Jf(t)cosn(t  +  x)dt, 

0 

so  erhalten  wir  zunächst  für  2n  -\-  l  =  m  und  endliche  x 

0  0 

Bei  unendlich  wachsenden  n  wird  hieraus,  falls  x  zwischen  0  und 
2  7t  liegt  und  f(x)    continuirlich  bleibt 

K  =^{m  +f(27t  +  x)  +f(^7t  +  x)  +/(6;r  +  a?)+.-.) 
Nach  ganz  demselben  Verfahren  ergiebt  sich 


Ix 


^-  =7  -ü;;^>^(-^  +  2ö)dö  -J  -^^A-^  +  2ß)de 

0  0 

und  für  n  ==  oo  bei  gleichen  Voraussetzungen 

K  =^\f{2n-'x)  +/(4^  — a;)  -f /(6:w:  — a;)  H 1. 
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Verbindet  man  die  gefundenen  Resultate  durch  Addition  und  Sub- 
tractioQ  und  setzt  zur  Abkürzung 

44)  An  =  —  1  f(t)cosntdt, 

0 

45)  Bn  =  —  I  f(t)  sinnt  dt, 

7t  J 
0 

60  erhält  man  die  folgenden  unter  der  Bedingung  0  <;  a?  <;  2;r 
geltenden  Gleichungen 

46)  \A^  -f-  Axcosx  -\-  A2COs2x  -(-  AzC0s3x  -j-  •  •  • 
=  /W  4-/(2  Ä—a?)+/(2;r  +  aj)  +  f(4.7t^x) +f(^7t  +  x) 

+  f(67t-'X)+f(67t  +  x)-\ , 

i')  BiSinx  -\-  B2sm2x  -|-  BsSinSx  -f-  •  .  .  . 

i  '=fi^)-f(27t^x)+f(27t  +  x)  -^f(i7t--x)+f(4.7t  +  x) 

--/(6-t:— a;)+/(6;r-f  a;)-| , 

deren  erste  auch  f ür  a?  =  0  und  für  a:  =  2;r  richtig  bleibt,   wäh- 
rend dies  bei  der  zweiten  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist. 

Hinsichtlich  der  Beschränkung,  welcher  x  unterworfen  ist,  be- 
merken wir  noch  Folgendes.  Die  in  Nro.  46)  linker  Hand  stehende 
Bfiihe  ist  f ür  a?  =  ^  ganz  dieselbe  wie  für  a?  =  2  ;r  -{-  |;  die  Reihe 
^  der  rechten  Seite  ist  im  ersten  Falle 

/(l)  +/(2^-|)  +/(23r  +  |)  +/(4;r-ö  +  ... 
i^'gegen  im  zweiten  Falle  bei  etwas  anderer  Anordnung  der  Glieder 

/(-ö  +/(2^*-|)  +f(27t  +  ^)  +/(4;r-|)  +  ...., 
'iie  Gleichung  46)  gilt  daher  im  Allgemeinen  nicht  für  2  tt  <;  a;  <  4  ;r. 
H'oh]  aber  ist  dies  der  Fall,  wenn  die  Function  f(x)  die  Eigenschaft 
Jk—x)  =/(flj)  besitzt,  mithin  erstreckt  sich  dann  die  Gültigkeit  der 
Gleichung  46)  von  a?  =  0  bis  a;  =  4^.  Hier  lässt  sich  die  näm- 
liche Schlussweise  wiederholen  und  es  erhellt  daraus,  dass  die  ge- 
Monte  Gleichung  überhaupt  für  positive  x  gilt,  sobald  jene  Eigen- 
«chaft  stattfindet.  Da  unter  dieser  Voraussetzung  bei  negativen  x 
oeide  Seiten  der  Gleichung  ungestört  bleiben,  so  ergiebt  sich,  dass 
die  Gleichung  46)  für  jedes  reelle  x  gilt,  sobald  f(x)  eine  sogenannte 
gerade  Function  von  x  ist.  Ganz  ähnliche  Schlüsse  sind  auf  die 
Gleichung  47)  anwendbar;  sie  zeigen,  dass  die  genannte  Gleichung 
^r  alle  reellen  x  richtig  bleibt,  falls  f{x)  eine  ungerade  Func- 
tion von  X,  d.  h.  eine  solche  Function  ist,  welcher  die  Eigenschaft 
/(—  x)  zzz  —  /(a;)  zukommt. 

Zufolge  dieser  Bemerkungen  lässt  sich  die   Gleichung  46)  für 
J«deB  X  auf  die  gerade  Function 
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F{x)  +  -FC—  x) 
2 
ebenso  die  Gleichung  47)  auf  die  ungerade  Function 

F(x)  —  Fj—  x) 
2 
anwenden.     Die  Coefficienten  An  und  Bn  werden  dann 

48)  An  =  —  1  F{t) cosnt dt,     Bn  —  —  j  F(t) sin nt dt 

—  00  —00 

und  durch  Addition  der  erhaltenen  Gleichungen  ergiebt  sich 

49)  iÄq  -f-  Aicosx  +  ÄqC082x  -f-  ÄzCOsBx  +  •  •  •  ' 

4-  Bisinx  -\-  BiSin2x  -\-  B^sinBx  -f-  .  .  .  . 
=  F(x)  +  F{x  —  2n)  +  F{x-]-27t)  +  Fix^  4.n)-\-F{x-\-i%) 

+  F{x  —  6ä)  +  F{x  4-  63r)  +  •  •  • 

Zu  dem  nämlichen  Resultate  gelangt  man  unmittelbar,  wenn  man 
die  Reihe 

\JF{t)dt  +J  F(t)cos{t^x)dt  +  fF(t)co$2it  —  x)dt  +  •" 

—"00  —"-00  ^"00 

nach  der  in  Abschnitt  lY.  benutzten  Methode  summirt. 

Um  ein  bemerkenswerthes  Beispiel  geben  zu  können,  entwickeln 
wir  erst  die  Werthe  einiger  bestimmten  Integrale  und  gehen  dabei 
von  der  Formel 


0 


e-'^^dx  =  JVä 


aus,  die  auf  Seite  456  des  ersten  Theiles  bewiesen  ist.    Durch  mibe* 
stimmte  theilweise  Integration  erhalten  wir  zunächst 

y  a;2«e-*Ma;=ic2'?-i  j  x€r-'*dx--(2n—l)  f  x^**-^dx  j  xfr'^k 

ist  nun  2n —  1  positiv,  so  verschwindet  das  Product  aj^^—^c^*' ßo 
wohl  für  a;  =  go  als  für  o;  =  0,  und  es  folgt 

y  a?2ng-a:«^a;  =  ^^  T  ^  f  x^*"'^ e^^dx. 

0  0 

Hieraus  ergiebt  sich  der  Reihe  nach  für  n  =  1 ,  2 ,  u.  s.  w. 
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i  0 


Qod  überhaupt  für  jedes  ganze  positive  n 

1.3.5...(2w  — 1)     ^/n 


0 


x'^'^er^dx  = 


Etwas  allgemeiner  wird  die  Formel  durch  die  Substitution  x  =  at, 
wobei  a  eine  positive ,  die  Null  übersteigenden  Constante  sein  möge ; 
es  folgt  nämlich 

c/  2  2«a2'»  +  i  ' 

0 

Hieraus  lässt  sich  der  Werth  des  bestimmten  Integrales 


/ 


€-<^^cos2htdt 


dadurch  ableiten,  dass  man  cos  21)1  nach  Potenzen  von  21)  t  entwi- 
i^lt,  die  einzelnen  Reihenglieder  iutegrirt  und  hierbei  auf  die 
Gleichung 

1.3. 5. 7. ..(2^—1)  _  1  _  1 

1.2.3.4...(2w)     ~"  2.4.  6...  (2n)        2'».1 .2...n 
R&cksicht  nimmt;  man  findet 


/ 


2a 

0 

Hiervon  machen  wir  Gebrauch  für  die  Formel  46),  indem  wir 
f(x)  gleich  d<r  geraden  Function  e""^'**  nehmen,  wodurch 

wird.    Die  entstehende  Gleichung  lautet 

1    f        ^(±Y  ^c±y  „/^±Y 

50)— =|-i-e   ^^'^cosx  +  e    ^^^^  cos2x  +  e  ^^^^  cos3x+ 
aVny 

—  g— a«*«   _L   g— a«(27r— «)•  _!.  g— a«(27r +  «)« 

J^  g— a«(47r— x)«   ^   g-o«(47r+dr)«    _|_ 
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und  lässt  sich,  wenn  a  ==  — r7=,  x  =  2js   gesetzt  und    die   recht« 
Seite  zur  linken  gemacht  wird,  folgendermaassen  darstellen 

— f!  (z—n)^  (g--2  7y)«  (g— 37g)» 

51)  e  «  +  e       «      +  e       «       +  e        « 

(^'  +  7r)«  (i^  +  27t)«  a  +  37r)« 

=  \/-|l +2e-«cös2je^  +  2e-*«cos4^  +  2e--»«cos6;P  + • 

Versteht  man  unter  n  eine  ^anze  Zahl,  welche  alle  die  Werthe 

—  00 —  3,   —  2,  ~  1,  0,   +  1,    +  2,   +  3,  •  •  •  •  +  00 

annimmt,  so  kann  man  die  vorige  Gleichung  mittelst  zweier  Sum- 
menzeichen kurz  zusammenfassen,  nämlich 

52)  ^e        «       =  l/-  ^e-»*«cös2n-8f. 


■00  —CO 

I  •     1  * 


Diese  Formel  ist  für  die  Theorie   der  elliptischen  Functionen  von 
bedeutendem  Werthe. 


Vn.    Die  Umkelirung  der  Functionen. 

Bei  den  bisherigen  Entwickelungen  wurde  vorausgesetzt,  dass 
die  Functionen  f(x),  F{x)  und  dergleichen  explicite  gegeben  seien; 
man  kann  aber  noch  einen  Schritt  weiter  gehen  und  gelangt  dann 
zur  Lösung  der  Aufgabe,  aus  einer  Gleichung  von  der  Form 

53)  x  =  ip(^) 

umgekehrt  y  als  Function  von  x  zu  entwickeln,  oder  noch  allgemei- 
ner F(y)  durch  x  auszudrücken.  Es  kann  dies  auf  zweierlei  Weise 
geschehen  j  je  nachdem  man  hierzu  die  eine  oder  andere  der  Glei- 
chungen 35)  und  37)  benutzen  will. 

A.  Wenn  wir  für  x  das  Intervall  x  =  0  bis  ä  =  a  >  0  so 
wählen,  dass  die  entsprechenden  Werthe  von  y  und  F{y)  reell  und 
endlich  sind,  so  genügt  F(y)i  als  Function  von  x  gedacht,  den  Be- 
dingungen der  Formel  35),  und  es  muss  daher  eine  Entwickelung 
von  der  Form 

54)  F(y)  =  lÄo  +  Äicos h  Ä^cos !-••••, 

0  ^x  ^a, 
möglich  sein,  wobei  es  wesentlich  darauf  ankommt,  den  Coefficienten 
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a 


A  2    r^,  .       nnx  - 

An'=^  —  I  FMcos dx 

a  J  a 


0 

durch  die  gegebene  Function  ^  auszudrücken.     Mittelst  theilweiser 
Integration  erhält  man  zunächst 


/ 


F{y)Cos dx 


a         .    .    n'jcx         a     C    ,    .    .    nicx 

'^:^^^y^^^^'^ :^  /  F'iy)stn——dy 

fiTC  a  nie  j  a 

=  — -^W^^ — -z^  ""  13  /  F'{y)stn — -^  dy, 

und  es  handelt  sich  jetzt  um  die  Bestimmung  der  für  y  geltenden 
Grenzen,  welche  den  Grenzen  a?  =  0  und  X'=-  o>  entsprechen.  Unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  Gleichung  ^(y)  =  0  reelle  Wurzeln  hat, 
entspricht  dem  Werthe  a?  =  0  irgend  eine  dieser  Wurzeln,  die  j3 
lieisBeD  möge.  Da  femer  a  ein  beliebiger  positiver  Werth  ist,  so 
kaoQ  man  ihn  als  einen  der  positiven  Werthe  von  ^(^)  ansehen  und 
demgemäEB  a  =  ^(b)  setzen,  wo  b  im  Allgemeinen  willkührlich  ist; 
dem  Intervalle  o;  =  0  bis  x  =^  a  entspricht  dann  das  Intervall 
If  =  jJ  bis  y  •=  h.  Jedoch  bedarf  es  hierzu  noch  einer  Bemerkung. 
We  ursprüngliche  Variabele  x  war  eine  von  a?  =  0  bis  ic  =  a  wach- 
8«Qde  Grösse ;  die  Function  ^(y),  welche  an  die  Stelle  von  x  getre- 
ten ist,  mnss  also  dieselbe  Eigenschaft  besitzen ,  und  dazu  gehört, 
^f(j!/)  von  y  =  j3  bis  y  =  b  wächst,  wenn  h  "^  ß,  dagegen  ab- 
Dimmt,  wenn  h  <C.  ß.     Durch  Einführung  der  neuen  Grenzen  und 

2  2 

dnrch  Multiplication  mit  —  =r  — -—   ergiebt    sich    jetzt ,    weil    das 

a         ilf(h) 

Prodact 

F(y)  sin 

a 

•owohl  für  a;  =  a  als  für  a?  =  0  verschwindet, 

55)  A„  =  -^  fF\y)sin^y^dy. 

Iin  speciellen  Falle  n  =  0  giebt  dasselbe  Verfahren 

b 

Setzt  man  in  den  Formeln  54),  55)  und  56)  für  ß  der  Reihe 
üach  die  verschiedenen  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  ^  (y)  =  0  und 
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wählt  in  jedem  Falle  das  zugehörige  h  so,  dass  ^(y),  von  y  =  fi 
hiB  y  =  h  positiv  hleihend,  entweder  nur  wächst  oder  nur  ahnimmt 
so  erhält  man  ebenso  viel  von  einander  verschiedene  Entwickelmigei 
als  es  verschiedene  j3  giebt;  man  findet  demnach  alle  reellen  ümkeb 
rangen  von  x  =  V'Cy). 

Beispielsweis  behandeln  wir  die  Aufgabe,  aus  der  Gleichung 

ye~~v  =  X 
umgekehrt  F(i/)  =  y  herzuleiten.     Das  Product  yer^  verschwinde 

für  y  =  0 ,  erreicht  f ür  v  =  1  sein  Maximum  — ,  und  nimmt  ft; 

€ 

y  ^  l  continuirlich  bis  zu  jedem  Grade  der  Kleinheit  ab;  die  Glei 
chung  ye~v  =  q  hat  daher  die  beiden  reellen  Wurzeln  y  =  0  \mi 
y  =  00 .  Nehmen  wir  erstens  j3  =  0 ,  so  dürfen  wir  }>  nicht  gm 
ser  als  1  wählen,  damit  ye~^^  nur  wachse;  die  Wahl  b  =  1  ist  abei 
die  vortheilhafteste,  weil  dann  das  Intervall  für  y  so  gross  als  mög- 
lich wird.  Unter  dieser  Voraussetzung  ergeben  sich  for  die  Coeffi- 
cienten  die  Formeln 

1 

0 

1 

-4«  =  —  —  /  sin{n%eye~v)dyy 
nicJ 

0 

wo  die  angedeuteten  Integrationen  mittelst  unendlicher  Reihen  aas« 

fuhrbar  sind;  als  erste  Umkehrung  der  Gleichung  ye^^^=x  hat  man 

y  =  ^Aq  +  Aicosnex  +  ÄiCos27tex  -f  .  .  •  . 

0  <  X  < 

Die  zweite  Umkehrung,  die  wir  zur  besseren  Unterscheidung  mit  I 
bezeichnen  wollen,  ergiebt  sich  mittelst  der  Annahme  /3  =  oo.  Di 
mit  ye^v  von  y  =  oo  bis  ^  =  b  nur  abnehme,  darf  b  nicht  klein 
als  1  gewählt  werden;  der  vortheilhafteste  Werth  ist  auch  hier  b 
Unterscheiden  wir  die  neuen  Ooefficienten  von  den  früheren  du 
andere  Buchstaben,  so  erhalten  wir 


iC^Vo  =  1  +  e 

1 


J  ye-vdy. 


2     f. 

/  811 


:A„  =  H /  8in{nneye-v)dy^ 

Yi%  J 

1 


J 


Die  periodischen  Reihen.  155 

und  för  J  die  Entwickelnng 

r=  1^0  +  ^iCosTtex  +  'X2Cos2itex  -f-  .  .  .  . 

1 


0  ^a?^ 


BemerkeDswerth   ist  noch   die  Differenz   der  beiden  Umkehrungen. 
Man  hat  Dämlich 


2  ;• 

—  ^n  =  —  /  sin(n 


nTt  j 

0 

~    Ml»  3*      ^^      5«  78     ^  1 

mithin^  wenn 

"         1«  3^        '       5^  7«        r  *  '  ' 

gesetzt  wird 

=  |Co  +  Cicosütex  4-  C^cös25rea;  +  CsCOsSstex  +  •  •  * 

0<ic<  — . 

—     —    e 

B.  Wir  kehren  wieder  zu  der  allgemeinen  Aufgabe  zurück,  um 
^(y)  in  eine  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  von  x  fortschreitende 
Reihe  zu  entwickeln,  nämlich 

07)  F{y)  =  BiSin 1-  BqSih [-  B^stn 1- 

a  a  a 

0  <  a?  <C  «1 

wohei 


•  >  • 


a 

Bn=  --      F(y)$tn——dx 


0 

ist.    Durch  theilweise  Integration  ergiebt  sich  zunächst 


/ 


FMsin dx 

a 


nyt  a  nTCj  a 

im  letzten  Integrale   schreiben    wir  ^(^)  statt  x,  führen  dann  die 
Grenzen  «  =  0,   x  =  a,    denen   wiederum    die   Grenzen  y  =  /}, 


r~> 
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y  =  b  entsprechen  mögen,  und  erhalten  nach  heiderseitiger  Multi- 

2  2 

plication  mit  —  = 


a         ip(b) 

b 
2  2  2     r    ,  nnibdi) 

^-  =  -  si^^^)-««  +  ^^<^)  +  ^J^^^'">'-m^'' 

oder  kürzer 


wo  selbstverständlich 

58)  c.  =  ±Jr^,«.'-^., 

gesetzt  worden  ist.     Die  Gleichung  57)  erhält  j^etzt  folgende  Gestalt 

F(y)  = ^^<7sm \8in f-  \sin 

.    2F(/3)L    .   jra;    ,    ,    .    2;ra;    ,    ^   .    Stcx    . 


7C 


—tj^.y  .  •  •  •         • 


jra;  2;ra;    ,    ^    .    S^ra? 

a  a  a 

und  darin  lassen  sich  die  beiden  ersten  Reihen  mittelst  der  Formeln 
\sincj  —  \sin2G}  +  \sin3(x)  —  .  .  .  .  =  io, 
\sin(X)  +  ls^n2c^  +  |sm3aj  -f-  .  .  .  .  =  |(:7r  —  o), 

0  <;  cj  <<  3r, 
Summiren;  das  Resultat  ist 

tv 

+  Cis«>* h  C2S«w h  CiStn r  •  •  • 

a  a  ti 

0  <C  a;  <C  ö. 
Hinsichtlich  des  /3,  b  und  a  =  ^(6)  gelten  hier  dieselben  Bestim- 
mungen wie  früher,  üebrigens  liefert  die  vorstehende  Gleichung 
auch  für  x  =  0  und  t/  =  j3,  sowie  für  a?  =  a  und  y  =  &  richtige 
Ergebnisse;  sie  darf  daher  noch  an  den  Grenzen  des  Gültigkeitsinter- 
valles  benutzt  werden*). 


*)  Die  allgemeinen  Entwickelungen  mittelst  der  Formeln  54)  bis  59) 
hat  der  Verfasser  in  der  kleinen  Monographie  „Die  allgemeine  Ümkeh- 
rung  der  Functionen^^  (Halle,  1849)  zuerst  bekannt  gemacht. 
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Als  Beispiel  möge  die  Bestimmung  von  y  aus  der  Gleichung 

y  —  Bsiny  =  x 

dienen;  unter  6  sei  hierhei  ein  positiver  oder  negativer  echter  Bruch 
verstanden.  Die  Gleichung  ^(^)  =  0  hat  im  vorliegenden  Falle  nur 
die  eine  Wurzel  y  =  0,  also  ist  /?  =  0.  Weil  ferner  ilf'(y)  = 
\—scosy  immer  positiv  hleibt,  so  wächst  ^(y)  continuirlich,  mithin 
darf  h  beliebig  gross  genommen  werden ;  der  Einfachheit  wegen  sei 
'^=:3r,  woraus  a  =  n  folgt.     Wir  haben  jetzt  die  Entwickelung 

y  =  X  -\-  CiSinx  +  C2Sin2x  +  C^sinSx  + 

0  ^X  ^7t, 

und  für  den  Coefficienten  C„  die  Formel 

n 

2   r 

Gfi  =  —  /  cos(ny  —  nssiny)dy 


•  •  .  • 


0 

n  n 


=  —  /  cosnycos(nBstny)dy  -| /  stnny8tn(n6stny)dy, 

0  0 

Bei  geraden  n  nimmt  das  Product  cosnycos(nssiny)  im  zweiten 
Quadranten  dieselben  Werthe  an,  wie  im  ersten  Quadranten,  während 
^Product  sinny  sin(n6 siny)  in  beiden  Quadranten  gleiche  und  ent- 
gegengesetzte Werthe  hat;  es  ist  daher  einfacher 

für  gerade  n,       Cn  ^=  —  /  cos(n£  siny)  cos nydy, 

rv  TL  %J 

0 

öurch  ähnliche  Bemerkungen  erhält  man 

für  ungerade  w ,     (7«  =  —  /  sin  (n 8  siny)  sinny  dy. 

nit  J 

0 

'n  beiden  Formeln  setzen  wir  y  z=^\%  —  i  ijnd  erhalten 
Cii  =  —  <^os-T'  I  cos(ns cost) cosnt dt ,        n  gerade, 


0 


Cn  =r  —  sin  -~-  /  sin (n s  cost)  cosnt  dt,        n  ungerade 
n7c        ^  %J 


oier,  was  auf  Dasselbe  hinauskommt, 
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n 

war 

0 


n 
COS  -^  I  C08(n6  cos t)cosntdti        n  gerade , 


71 


On  =  — sin-rr-  1  sin(nscost)cosntdtj        n  ungerade. 

flTC  2  J 

0 

Auf  die  vorliegenden  Integrale  lässt  sich  die  Forme)  34)  anwenden, 
das  eine  Mal  für  ^i(posi)  =  cos(n£cosQ,  das  andere  Mal  für  9(0~ 
sin (n£  cos/;);  in  beiden  Fällen  erhält  man  Dasselbe,  nämlich 

n 

C„  =  — ^    ^   ^   — IT. 7^  I  cos(nscost)sin^*'tdt. 

fiTC  1.3.5... (2w  —  l)u/        ^ 

Die  Ausführang   dieser  Integration  hat  keine  Schwierigkeit,  wenn 

cos(it8cost)  nach  Potenzen  von  w £  cos ^  entwickelt  wird;  man  gelangt 

dabei  zu  den  Integralen  von  der  Form 

n 

cos^H  sin^H  dt , 

0 

die  sich  mittelst  der  Beductionsformel 


n 

/< 


/' 


cos^Hsin^Hdt 
cos^^-Hsin^'^-^H    .     2k  — 


+  ^,^  ,    }    f  cos'^^-H sin^H  dt 
^    2Ä  4-  2nJ 


n 


2Ä  +  2n  '    2Ä  4-  2 

leicht  entwickeln  lassen.     Durch  Ä;- malige  Anwendung  derselben  fin- 
det sich 

n 

cos^Hsin^Hdt 

0 

_         (2fc-l)(2fc-3) 3.1  /^ 

2*. (*  +  »)(&  +  «  — 1)... («4- 2)(w+l)j/  • 

_         1.3 X2h—l)  1.3.5...(2«— 1) 

~  2*(n+l)(n4-2)...(n4-Ä;)*     2.4.6....(2n)     *' 

und  darans  folgt  för  den  Coefficienten  C«  die  nachstehende  Formel, 
in  welcher  zur  Abkürzung  1 . 2 . 3 . . .  m  mit  m'  bezeichnet  ist, 

n       n'      1  l'(«4-l)        2'(«  +  l)(«  +  2) 


3'(M  +  l)(n  +  2)(»  +  8) 
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Es  verdient  übrigens  bemerkt  za  werden,  dass  die  Entwickelong 

y  =z  X  +  Cisinx  +  02$in2x  +  CsSinSx  -f-  •  •  • 
auch  fär  a?  >  Ä  und  a;  <^  0  gültig  bleibt.   Ist  nämlich  x^  %  aber 
<2«,  so  kann  a?  =  2ä  —  |  gesetzt  werden,  wo  |  zwischen  0 
and«  Kegt;  dem  entsprechend  sei  j/  =  2«  —  iy.     Die  Gleichnng 

y  —  Bsiny  =  x 
gefatdaDD  über  in 

ri  —  Bsinri  =  |, 
nod  es  ist  daher 

ri  =  ^  +  Cisin^  +  C2sm2|  +  CsSinB^  -\ , 

durch  Restitution  von  ^  =  2ä  —  y  und  |  =  2ä  —  x  folgt  hier- 
aus wieder  die  vorige  Entwickelung.  Dieselben  Schlüsse  gelten, 
umi  X  =  27C  -\-  |,^  =  29r  +  V  gesetzt  wird,  und  es  erhellt,  in- 
dem man  auf  diesem  Wege  weiter  geht,  dass  die  genannte  Reihe  für 
alle  positiven  X  gilt.  Weil  endlich  die  Gleichung  y  —  esiny  =  x 
und  die  Reihe  für  y  in  der  Eigenschaft  übereinstimmen,  dass  glei- 
chen und  entgegengesetzten  x  gleiche  und  entgegengesetzte  y  ent- 
sprechen, so  bleibt  jene  Entwickelung  für  alle  reellen  x  richtig  '*'). 

vm.  Die  Dir  io  hl  et 'sehen  Reihen. 

Zufolge  der  in  Abschnitt  IV.  enthaltenen  Betrachtungen  bildet 
die  Sommirung  der  Reihen  von  der  Form 

\Ao  +  ÄiCOSX  -f  Ä2C0s2x  +  ÄsCosSx  +  •  •  •> 

Bisinx  +  B2sin2x  +  BsSinSx  -f-  •  •  •  • 

oar  ein  einfaches  Beispiel  für  die  Regeln ,  nach  welchen  der  Grenz- 
werth  von 


fi 

J     sind 

0 


Wi  unendlich  wachsenden  m  bestimmt  wird  (Abschn.  III).  Die  All- 
gemeinheit dieser  Regeln  lässt  erwarten,  dass  jene  Anwendung  keine 
vereinzelte  sein  wird,  dass  vielmehr  aus  derselben  Quelle  auch  ander- 
»cite  Reihensummirungen    geschöpft  werden  können.     Wie  dies  in 

*)  Wie  es  scheint,  hat  Poisson  in  §.  221  seines  Lehrbuchs  der  Me- 
chanik den  ersten  Versuch  gemacht,  das  Kepler' sehe  Problem  durch 
periodische  Reihen  aufzulösen,  ohne  jedoch  die  nöthigen  Formeln  hinrei- 
chend ZQ  entwickeln.  Das  Letztere  ist  von  Bessel  geschehen  in  den  Ab- 
handlimgen  der  mathem.  Ch  der  Berliner  Akademie,  Jahrg.  1816  —  17. 
Berlin  1619.  8.  49  —  55. 


•     •     • 


•    •    •    • 
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der  That  möglich  ist,  wollen  wir  im  Folgenden  an  einem  zweiten 
Beispiele  zeigen;  wir  stellen  uns  dahei  die  Aufgahe,  aus  der  als  be- 
kannt vorausgesetzten  Summe  der  endlichen  oder  unendlichen  Reihe 

Co  +  Cicosx  -|-  GiC082x  -f  CgCosSa?  -|-  •  •  • 
die  Summen  der  beiden  neuen  Reihen 

Co  +  Oicoscn  -\-  C2Cos4:a)  +  GzCosdco  -{- 
Cisincü  -{-  C2sin4:(X)  +  CBsindci}  -]-  GiSinl^o)  -\- 
herzuleiten,  welche  letztere  man  als  Cosinus-  und  Sinusreihen  zwei- 
ter Stufe  bezeichnen  könnte,  in  so  fem  hier  die  Vielfachen  von  © 
eine  arithmetische  Reihe  zweiter  Ordnung  bilden*). 

Bevor  wir  uns  mit  diesem  Probleme  näher  beschäftigen,  müssen 

wir  erst  einige  Bemerkungen  über  gewisse  Integrale  vorausschicken. 

a.    Versteht  man  unter  Je  eine  ganze  positive  Zahl  und  unter  q 

eine  zwischen  0  und  3r  enthaltene  Grösse,  so  ist,    y^  im  absoluten 
Sinne  genommen, 


^^^       I     sm^a^  ^      I    ^dz  + 


V. 


kn  k7T-\-Q 


•     •     •     • 


stnz  - 


V 


e 


(*— 1)71  kn 

im  ersten  Integrale  rechter  Hand  werde  z  =  y  substituirt,  im  zwei- 
ten je?  =  Ä  +  ^,  im  dritten  ^  =  2ä  -{-  y  vl,  b.  i.<t  eB  ergiebt  sich 
dann  durch  Zusammenziehung  derjenigen  Integrale,  welche  die  glei- 
chen Grenzen  0  und  n  erhalten  haben, 

kn^Q  q 

0  0 

n 


~I[h 


1  1  (— i)*-i     1 

— ■_        -I — .  — .  •  •  -1 — .  ^   --       l  siny dy, 

V^+y      V27t+y  V(Ä;_i);r  +  yI 

Für  das  zweite  Integral  linker  Hand  bemerken  wir,  dass  siny  immer 
positiv,  mithin 

*)  Diese  Analyse  ist  eine  Schöpfung  von  Lejeune-Dirichlet;  s. 
Abhandlungen  der  K.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  Jahrgang 
1835,  erschienen  1837,  oder  Grelle *s  Journal,  Bd.  17,  S.  57. 
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iA     .       Jsinydy<:   /  . /^^     dy  <:-j==  j  sinydy 

ist;  der  Werth  dieses  Integrales    convergirt    daher   hei    unendlich 
itehsenden  k  gegen  die  Null.     Es  ist  demnach 


~I[y~v 


y~'  i/   IVy"        V«+y        V23t  +  y 


sin  yd  ff. 


Die  recliter  Hand  vorkommende   unendliche  Reihe   convergirt  und 
Mtzt  eine  positive,  weniger   als'  — ^  betragende  Summe;  hieraus 

Vy 

folgt 

Denmftch  hat  das  Integral 


/ 


«0 

sinz 


V7 


dz 


0 

«inen zwischen  0  und  2^71  enthaltenen,  d.  h.  einen  positiven  end- 
^icW  Werth. 

Betrachten  wir  zweitens  das  analoge  Integral 

00  2  o» 


/cosz  _  rcosz  ,     ,      Ccosz  , 

^  gelten  folgende  Schlüsse.     Im  ersten  Integrale  rechter  Hand  ist 
^n  positiv,  mithin 


\n  \n 


^  Integral  hesitzt  demnach  einen  positiven ,  zwischen  0  und  v2n 
%enden  Werth.  Im  zweiten  Integrale  ^ei  z  =  \7C  +  §;  dasselhe 
Ftrwandelt  sich  dann  in 


^d  hier  zeigen  ganz  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin,  dass  der  Inte- 
Nwerth  von  endlicher  Grösse  ist, 

i^chlömilch,  AnalyiiB.  H.  H 


dis 
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Nach  diesen  Bemerkungen  zusammen  dürfen  wir 

00  *  OD 

r.^N  Ccosz  _  Csinz 

60)  /vT-^"'     /vT 

setzen,  wo  a  und  &  gewisse  endliche  Grössen  sind,    deren  Wertb 
wir  später  gelegentlich  bestimmen  können. 

Für  z  •=1  P  gehen  die  vorstehenden  Gleichungen  in  die  folgen 
den  über 

2  /  cosip)  dt  =  a,     2  /  sin (t^)  dt  =  b, 

0  0 

wofür  geschrieben  werden  kann 


/ cos{t^)dt  =  a,        / sin{P) dt  =^  K 

•^00  ~""  OB 

Substituirt  man  femer  t  =z  u  -\-  A,  wo  k  eine  beliebige  Constant« 
bezeichnet,  so  erleiden  die  Integrationsgrenzen  keine  Aenderung 
und  es  wird  wegen  (u  -f-  A)2  =  ^2  _j_  ^2  _j_  2  Xu 


a>  OD 


/  cos(u^  +  k^)cos2kudu  —    /  sin(u^  -]-  l^)$in2kudu  =  a, 


■00  — 00 

OD  OD 


I  sin{y,^  ■\-  k^)cos2kudu  -\-    I  cos(u'^  -}-  k'^)sin2kudu  =  h. 


.00  00 


Zufolge  des  ümstandes,  dass  die  Functionen  sin{u^  -\-  X^)sin2Xum 
C08(u^  -|- A2)sm2Aw  die  gemeinsame  Eigenschaft  q){ — w)=— (jp(tt' 
besitzen,  verschwinden  die  beiden  Integrale,  in  denen  sin2kuY0t 
kommt;  das  noch  Uebrige  lässt  sich  folgendermaassen  schreiben: 

OD  OD 

cosß^)  I  cos(u^)cos2ludu  —  sin(k^)  J  sin (u^) cos 2 ku du  =  a, 


—00  — 00 

OD  00 


sinß^)  I  cos  (u^)  cos  2  Xu  du  -\-cos(k^)  I  sin(u^)cos2kiidu  =  b. 


—  00  — » 


Hieraus  ergeben  sich  die  Werthe  der  beiden  linker  Hand  stehen d< 
Integrale,  nämlich 


/ 


cos(u^)cos2kudu  =±  acos(k^)  +  hsin{k^), 


00 

00 


/ 


sin(u^)cos2kudu  =  hcos(k^)  —  asin(k^). 


•00 
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Sabflftitniren  wir  noch 


X 


X  -=.  w  Vo, 


wo  fi)  uDd  n  heliehige  Constanten  bedeuten,  so  gelangen  wir  za  den 
beiden  Formehi 

61)    /^^(t — \cosnxdx  =  2[acas(n^Gi)  -|-  b stn (w^ o)] V<d , 


—  00 


62)    I  sin(-—\€osnxdx  =  2[bcos{n^(o)  —  a sm (n^ »)]  V« , 

m  denen  wir  sogleich  Gebranch  machen  werden. 

b.  Im  Folgenden  setzen  wir  voraus,  dass  F(x)  eine  bekannte 
FoDction  von  x  sei  und  dass  für  alle  reellen  x  eine  Gleichung  von 
der  Form 

F{x)  =  Cq  -\-  Gicosx  +  C2COS2X  4"  GzCOsSx  -\-  '  '  '  » 

existire;  femer  sei 

lf=  Ce  +  Cicosa  -f-  C2CÖS40  +  CsCösQcj  •  •  •  •, 

7=CiSincj  -f-  C2Sm4G}  -{-  CzSin9(o  +  Cjsmieo -|- ••••, 

^T  können  dann  die  unbekannten  Summen  ü  und  V  leicht  in  be- 
samte Integrale  verwandeln.  Multiplicirt  man  nämlich  die  Glei- 
<4nflgBn  61)  und  62)  mit  (7„,  nimmt  dann  n  =  0,  1,  2,  3,  etc.  und 
^dirt  alle  entstehenden  Gleichungen,  so  erhält  man  augenblicklich  * 

OD 

I  C08C^^F{x)dx  =  2(at^+bF)Vrä, 

— 00 

fsin(^\ Fix) dx=2(bU—ar)V^,  • 

00 

toraas  U  und  V  selber  leicht  gefunden  werden  können.  Zufolge 
<!«  Bemerkung,  dass  F( —  x)  =  F(x)  ist,  lassen  sich  die  vorstehen- 
d«n  Gleichungen  durch 


i«) 


64) 


Jco8{—^F(x)dx==(aü+  hV)V^, 
0 

fsmC^^F(x)dx  =  (hU—  aV)Vä 


0 

«netzen,  und  in  dieser  Form  wollen  wir  sie  einer  genaueren  Discus- 
tion  unterziehen. 

11* 
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c.    Das  in  Nro.  63)  vorkommende  Integral  ist  der  Grenzwertl 
welchem  sich  der  Ausdruck 

"mn  +  Q 

65)  A''n:^)^('')'^* 

mn  mn+Q 

0  mn 

für  unendlich  wachsende  m  nähert,  wobei  m  eine  ganze  positive  Zäh 
Q  einen  positiven  endlichen  Rest  bedeutet.  Das  letzte  Integral  iu 
tersuchen  wir  zuerst,  substituiren  darin 

und  lösen  die  trigonometrische  Function 

in  die  Cosinus  und  Sinus  der  drei  einzelnen  Bogentheile  auf;  dies  gieb 

mn+  Q  ß 

/  F(aj)cös(i— )»«= — cos- —  /  F[m7t-\ d)cos — ^cosnißä 

mTT  0 


2o    .  IW%2 


9r        4o 

0 

ß 

2gj      W%2 

— cos 

9r        4g} 
ö 

ß 

2(0    .   ^2^2 
SM— 

X        4(0 

0 


//          2©  \      oö* 
Ff  m;rH djsin — —(X)smm 


//          2(oA      CJÖ2 
F(  wi  ;rH 0  jsin — —sinmtii 


//          2ajA      G)02        ^, 
F(  w»:r-| Ojcos — -sinmOi 


Vor  den  rechter  Hand  verzeichneten  Integralen  stehen  Factoren, 

che  zwischen  —  -—  und  +  -—  enthalten,  also  von  endlicher  Grä 

2ä  '   2jr 

sind;  weil  femer  F(x),  der  Voraussetzung  zufolge,  immer  nur  ei 

liehe  Werthe  besitzt  und  die  beiden  Functionen 

aJÖ2         _       .   0102 

cos  — —    und    Sin  — r- 
«2  n^ 

die  Grenzen  —  1  und  -f  1  i^i<^ht  überschreiten  können,  so  bat  iq 
es  überhaupt  mit  Integralen  von  den  Formen 

J  (p(e)cosmddd     und     J  'i>{ß)sinmedd 
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za  thiiD,  worin  die  Functionen  tpiOJ  und  ip(0)  durchaus  endliche 
Werthe  behalten.  Nach  Formel  9)  ist  nun  bei  unendlich  wachsen- 
den m 

lmfti>{ß)sinmede  =  lAmJ^^Ü^  .  d^{d)dd  =  0. 

0  0 

Ferner  hat  man  für  d  =  2^ 

/  q>(ß)cosmede  =  2    f  q>(2d)cos2md'dd' 

0  0 

0  0 

ood  da  sich  die  beiden  letzten  Integrale  gleichen  endlichen  Grenzen 
nähen),  so  ist  auch 

/ 

lAm  I  q>{6)co$mOdd  =  0. 

0 

Bie  vier  oben  genannten   Integrale   convergiren  demnach   gemein 
«Wich  gegen  die  Null,  oder  es  ist 


Lim  I  F{x)cos(—]dx  =  0     ' 


niEich  Nro.  65) 


/mn 
cos(—jF((xi)dx  =  Lim  I  C08(—jF(x)dx, 


0 

d.  h.  man  darf  ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  die  obere 
^ze  00  als  ein  unendlich  Vielfaches  von  7t  ansehen,  wobei  es  auch 
nicht  darauf  ankommt,  ob  m  gerade  oder  ungerade  ist.' 

>  Wir  denken  uns  im  Folgenden  m  als  eine  Zahl  von  der  Form 
4n  4-  1  und  zerlege^  das  von  a?  =  0  bis  a?  =  (4w  +  l)jr  gehende 
Integral  nach  dem  Schema 

371  571;  (4» +  1)71 

66)      ^ 

n  371  (4  «—1)71 

Mit  AoBnahme  des  ersten  Integrales  sind  die  Integrale  rechter  Hand 
Ton  der  Form 


(±n-\-iyn  n  sn  5n  (4 

/     =/  +  /  +/  +•••  +  / 


(2g— 
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(2«  +  l)7I 

cos(—jF(x)dx,         g  =  1,  2,  3,  .  .  .  2n; 

r2q-.i)7i     ^^ 

mittelst  der  Substitution  x  -=.  2 q_%  -\-  y ^  bei  welcher  F(aj)  in 
jP(22Ä  -f- y)  =  -^(i/)  übergeht,  wird  daraus 

—  TT 

Dieses  Integral  zerlegen  wir  wieder  in  zwei  andere,  von  —  ä  bis  0 
und  von  0  bis  -|-  ä  gehende  Integrale;  im  ersten  setzen  wir  y= — i, 
im  zweiten  y  =  Xi  und  erhalten  dann  zwei,  auf  das  gleiche  Intervall 
o;  =  0  bis  o;  =  :r  ausgedehnte  Integrale,  welche  sich  zusammenzie- 
hen lassen.     Wegen  F( —  x)  =  F(x)  giebt  dies 

0 

=    /  2  F(x)  cos  (-^--7—^—-)  cos ^^—  dx. 

0 

Da  jetzt  alle  in  Nro.  66)  vorkommenden  Integrale  gleiche  Grenzen 
besitzen,  so  können  dieselben  zu  einem  einzigen  Integrale  vereinigt 
werden;  man  erhält  damit  ein  Resultat  von  der  Form 

(4n  +  l)7J  71 

67)  l^^^iT~) -^^^^ ^^  ~  [^ ^^^^  ^^ ' 

9  0 

worin  X  folgende  Summe  bedeutet: 

^  a?»     ,    ^      4;r2  +  a;2      sra?    ,    ^      4(2:np)2  +  x^      2nx 

X  =  COS-r—    +   2C0S cos \-  2C0S-^ ■: 008 

4(il  407  (9  4C9  (D 

,  ,    ^       4:(2n7ty  +  »2      2n7tx 

+  ••••  +  2co$-^ r — ■ 008 

4o  d 

Die  Summirung  dieser  aus  2n  -|-  1  Gliedern  bestehenden  Reihe 
ist  im  Allgemeinen  eine  schwere  Aufgabe,  sie  lässt  sich  aber  in  dem 
speciellen  Falle  leicht  bewerkstelligen,  wo  für  o  ein  aliquoter  Theil 
der  Ereisperipherie  gesetzt  wird.     Bezeichnet  nämlich  h  eine  ganze 

2jt 

positive  Zahl  und  ist  ci  =  -rr-j  so  verwandelt  sich  der  Ausdruck 

2cos\ h  -Ä — jöös , 

welcher  irgend  einen  der  Theile  von  X  darstellt,  in 
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2cos\—r \-  -T — ]cos 


2    ' 

vo  hinsichtlich  der  Zahl  q  zwei  Fälle  zu  unterscheiden  sind.  Bei 
geraden  q  ist  q^  und  ehenso  q^k  von  der  Form  4p,  mithin  hildet 
\ij;h  ein  gerades  Multiplum  von  Jt,   folglich  ist  das  vorliegende 

Prodnct 

kx^       qkx 
2  cos  -^ —  cos  -rr- ,  q  gerade. 

Bei  ungeraden  q  steht  q^  unter  der  Form  4|}  +  1  und  q^k  unter 
der  Form  4r  +  äj;  aus  dem  obigen  Producte  wird  dann 

/kn    ,     kx^\       qkx  , 

2cos(—  +  ^)^s  — ,      q  ungerade. 

Nich  diesen  Bemerkungen  erhält  man 

kx^  (  ] 

i=2cos——ll  +  coskx  +  cos2kx  +  •  •  •  +  cosnkxt 

,  „      ßTt    ,    kx^\  (     kx  ,        3Ä;a;  ,         ,        (2n—l)kx] 
kx^     sin(n  -\-l)kx 

=  cos-—- '  — -r-rr^ — 

Sit  stn^kx 

"^cösf-—  +  -— )    — \    '   ^ — cos\kx  —  cos{n-\-^kx\ 
wonD8  mmittelbar  folgt 

71 


0 
TT 

rsm{n-\-^kx  ^,  .       (kn    ,    A;a;2\ 

'    0/        s%n\kx         ■   ^       \2  %%)       ^ 

0  ^ 

n 

—  J  F(x)cos(n  +  l)kxcos('Y  +  -^J  dx. 
0 
>f  der  linken  Seite  benutzen  wir  die  Gleichung  67),  rechter  Hand 
Ijrtituiren  wir  ^kx  =  0  und  setzen  zur  Abkürzung  2n  +  1  =  m; 
^ist  dann 
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(4»  +  l)7r  Q*'' 


l4»  +  i;7i  ja  — 

/  F(x)coS'—dx  =  'j-         .    „  F(-^)CQS--^— c?/? 
J       ^  ^       4tG)  hj    Sinti      \  h  J       2Tg% 

0  0 

,     2    rsinmd^/2ß\       /Jen  ,     ö«  \       .^. 


|*7r 


Bei  unendlich  wachsenden  n  und  m  convergirt  das  letzte  Integnl 
gegen  die  Null;  die  Grenzen,  welchen  sich  die  heiden  ührigen  Inte- 
grale auf  der  rechten  Seite  nähern,  sind  mittelst  der  Formeln  12) 
und  13)  leicht  zu  ermitteln,  und  so  ergiebt  sich 

F(x)cos  —  dx 

0 

23rfi^,^.    ,    ^/27t\       Vtc    ,    ^/43r\       2^n:   , 

+  X  F(<>)  '^^  T  -  ^(t)  ^''<-2-  +  -2W) 

+  nT)nT  +  w~ f 

Hinsichtlich  der  letzten  Glieder  der  rechts  stehenden  endlichen  Ro< 
hen  ist  noch  eine  Bemerkung  erforderlich.  Für  gerade  1c  =  2Äwir^ 
die  obere  Integrationsgrenze  \k7C  =  hn^  und^dann  zeigt  die  Forme 

12),  dass  der  letzte  SummanJ  den  Factor  Fy—r-)  nebst  dem  Coel 

ficienten  |  enthält.  Bei  ungeraden  h  =  2h-\-  1  wird  \k7C^=hn  ■\-]/^ 
und  nach   Formel  13)   kommt  im  letzten  Summanden    der  Factoj 

F(  j  mit  dem  Coefücienten  1  vor.   Schreibt  man  wieder  ö  stal 

2  ST 

—  und  berücksichtigt  die  Gleichung  63),  so  hat  man  folgendes  Resultl 

68)  e'^-^^^ 


V 


G> 


=  |J'(0)  +  Fia)cos^  4-  JF(2ra)cos^  + 

4  4 

=  ^F(0)cos-  -  F{(o)cos\^-  +  -^j 

+  F{2d)cosi^-  +  — j  - 


•  •  •■.  •  • 
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Bei  geraden  h  enthält  das  letzte  Glied  jeder  Reihe  den  Factor 
F^ka)  =  F(n)  und  ist  nur  zur  Hälfte  in  Rechnung  zu  hringen; 
bei  uDgeraden  k  schliessen  die  Reihen  mit  denjenigen  Gliedern  y  wel- 
che den  Factor  F(^(k  —  l)o)  =  F(:nP  —  |o)  hesitzen. 

d.  Die  im  Vorigen  auf  die  Gleichung  63)  angewendeten  Trans- 
fonnationen  gelten  fast  wörtlich  auch  für  die  Gleichung  64).  Man 
uberzeagt  sich  vorerst,  dasB 

«B  in  71 

I  siny  —  \F{x)dx  =  Lim  I  8in(—jF(x)dx 

0  0 

»t,  worin  m  eine  unendlich  wachsende  ganze  Zahl  bedeutet;  man 
nimmt  femer  tn  =  4  n  -f-  1 ,  benutzt  die  Zerlegung  nach  dem  Schema 
(13)  und  findet  durch  dieselben  Substitutionen  wie  vorhin 

1*11+1)71  a*^ 

\f^  •    ^'  ^  ?    Amme     /20\    .     ö^    _^ 


0 


+1 

0 


Ikn 

2 


0 

i  rechter  Hand  m  =  2n  -\-  1  ist.  Durch  Uebergang  zur 
(Frenze  für  unendlich  wachsende  n  gelangt  man  schliesslich  zu  der 
fileichong 

1)U  —  aV 


69) 


v^ 


=  F{(o)stn—-  +  F(2G))sin-—  +  F(3ö)sin-—  +  •  •  • 

+  \F(0)8tn—  —  F((X))stn{^—  +  -^j 

.    T^/«    X   .   /'5r2    ,    22gi\ 
+  F(2c3)stn\^—  +  --^j  - ; 

nir  die  letzten  Glieder  der  rechts  vorkommenden  endlichen  Reihen 
gelten  hier  die  nämlichen  Regeln  wie  bei  der  Gleichung  68). 

Ans  den  beiden  Gleichungen  68)  und  69)  zusammen  können  ü 
iifld  V  entwickelt  werden ,  was  am  besten  erst  in  jedem  speciellen 
^'alle  geschieht. 
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Wählt  man  die  ursprüngliche,  durch  F(x)  summirte  Beihe  so, 
dass  sich  die  Summen  ü  und  F  direct  finden  lassen,  so  führen  die 
Gleichungen  68)  und  69)  auch  zur  Kenntniss  von  a  und  h.  Dies 
ist  z.  B.  der  Fall  für  Co  =  1,  Ci  =  (^  =  Cg  .  .  .  =  0;  es  ist 
dann  (S.  163)  F(x)  =  1,  ü-rrr  1,  F  =  0,  mithin  nach  Nro.  68) 

a  ,    ,  V(a)    ,         22gi    ,         320)    , 

=  =  5  +  COS— 1-   COS—- 1-   COS—. f-   .  .  .  . 


V 


(D 


,      1  7t^  /ä2  12c\  /n2         22C}\ 

4-  Icos cosl h  --— )  +  cosi \-  —j- )  — 


und  nach  Nro.  69) 


V. 


?>  .    l^ö     ,        .    22CÖ     ,        .    32(0     , 

=  =  stn— 1-  sin—- V-  st«—- \- 

O  4  4  4 


,    1   .    ar2          .   /;r2      PoX    ,      .  /ä2      22o\ 
+  5«*» sm( — r-)  +  5***( 7")  — 


Beide  Gleichungen  müssen   für  jedes  o 


27t 

T 


gelten ,     wobei   die 


ganze  positive  Zahl  Je  willkürlich  bleibt.  Im  einfachsten  Falle  k=l, 
(o  =  2%  ergiebt  sich 


mithin 

• 

-— =r  _  \sin 

70) 

a  —  h  —  \ 

/«. 

7t 


e.    Ein  sehr  bemerkenswerthes  Beispiel  liefert  die  Annahme 
F{x)  =  1  -|-  cosx  +  cos2x  +  •  •  •  +  cos{k —  X)x 


1        sm{k  —  \ix 


2s%n\x 


Für  jedes  ganze  positive  h  ist  dann 

in(2h7C-^^ 


F(ha))  =  I  + 


2stn-r- 
k 


=  j  1 


sm 


sm 


d.  h.  F(hG))  =  0,  vorausgesetzt,  dass  h  nicht  in  ^  aufgeht.  Dieser 
Ausnahmefall  tritt  bei  den  Gleichungen  68)  und  69)  niemals  ein, 
weil^  höchstens  =  |A;  werden  kann;  man  hat  daher  wegen  wF(0)  =  ^ 
und  zufolge  der  Werthe  von  a  und  h 
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(17-7)— =  -««-. 

Entwickelt  man  hieraus  die  Wertbe  von  Ü  and  F  und  erinnert  sich 
der  nnprünglichen  Bedeutung  dieser  Grössen,  so  gelangt  man  zu  den 
%iideii  Reihensummirungen 

1  +  cos r; f-    COS [-....    +   COS- =7 

=  1(1  -\-coslk7t  +  8inlk7c)Vk, 

.   l»2jr    ,      .    232ä    ,  ,      .  (Ä— l)223r 

stn — ; \-  stn — ; [-....+  s%n- ^ 

k  k  k 

=  1(1  -}-  coslkTC  —  sinlk7c)Vk. 
Mben  sind   nicht  nur  analytisch  merkwürdige  sondern  auch  für 
A  Zahlentheorie  von  Werth  *). 


*)  Auf  anderem  Wege  ist  Gauss  zu  diesen  Summen  gelangt  in  der 
ibbandlimg  Summatio  quarundarum  serierum  singularium;  comment. 
recenl  flociet.,Gotting.  T.  I.  Hinsichtlich  der  damit  zusammenhängenden 
ttWentheoretischen  Untersuchungen  s.  Lejeune-Dirichlet's  Vorlesungen 
&W  Zahlentheorie,  herausgegeben  von  Dedekind,  Braunschweig  1863, 
H^eaent  I. 


DIE 


FOURIER'SCHEN  IlfTEGRALE. 


Die    Fourier'schen  Integrale. 


I.  Einleitende  Betrachtungen. 

Bei   Ansicht   der    im   vorigen  Abschnitte    (S.  145)  bewiesenen 

Gleichungen 

.          -                       %x                 2%x                 S7tx 
j(x)  =  lAo  +  Aicos—  +  Ä2COS— \-  ÄzCOS—r--\ » 

h 

An  =  ^J  f{t)cos^dt, 

f(x)  =  Bi stn -rr-  +  B^sm-^ h B^sin—r — V-  •  •  •  •> 

h  n  n 

h 

0 

in  denen  o;  zwischen  0  und  h  enthalten  sein  muss,  liegt  der  Gedanke 
Aähe,  das  Gültigkeitsintervall  dadurch  so  viel  als  möglich  zu  erwei- 
^rn,  dass  man  die  beliebige  positive  Grösse  h  unendlich  wachsen 
fcsi  Um  zu  sehen,  wohin  dieser  Grenzenübergang  führt,  setzen  wir 
ZOT  Abkürzung  für  irgend  ein  u 

h  h 

J  f{t)cosutdt  =  <p(u)i     J  f{t)sinutdt  =  ^(u) 

0  0 

_  1  X 

ferner  -  •=  d  also  —  =  —  und  schreiben  deingemäss 
h  h        Jt  ® 
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=  ~-«r9)(0)  +  ^>{S)cosxb  +  qp(2Ä)cos2aJÄ  H 1 

Bei  unendlich  wachsenden  h  convergirt  d  gegen  die  Null,  und  es  kann 
in  diesem  Falle  der  bekannte  Satz 

1)    Um\b [^(0)  +  F(5)  +  F(2 Ä)  +  J'(3 ö)  +  •  •  -1  j -  / F («) d« 
angewendet  werden;  man  erhält  so  aus  der  ersten  Gleichung 

00 

2    /' 
f{x)  =  —  /  q)(u)cosxudu 

TtJ 


0 

und  aus  der  zweiten 

00 


2    /' 

f{x)  =  —  /  '^(n)mnxuäu 

Th%J 


0 

Substituirt  man  noch  die  Werthe  von  9(1*)  und  ^(ti),  in  denen  jafei 
/»  =  00  ist,  so  gelangt  man  zu  den  beiden  Formeln 

2)  f[x)  =1  —  j  cos  XU  du  I  f(t)cosutdt^ 

0  0 

3)  f(x)  =  -  /  sin  XU  du  I  '^(t)  sin  ut  dt , 

0  0 

welche  die  Eigenthümlichkeit  darbieten,  dass  die  zweimalige  Int«* 
gration  einer  willkürlichen  Function  wieder  auf  dieselbe  Function 
zurückführt*). 

Diesem  Gedankengange  liegt  indessen  eine  Voraussetzung 
Grunde.  Man  darf  nämlich  die  Formel  1)  nur  dann  benutzen,  we: 
die  Producte  2d,  3d  •  .  .,  trotz  der  unendlichen  Abnahme  von 
schliesslich  ins  Unendliche  wachsen ;  nähern  sich  dagegen  jene  F 
ducte  einer  endlichen  Grenze  A;,  so  ist  auch  nicht  t«  =  00  sondei 
w  =  ÄJ  die  obere  Grenze  des  Integrales  von  F{u)du,  Welcher  y 
beiden  Fällen  hier  stattfindet,  lässt  sich  gar  nicht  entscheid 
weil  die  Factoren  des  Productes  nS  von  einander  unabhängig  sim 


*)  Die  obige  Entwickelung  wurde  zuerst  von  Fourier  gegeben 
der  Theorie  de  la  chaleur,  Paris  1822. 
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und  es  können  deshalb  die  Formeln  2)  und  3)  nocb  nicht  als  streng 
bewiesene  gelten.  Ferner  giebt  die  vorige  Betrachtung  keinen  Auf- 
schluss  über  die  Werthe  der  Doppelintegrale  in  2)  und  3)  falls  die 
lotegratioDsgrenzen  für  t  und  u  andere  als  0  und  oo  sind;  es  macht 
sich  daher  auch  nach  dieser  Bichtung  hin  eine  genauere  Untersuchung 
der  erhaltenen  Doppelintegrale  nothwendig.  Einer  solchen  Discussion 
müssen  wir  jedoch  eine  Bemerkung  vorausschicken. 

Wenn  m  eine  unendlich  wachsende  ganze  positive  Zahl  bedeutet, 
so  kann  nach  den  Formeln  5)  auf  S.  124  und  9)  auf  S.  129  der  Be- 


trag von 


Limf'^F(d)dd 


0 

gefunden  werden ;  hier  liegt  es  jedenfalls  nahe,  die  Betrachtung  zu 
rerallgemeinern ,  d.  h.  den  Grenzwerth  zu  ermitteln,  welchem  sich 
das  Integral 


ß 


F(e)de 


e 

a 

unter  der  Voraussetzung  nähert,  dass  ft  eine  beliebige  ins  Unend- 
liche wachsende  positive  Grösse  bezeichnet  und  dass  F(ß)  von  ö  =  0 
\>i8  fl  =  j3  nur  endliche  Werthe  erhält.  Denken  wir  uns  ft  als 
Sanune  einer  ganzen  Zahl  n  und  eines  echt  gebrochenen  Restes  ^,  so 

fl^l^en  wir 

p^Fi&)de  ^ß^!±+MFid)do 

a  « 

=ßJ!^F(,d)cosQdde+f'-^F{d)sinQede; 

a  a 

im  letzten   Integrale   substituiren    wir  ö  =  2  '9'  und    benutzen  die 
Gleichung 


'foa  giebt 


^    ^        stn(2n4-l)d'  —  stn(2n — l)d' 

cos  2nd'  =  — ^^ '     \   .   ^    —  ; 

2szn^ 


SchUmiloh,  Analysia  U.  12 


178  Die  Fourier'schen  Integrale. 

ff^Fid)  de  ^ßj^Fmcos^tidti 

a  a 

Iß 

+  fsM^n  +  m  .sin^ 

^    '  sind'  2  0-         ^      ^ 


t« 


-/ 


sind'  2  d- 


Bei  unendlich  wachsenden  n  convergirt  das  erste  Integral  rechter 
Hand  gegen  Null  oder  gegen  den  Werth  \7tF(0),  jenachdem  a  >  0 
oder  a  =  0  ist;  die  Grenzwerthe  der  heideu  übrigen  Integrale  wür- 
den sich  in  jedem  Falle  mittelst  der  auf  S.  133  entwickelten  Formeln 
angeben  lassen,  jedoch  ist  dies  gar  nicht  nothwendig,  weil  un- 
mittelbar einleuchtet,  dass  beide  Grenzwerthe  identisch  sind.  Dem* 
nach  bleibt 

ß 

4)  lAmy-^^Fiß)  dd  =  0,  ß>cc>0, 

a 

5)  LimJ  ^^F(0) de  =  \ütF{(d\  ß>0; 

0 

mit  anderen  Worten,  die  Formeln  5)  auf  S.  124  und  9)  auf  S.  129 
behalten  ihre  Gültigkeit  auch  in  dem  Falle,  wo  die  ganze  Zahl  m 
durch  eine  beliebige  positive  Grösse  fi  ersetzt  wird. 


n.  Die  Fourier'sclieii  Doppelintegrale. 

a.  Wir  betrachten  im  Folgenden  das  nach  t  und  u  genommen 
Doppelintegral 

6)  Pi^z=z  —  I  cosxudu  I  f(t) cosutdt, 

0  a 

worin  5  >  a  >>  0  sein  möge.  Unbeschadet  der  Allgemeinheit  korh 
nen  wir  dabei  x  als  positiv  ansehen,  denn  es  erhellt  unmittelbar,  dJ 
P^  für  irgend  ein  negatives  x  denselben  Werth  hat  wie  für  ein  gleid 
grosses  positives  x.  Setzen  wir  ferner  voraus,  dass  f(t)  von  ^  =  < 
hia  t  =  h  endlich  und  stetig  bleibe,  so  sind  die  Bedingimgen  erfüIM 


Die  Fourier'scheii  Integrale.  179 

nnter  denen  die  Reihenfolge  der  beiden    Integrationen    umgekehrt 
werden  darf;  wir  haben  daher  auch 

b  fji 

Pfji  =:  —  I  f(t)dt  J  2costucosxudu 

a  0 

oder  Dach  Ausführung  der  auf  u  bezüglichen  Integration 

a  a 

Im  ersten    Integrale    substituiren     wir    t  —  x  =  0 ,  im    zweiten 
t  -^  X  =z  6  und  erhalten 

b—x  b-\-x 

•)  p,  =  l[f'-^fi^  +  d)äe  +/?!!^/(ö-.)dö} 

a — X  a-{-x 

Zufolge  der  Voraussetzungen    h  ^  a  ^  0   und  x  ^  0    convergirt 
^  zweite  Integral  bei  unendlich  wachsenden  ft  gegen  die  Null ,  so 

im  nur  übrig  bleibt 

ff  ■i'p 

8)  p^=lumf^f(x  +  e)dli. 


a — X 


Bmsichtlich  des  x  sind  nun  fünf  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  nämlich 
^  <  a,  oder  =  a,  oder  zwischen  a  und  h  enthalten,  oder  =  h  oder 
^ftißt.  Im  ersten  Falle  sind  die  Integrationsgrenzen  a  —  rr  und 
^  —  X  gleichzeitig  positiv  und  von  Null  verschieden ;  die  Formel  4) 
jiebt  dann 

^j  Poo  =  0,  0  ^  a;  <  a. 

i\ax-=z  a  erhält  man  nach  Nro.  5)  wegen  h  —  a  >  0 

10)  P^  =  i/(a),  x  =  a. 

Wenn  x  zwischen  a  und  h  liegt,  ist  die  untere  Integrationsgrenze 

■tegativ,  die  obere  positiv;  das  Integral  lässt  sich  dann  auf  folgende 

ff  eise  zerlegen 

0  b—x 

—ix—ä)  9 

tobei  wir  im  ersten  Integrale  —  ö  statt  ö  einführen  wollen.     Aus 
ier  nunmehrigen  Gleichung 

x-—a  b~-x 

M)    P„  =  1  IA>n  [f'^fix  -6)  de  +p-^Ax  +  6)  do} 


U  0 

12 
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folgt  nach  Formel  5) 

12)  P^=f{x\  a<:x<Cb. 

Für  ic  =  5  verschwindet  das  zweite  Integral  in  Nro.  11),  und  das 
erste  giebt 

13)  P„  ==  1/(6},  x=.b. 

Ist  endlich  03  >>  5,  so  erhält  das  zweite  Integral  in  Nro.  11)  eine  ne- 
gative obere  Grenze,  welche  sich  durch  Einführung  von  —  6  statt  b 
in  eine  positive  Grenze  umwandeln  lässt;  man  erhält  so 

P.  =l.Lim{f^/ix-6)de  -/4^/(a.  -  fl)<Jö] 

0  0 

d.  i. 

14)  P«,  =  0,  x>l>. 

Zufolge  der  ursprünglichen  Bedeutung  von  P^,  verglichen  mit 
den  in  Nro.  9),  10),  12),  13)  und  14)  gefundenen  Werthen  von  F^^ 
hat  man  nun  den  Satz: 

Wenn  b  >>  a  >>0  ist  nndf(x)  endlich  und  stetig  bleibt 
von  X  =  a  bis  a?  =  5,  so  gilt  die  Gleichung 


15) 


OD 

/(.)  =  Ifc 


cos  XU  du 


0 


cosutdt 


a 


für  alle  zwischen  a  und  h  enthaltenen  x ;  für  x  =  an* 
ducirt  sich  der  Werth  der  rechten  Seite  auf  |/(a),  für 
X  =  h  auf  |/(5);  für  positive  ausserhalb  jenes  Interi 
valles  liegende  x  verschwindet  das  Doppelintegral. 
Man  kann  sich  hiervon  leicht  ein  geometrisches  Bild  verschaffeiL 
wenn  man  x  als  Abscisse,  y  =f(x)  als  Gleichung  einer  gegebenes 
Curve  und  | 

Y=  —  /  cosxudu  I  f(t) cosutdt 

0  a 

als  Gleichung  einer  zweiten  Curve  betrachtet.   Nehmen  wir  inFig.3J 

Fig.  30. 

D 
Y 
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OA  =  a,  ÄC=fia),  AE  =  \f(a),  OB  =  h,  BD  =f(h), 
BF  =^  \f(b)j  so  besteht  die  zweite  Curve  bei  positiven  x  aus  der 
Strecke  OÄ,  dem  isolirten  Punkte  JEJ,  dem  Bogen  CD  der  gegebenen 
Curve,  dem  isolirten  Punkte  F  und  der  unendlichen  Strecke  B  X, 
Für  negative  x  ist  die  Curve  dieselbe. 

In  dem  Falle  a  :=:  0  bedarf  die  vorige  Untersuchung  einer 
kleinen  Modification ,  weil  sich  dann  das  Intervall  0  bis  a  auf  Null 
redacirt  und  daher  hinsichtlich  des  x  nur  noch  vier  Fälle  zu  unter- 
scheiden sind.     Die  Gleichung  7)  wird  jetzt 

b—x  b+x 


sin  (i  ti 


e 


f(x  +  0)  dö  + 


/'- 


sinnO 


e 


f{B  —  x)dd 


»X 


Md  hier  convergirt  das  zweite  Integral  nur   dann  gegen  die  Null, 
wenn  flj  >  0   ist,    während   dies  früher  auch  f ür  a?  =  0  der   Fall 

w.    Man  hat  nun  für  x  =  0 

b 

0 

för  die  übrigen  Fälle  0<^x<^h,  x^=h  und  a;  >>  5  findet  man 
dieselben  Werthe  wie  vorhin,  mithin  lautet  der  neue  Satz: 

Wenn/(ic)  in  dem  positiven  Intervalle  von  a?  =  0  bis 
x=  &  endlich  und  stetig  bleibt,  so  gilt  die  Gleichung 

n 
^ß)  f(^)^=~l  ^0^  ^^  ^^  /  /(O  ^^s utdt 

0  0 

für  alle  zwischen  0  und  b  enthaltenen  X]  für  x  =  0  ist 
der  Werth  der  rechten  Seite  =/(0),  für  x  =  h  ist  er 
=  \f(b\  für  ic  >  5  gleich  Null. 

Fig.  31. 


Diesem  Besoltate  entspricht  Fig.  31,  welche  keiner  näheren  Er- 
läuterung bedürfen  wird. 
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Ihre  grösste  Ausdehnung  erhält  die  Formel    15)  für  &  =  x, 
nämlich 

00  00 

17)         fix)  =  —  j  cos  XU  du  I  f{t)  cos  utdt,         0  ^  a;  <  oo. 

0  0 

b.  Wir  betrachten  zweitens  das  analoge  Doppelintegral 

fx  b 

Q^  -=  —  1  sinxudu  I  f(t)sinutdt 

0  a 

unter  den  Voraussetzungen  h  ^  a  ^  0  und  aj  ^  0,  deren  letzte 
sich  durch  die  Bemerkung  rechtfertigt,  dass  gleichen  und  entgegen- 
gesetzten X  gleiche  und  entgegengesetzte  Qu  entsprechen.  Die  um« 
gekehrte  Anordnung  der  Integrationen  giebt 

ö^  =  —  I  f(t)dt  I  2sintusinxudu 

a  0 


a 


oder,  wenn  im  ersten  Integrale  t  —  a?  =0,  im  zweiten  t  -\-  x  =^ll 
gesetzt  wird, 

18)         Q,  =  l{y'?.?^/(.4-0)dö-/%^/(ö-x)dö)- 

a — X  a-\-x 

Diese  Gleichung  unterscheidet  sich  von  Nro.  7)  ifür  im  Vorzeichen 
des  zweiten  Integrales,  und  daher  sind  hier  wörtlich  die  nämlichen 
Betrachtungen  wie  dort  anwendbar;  man  gelangt  damit  zu  folgendem 
Theoreme: 

Wenn  5  >>  a  ^  0  ist  und/(aj)  endlich  und  stetig  bleibt 
von  a;  =  a  bis  a;  =  ft,  so  gilt  die  Gleichung 

sin  XU  du  I  f(t)sinutdt 

0  a 

für  alle  zwischen   a  und  h  enthaltenen  x;  für  a?  =  a  re« 
ducirt  sich  der  Werth  der  rechten  Seite   auf  5/(0),  für 
X  =  h  auf  |/(b);  für  positive  ausserhalb  jenes  Inter 
valles  liegende  x  verschwindet  das  Doppelintegral. 
Dem  entsprechend  zeigt  Fig.  32  die  graphische  Darstellung  der 
beiden  Curven,  welche  durch  die  Gleichungen 
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00  b 

y  =  f{p)  und  Yr=z  —  j  sin  xu  du  I  f{t)sinut  dt 

0  a 

bestimmt  sind. 

Wie  bei  der  vorigen  Untersuchung  tritt  auch  hier  eine  Modifi- 
cation  ein,  wenn  a  ■=  0  und  zugleich  a?  :=  0  ist.     Die  Formel  18) 

Fig.  32. 

T 
l 


giebt  dann  Q«,  =  0,  was  von  Hause  aus  zu  erwarten  war ;  die  übri- 
gen Fälle  bleiben  ungestört,  und  man  hat  daher  den  Satz : 

Wenn/(ic)  in  dem  positiven  Intervalle  0  bis  6  endlich 
und  stetig  bleibt,  so  gilt  die  Gleichung 

20j  f{x)  z=  —  I  sin  XU  du  I  f(t)  sin  utdt 

0  0 

für  alle  zwischen  0  und  h  enthaltenen  X]  für  x  =  0  ist 
der  Werth  der  rechten  Seite  ==  0,  für  x  =  1)  ist  er 
=  |/(&),  für  a;  >  5  gleich  Null. 

Fig.  33  zeigt  die  entsprechende  graphische  Darstellung. 

Fig.  33.  •     • 
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Ihre  grösste  Ausdebnung   erhält  die   Formel  20)  für  b  =  x, 
nämlich 


CO  00 


21)  f(x)  =  —  I  sin  XU  du  I  f(t) sinutdt ,         0  <  aJ  <  x . 

0  0 

c.  Die  in  den  beiden  vorigen  Abschnitten  entwickelten  Formeln 
sind  u.  A.  an  die  Voraussetzung  gebunden ,  dass  f{x)  oder  f(f)  end- 
lich bleibt  innerhalb  des  für  t  genommenen  Integrationsintervalles, 
und  es  entsteht  daher  die  Frage,  ob  jene  Bedingung  eine  unerläss- 
liche  ist,  oder  ob  es  nicht  Fälle  geben  kann,  wo  dieselbe  ausser  Acht 
gelassen  werden  darf.  Wir  wollen  diese  Untersuchung  für  die  am 
meisten  benutzten  Formeln  16)  und  20)  vornehmen  und  dabei  den 
sehr  gewöhnlichen  Fall  betrachten,  wo  f{x)  gleich  anfangs  für  rc^^O 
positiv  unendlich  wird,  im  Uebrigen  aber,  d.  h.  für  0  <  a?  ^  5,  end- 
liche Werthe  behält.  Da  unter  diesen  Umständen  keine  Bede  davon 
sein  kann,  die  Formeln  16)  und  20)  für  a;  =  0  in  «Anspruch  nehmen 
zu  wollen,  so  setzen  wir  x  ^  0  (aber  natürlich  x  <^  V)  voraus  und 
denken  uns  zwischen  0  und  x  eine  willkürliche  Zahl  q  eingeschaltet; 
wegen  Q  <^  x  <^  h  ist  dann 

r 
f(x)  =  —  I  cos  XU  du  I  f(t)cosutdtf 

0  Q 

und  zufolge  der  Zerlegung 

b  b  Q 

f-f-f 

Q  0  0 

kann  dafür  geschrieben  werden 

•  •  2  /*  r 

f(x)  =  —  I  cos  XU  du  I  f(t)cosutdt 

0  0 

00  Q 

I  COS  XU  du  I  f(t)  cos  ut  dt 

0  0 

Denken  wir  uns  die  obere  Integrationsgrenze  u  =  co  wie  früher  aus 
einer  unendlich  wachsenden  Zahl  fi  hervorgegangen,  so  haben  wir 
auch 

OD  b 

22)  f(x)  =  -J  cos  XU  duj  f(t)  cosutdt  --  B^, 

0  0 

wobei  selbstverständlich 
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U  Q 


ß 


f> 


2  r  r 

Bu  =  —  I  cosxMdu  I  f(f)cosutdt 

0  0 

ist  Die  Reihenfolge  der  Integrationen  darf  man  hier  nicht  ohne 
Weiteres  umkehren,  weil  das  unter  den  Integralzeichen  stehende 
Product  f(t)cosxucosut  gleich  anfange  für  f  =  0  unendlich  wird; 
jedoch  kann  man  sich  auf  folgende  Weise  helfen.  Wenn  die  Function 

mOso  beschaffen  ist,  dass  1  /(t)dt  für  f  =  0  einen  endlichen  Wert) i 
behält    wie  z.  B.  in  dem  Falle  /(/)  =  --=  1,  so  hesitzt  das  Integral 

^  f(t)dt 

0 

gleichfalls  einen   endlichen   Wei*th,    der  für  ^  ==  0    verschwindet. 

Wegen 

f(t)dt=Qf(^Q),  0<'^<   1, 

0 

gilt  dasselbe  von  dem  Producte  d'Qf(^Q)j  d.  h.  bei  unendlich  ah- 
MWenden  5  ist 

Lim  [Ä/(ö)]  =  0. 
^^ol^Q  dieser  Voraussetzung  hat  das  Doppelintegral 

S  =  2  J  cosxudu  I  f(t)  (1  —  cos  ut)  dt 

0  0 

jedenfalls  einen  endlichen  Werth,  denn  das  unter  den  Integralzeichen 
Gehende  Product  oder  der  Ausdruck 

.....     1  —  cosut 
cosxuAfii) 7 

V 

*ird  für  ^  =  0  nicht  unendlich,  sondern  =  0.  Die  Grösse  8  ge- 
mattet zwei  verschiedene  Formen  der  Darstellung,  jenachdem  man 
die  angegebene  Reihenfolge  der  Integrationen  beibehält  oder  um- 
khrt;  im  ersten  Falle  hat  man 

0 

'"»d  durch  die  zweite  Operation,  welche  jetzt  erlaubt  ist,  findet  sich 
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0  0      '  0 

mithin  durch  Vergleichung  beider  Werthe  von  S 

0  0 

Wegen  x  '^  Q  und  ^  <;  9  ist  nun  für  jedes  fi 

1             sinfiix'-t)  1 

<.  ' — z : —  <-  + 


X —  9  X  —  t  X  —  Q 

1      ^^  sin^(x-\-t)  l^ 

~     7     ^       X  +  t      ^  "^7' 

und  wenn  man  q  so  klein  wählt ,  dass  f{t)  von  ^  =  0  bis  ^  =  p 
positiv  bleibt,  so  darf  man  diese  Ungleichungen,  ohne  sie  zu  stören, 
mit  f{t)  dt  multipliciren  und  integriren.  Zufolge  der  so  entstehen- 
den Ungleichungen  ist  für  jedes  fi  also  auch  für  fi  =  00 

worin  £1  und  £2  zwei  nicht  näher  bestimmte  positive  oder  negative 
echte  Brüche  bezeichnen.  Lässt  man  endlich  Q  in  Null  übergeheD,  so 
schwindet  JB«»  und  aus  Nro.  22)  wird 

r 
f(x)  =       I  cos  XU  du  I  f{t)cosutdt,         0  <C  ^  <C  &;        I 

0  0 

unter  der  für  f(t)  angegebenen  Bedingung   und    für  x  ^  0  bleibt 

also  die  Formel  16)  immer  noch  richtig. 

Noch  etwas  einfacher  gestaltet  sich  die  Sache  bei  der  Formfll 

20).     Man  hat  zunächst,  wenn  Q  <Ci  x  <C  h  ist, 

f(x)  =  —  /  sin  XU  du  j  f(f)smutdt 

0  Q 


/5  & 

sinxudu  I  f(t)sinutdt  —  JB«, 
0  0 


worin 


fA  r9 


B^  =  —  j  sm XU  du  j  f(t)sinutdt 


0  0 
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gesetzt  wurde.  Zufolge  der  für  f(t)  aDgegebenen  Bedingung  be- 
h&lt  das  unter  den  Integralzeichen  stehende  Product 

s%n XU , tj[t)  •  — - — 

V 

darcbaus  endliche  Werthe  und  verschwindet  für  ^  =  0;  man  darf 
deshalb  die  Anordnung  der  Integrationen  umkehren  und  erhält  durch 
äkliche  Schlüsse  wie  vorhin 

J? 


7C\X  —  Q  X)  J 


ß 


woran  sich  analoge  Folgerungen  wie  früher  knüpfen.  Die  For- 
meln 16)  und  20)  sind  daher  auch  auf  solche  Functionen 
anwendbar,  die  für  x  =  0  unendlich  werden,  sobald  das 
Integral 

,  mdt 

0 

bei  endlichen  Q  einen  endlichen  Werth  besitzt. 

cL  Wir  wollen  noch  den  Fall  betrachten,  wo  f{t)  innerhalb  der 

far  i  gewählten  Integrationsgrenzen  Unterbrechungen  der  Gontinuität 

«leidet,  ohne   dabei   unendlich  zu  werden.     Tritt  nur  eine  solche 

Dibcootinuität  an  der  zwischen  a  und  h  liegenden  Stelle  t  :=^  Xi  ein, 

w  liaben  wir  folgende  Zerlegung  anzuwenden 

—  /  cos  XU  du  I  f{t)  cos  ut  dt 

0  a 

09  Xl 0  QO  b 

=  -  /  COS  XU  du  j  f{t)cosutdt  -\ —  /  cosxudu  1  f(t)cosutdt 

0  a  0  ari+0 

In  jedem  der  Integrale  rechter  Hand  für  sich  bleibt  f(t)  continuirlich, 
und  die  Werthe  der  Integrale  können  nach  dem  Satze  15)  gefunden 
»erden;  jedoch  sind  hierbei  drei  Fälle  zu  unterscheiden.  Liegt  x 
«wischen  a  und  Xi ,  so  ist  der  Werth  des  ersten  ==  f(x) ,  der  des 
weiten  =  0.  Liegt  zweitens  x  zwischen  Xi  und  5,  so  verschwindet 
^  erste  Integral,  und  das  andere  giebt  f(x).  Im  dritten  Falle 
^  =  a^  hat  das  erste  Integral  den  Werth*  J/(fl;i  —  0),  das  zweite  den 
Werth  \f(xi  +  0),  man  erhält  also  zusammen 

Wio'x  -  0)  +  f{x^  +  0)1 
Kommen  zwei  Unterbrechungen  der  Gontinuität  vor  an  den  zwischen 


188  Die  Fourier'schen  Integrale. 

a  und  h  liegenden  Stellen  t  =i  Xi  und  t  =  X2,  so  zerlegt  man  das 
auf  t  bezügliche  Integral  nach  dem  Schema 

6  ari' — 0  arg— 0  b 

(t  a  ari+0  xj+O 

und  erhält  drei  Doppelintegrale,  deren  Werthe  nach  Nro.  15)  einzeln 
bestimmbar  sind.  Falls  x  zwischen  a  und  h  liegt,  aber  weder  =  Xx 
noch  =  X2  ist ,  findet  man  als  Gesammtwerth  f{x) ;  für  x  =  Xi  da- 
gegen ergiebt  sich 

I  [/(«i  -  0)  +  /(Xi  +  0)] 
und  für  x  =  X2: 

Hieraus  ist  unmittelbar  ersichtlich,  wie  sich  die  Sache  bei  beliebig 
vielen  Unterbrechungen  der  Continuität  verhält. 

Genau  dieselben  Schlüsse  sind  auf  die  Formel  19)  anwendbar, 
und  man  kann  daher  die  allgemeine  Eegel  aufstellen:  Erhalte 
einen  solchen  individuellen,  zwischen  a  und  h  liegenden 
Werth,  dass  f(x)  discontinuirlich  aber  nicht  unendlich 
wird,  so  ist  nicht/(ir)  sondern  das  arithmetische  Mittel 

klf(x-0)+f(x-\-0)] 
der  gemeinschaftliche  Werth  der  Doppelintegrale  inlol 
und  19). 

Noch  wollen  wir  bemerken ,  dass  die  Fälle ,  wo  /  (x)  an  den 
Grenzen  x  ==  a  oder  x  =  h  discontinuirlich  wird,  keine  Ausnabmen 
begründen.  Das  Intervall  von  a  bis  h  ist  nämlich  selbstverständlich 
mit  a  +  0  anzufangen  und  mit  h  —  0  zu  schliessen,  und  es  können 
daher  die  Werthe  f(a  —  0)  und  /(&  +  0)  nicht  vorkommen.  Das 
Doppelintegral  hat  im  ersten  Falle  den  Werth  \f{a  -j-  0),  im  zweiten 
den  Werth  l/(ft— 0). 

e.  Bei  Ansicht  der  gefundenen  Gleichungen,  welche  unter  den 
Formen 

f(x)  =  -  I  (p(u)cosxudu^        f(x)  =  —  /  i^ (u) sin  XU  dv 

TtJ  TtJ 

0  0 

enthalten  sind,  liegt  es  nahe,  Differentiationen  in  Beziehung  auf  x 
vorzunehmen  und  hierdurch  neue  Gleichungen  von  den  Formen 

f{x)  = /  «*  g> {u)sinxu du,    f(x)=  +  -Ju  'tlf(u)cosxudu 

0  0 

f'Xx)  =  —  —  I  u^(p(u)cosxudu,    f"(x)  = /  u^il}(u)sinxudUy 

^  u.  s.  w.  ® 
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herzuleiten.     Zufolge  des  Umstandes,  dass    das  Integrationsinterva]! 
für  u  unendlich  gross  ist,  bedürfen  aber  diese  Operationen  einer  be- 
sonderen Untersuchong  (ThL  I,  §.  92),  welche  wir  in  Beziehung  auf 
die  am  meisten  benutzten  Formeln  16)  und  20)  ausfuhren  wollen. 
Aus  Nro.  16)  folgt,  wenn  ohne  Weiteres  differenzirt  wird, 

f'(x)  = /  usinxudu  j  f(t)cosutdt; 

0  0 

am  diese  noch  problematische  Gleichung  zu  prüfen,  setzen  wir  in 
Xro.  20)  /  an  die  Stelle  von  /,  wobei  f(t)  yon  t  =  0  bis  t  =  h 
endlich  bleiben  muss,  und  transformiren  die  nunmehrige  Gleichung 

.  b 

f\x)  =  —  /  sin  XU  du  j  f'(f)sinutdt 

0  0 

mittelst  partieller  Integration  in  Beziehung  auf  L     Wegen 
h  b 

I  f(t)smutdt  =zf(b)smhu  —  u  I  f(t)cosutdt 

0  0 

giebt  dies 

CC  X.  b 

f(x)  z=z    -^^  <  /  sinhusinxu du /  usinxu du  I  f(t) cosut dt. 

0  0  0 

IkT  Vergleich  mit  Nro.  22)  zeigt,  dass  die  letztere  Formel  nur  dann 
richtig  ist,  wenn  die  Gleichung 

"% 
sinhusinxu  du  =  0 

0 

stattfindet.  Nun  hat  aber  das  vorliegende  Integral  den  völlig  unbe- 
stimmten Werth 

j^  I  sin  00  sin  od  1 

es  kann  folglich  das  gesammte  Product  einzig  und  allein  in  dem 
Falle /(b)  =  Q  verschwinden.  Die  Differentiation  der  Glei- 
chung 16)  ist  daher  nur  unter  der  Bedingung  f(b)  =  0 
erlaubt. 

Ans  Nro  20)   folgt    durch    Differentiation   die   problematische 

Gleichung 

»  b 

^^)  /'(«)  =  —  /  ucosxudu  I  f(t)sinutdL 


mjsii 
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Andererseits  ist  nach  Nro.  16),  falls /'(^)  endlich  bleiht  von  t  =:  ( 
hiß  t  =  h 

n 
f{x)  =  —  /  cosxudu  I  f{t)cosutdt 

0  0 

und  durch  theilweise  Integration  in  Beziehung  auf  t 
nr  N        2/(5)  f      ^  ^         2/(0)  f 


0  0 

00  h 


-\ /  u  cos  XU  du  I  f(t)  sinuidl 


0  0 

Der  Vergleich  mit  Nro.  23)  zeigt,  dass  die  letztere  Formel  nur  untei 
den  Bedingungen 

f{h)  I  coshucosxudu  =  0,       /(O)  /  cosxudu  =  0 

0  § 

Geltung  hat;  wegen  der  Unbestimmtheit  der  beiden  vorliegenden  In* 
tegrale  gehört  dazu/(6)  =  0  und/(0)  =  0.  Die  Differentiation 
der  Gleichung  20)  ist  also  nur  dann  erlaubt,  wennso* 
wohl  f(b)  =  0  als/(0)  =  0  ist*). 


m.    Anwendungen  der  vorigen  Sätze. 

1 

a.    Wählt  man  die  Function  f(t)  so,   dass  sich  die  Werthe  der| 
Integrale 

b  b 

I  f(t)cosutdt,  I  f{t)sinutdt 


a  a 


angeben  lassen,  so  gehen  die  betrachteten  Doppelmtegrale  in  einfac 
Integrale  nach  u  über;   die  Werthe  der  letzteren  folgen  dann  vfl 
selbst  aus  den  Sätzen  des  vorigen  Abschnittes.     Für  f(t)  =  1  z. 
liefert  das  Theorem  Nro.  16)  die  Formeln 

OD 

^^.^  2    l'cosxusinhu  ,  ,  «     ^  ^ 

25)  —  /  ^ du  =1,         für  0  <  a;  <  5, 

7t  J  U 


♦)  Die  Untersuchungen  dieses  Abschnittes  sind  zuerst  vomVerfassi 
angestellt  worden  (Analytische  Studien,  2.  Abtheil.,   Leipzig  1848); 
erscheinen  hier  in  präciserer  Form. 
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OD 

26)        —  / du  =  0,         für  x  >  h, 

0 

welche  aber  nicht  in  Beziehung  auf  x  di£Perenzirt  werden  d&rfen. 

b.    Aehnlicher  Art   ist  die  aus  der  Substitution  f(x)  =  e~^ 
entepringende  Anwendung  der  Formeln  17)  und  21).     Man  erhält 


OD 


cosxu    ^  %  ^  ^ 

diu,  =  -r-e~*,  a?  ^  0 


1+1*2  2 

0 

/usinxu  -  7t 


a?  >  0. 


!  Die  erste  Gleichung  darf  wegen  /( oo )  =  e—  *  =0  in  Beziehung 
«f  X  differenzirt  werden,  wodurch  wieder  die  zweite  Gleichung  ent- 
t^i\  weitere  Differentiationen  sind  aber  nicht  erlaubt  *). 

I       Fährt  man  statt  u  eine  neue  Yariabele  ca  ein  mittelst  der  Sub- 

ititution  w  =  —  und  setzt  x  =  aß,  so  ff  eben  die  beiden  letzten 
a 

Formeln  in  die  folgenden  über 


27) 


0  ' 

/- 

J  a 


^     dco  z= — e-ap,       a  >  0,    /J  >  0. 


2    _L    r.i2 


*)  Die  obigen  Integrale  hat  zuerst  Laplace  entwickelt  mittelst 
öD^s,  nicht  hinreichend  gerechtfertigten  Ueberganges  vom  Reellen  zum 
finaginären  (Memoires  de  PAcademie  des  Sciences,  pour  Tannee  1782); 
toen  anderen  und  genaueren  Beweis  giebt  Laplace  in  seiner  Theorie 
taalytique  des  probabilites,  seconde  partie,  chapitre  premier. 

Es  möge  hier  gelegentlich  bemerkt  werden,  dass  man  zwar  cosxuf 
tt«Jtt  und  e— ^  in  die  gewöhnlichen  Reihen  verwandeln,  also  z.  B. 

00 

f'ixu^  ^    x^u^     .      x^u^  1       du 

J  11        rYTs  "*"  1.2. .5  ""•••/  1  -[-  u2 

0 

-"~2V  l"*'T72        1.2.3"^'**  7 

•teen  darf,  dass  es  aber  nicht  erlaubt  ist,  die  beiderseitigen  Coefficien- 
>n  gleicher  Potenzen  von  x  zu  identificiren.  Aus  einer  Gleichung  zwi- 
chen  zwei  unendlichen  Potenzenreihen  a^  +  ajO?  +  a^x^  -\-  etc.  und 
*o  +  6i  rc  -|-  ^2  ^^  "h  ®*c-  folgen  nämlich  die  einzelnen  Gleichungen 
•o  =  &o>  ^1  =  &i>  ßtc.  nur  unter  der  Bedingung,  dass  beide  Reihen 
tonvergiren;  die  links  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder  entste- 
tende  Reihe  besitzt  aber  diese  Eigenschaft  nicht. 
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Mittelst  der  in  Tbl.  I,  §.  92  angegebenen  Regeln  überzeugt  man  sieb 
leicbt,  dass  diese  Gleicbungen  beliebig  vielmal  in  Beziehung  auf  a 
differenzirt  werden  dürfen,  wodurch  man  zu  Integralen  von  den 
Formen 


OD  CO 


ycosßci)        ,  ,       /      (Dsmßca 

7— --r-~-— 7- a ö    und       /  7--—; — '      .  ,  aG) 

0       ^  0 

I 

gelangt.     Um   diese   Operation    allgemein  auszuführen,    setzen  wir 
für  den  Augenblick  a^  =  r  und  schreiben  statt  Nro.  27) 

f'cosßca  ^  ^        rVZ  ^  d(e-ß'^ 

J  r  +  o^  2Vr  ß         är 

woraus  durch  m- malige  Differentiation  nach  r  folgt 

(-l)ni.2...n  /'      r^r.i^^  =  ~  ^If'^^e-ßy^, 

Der  auf  der  rechten  Seite  angedeutete  Differentialquotient  lässt  sich 
mittelst    der    auf  Seite    9    angegebenen    allgemeinen    Formel  für 

D^F\yr)  entwickeln,  und  wenn  nachher  beiderseits  r=a'^  undznr 
Abkürzung  1  .  2  .  3  .  .  .  w  =  w'  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich 


29)  / 

( 

2a. n'  \2a)  \     "^ 


cosßo 

dm 


(a2  +  Gj2)«  +  i 


(n  +  l)n  J_ 
2         aß 

(n  +  2) (n  +  l)w(n  — 1)    '  1 
2.4  (aß)' 


\     V^^  "T  ^)  K'^  T  ^)  '^  K"'  —  ^)        ^  I 


Nach  demselben  Verfahren  erhält  man  aus  Nro.  28) 

oo 

30)  f- 

^  J  (a- 


(Dsinßa 

dco 


(a2_|_a,2)n+i 


_yte-^/  ßyj         n(n 


-1)  1 


2         aß 

(n+l)n(n~l)(n-2)      1 
^  2.4  {aßy  "^  ' 

c.   Um  mehrere  analoge  Formeln  entwickeln  zu  können,  schicki 
wir  einige    Bemerkungen  über  den    sogenannten   Inte^rallog 
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rithmus  yoraas.     Man   versteht  darunter  eine   Function,  welche 
darch  die  Gleichung 

0  0 

definirt  wird,  oder,  was  anf  Dasselbe  hinauskomn^t,   welche  die  bei- 
den Eigenschaften 

»)  ,,(0,  =  0,       ^  =  ±  ■ 

besitzt    Bezeichnet  im  Folgenden  x  immer  eine  positive  Ghrösse,  so 

igt  för  -e:  =  tr* ^  %  =  r"^ 

^5    .  Tz-J 


'«•(«-')  =J^-Y^^  =  ~f"~^^ 


er 

1 


(Hier  für  ^  =  xrj 


/p-  xn 
- — ä'n. 

tn  1 

Wegen  )?  >  1  oder  —  <^  1  beträgt  der  Werth  des  Integrales  we- 
Mger  als  der  Werth  von 


OD 


X 

i 
B&o  kann  daher 

X 

Ktzen,  wo  Q  einen  nicht  näher  bestimmten  positiven   echten  Bruch 
bezeichnet.     Aus  Nro  33)  folgt  ferner 

n 


oder  vermöge  der  bekannten  Reihe  für  e 


X 


•I 


?i(^x)  _  uie-")  =7x-iy  +  |^ 


f,  1    «     ,     1     w«  \ 

l'"  -  T  T  +  2  172 1 


Wofür  wir  kurz  schreiben 

^chlftmilch,  Analysis.  H.  13 
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36)  Hie-')  —  Zt(e-«) 

_Cn  +  ?a?  —  YY+gTi  31.2.3"^ 


•••••• 


Hierin  ist,  wie  man  gleichfalls  mittelst  der  Exponentialreihe  findet, 

1 

—  er-»» 


<*-=-'-+/^ 


dv 

0 

oder  identisch 

1  1 

V««'  —  (1— v)« 


/„  =   / ^ ^at'  —  in  —    I  - 


Cn  =  I ^ ~dv  —  In  —    /  dv. 

J  V  J  V 

0  0 

Setzen  wir  specieller  n  als  ganze  positive  Zahl  voraus,  so  können  wir 
den  Werth  des  ersten  Integrales  mittelst  der  Gleichung 

1  —  {\—vY  _  1  —  (1— t?)« 
V  ~  \  —  (1— v) 

=  1  +  (1  —V)  +  (1  —vY  +  (1  —«;)»  +  •••  -f  (1  — t;)«-^ 

finden  und  erhalten 

Cn  =  —  +  — +---H In—  I  ^^ -dt, 

12  n  J  V 

0 

Für  das  noch  ührige  Integral  bemerken  wir  zunächst,  dass  bei  echt 
gebrochenen  v  immer  e~*'  >  1  —  v  mithin  e""«"  ^  (1  — i;)",  dass 
folglich  der  Werth  des  Integrales  positiv  ist.  Wegen  e*'  >  1  -|-  f 
hat  man  ferner  (1  — v)e^  ^  \  —  v"^  und 

1  —  [(1  — v)e«']«  <  1  _  (1  — «>2)n  <-  ^^a*) 

und  durch  Multiplication  mit  c""»*' 

c-'**'  —  (1  —«;)'»  <;  wv^e"»" 
also  auch 

1  1 

Pe-^^  _  (1  _  ^)»»  r 

j  ^^  <^n  I  ve^^^dv; 

0  0 

hiernach  darf  man,  unter  €  einen  positiven  echten  Bruch  verstehend,  I 


*)  Die  bekannte,  für  «  >  /3  geltende  Ungleichung 

an  —  ßn 

— -—  -  <  na«— 1    oder    an  ^  ßn  <^  ncr»— i(a  —  ß) 

ist  hier  auf  den  Fall  a=l,/S  =  l—  v^  angewendet. 
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A-"«'  — (1  — v)"  / 

/ ^dv=  an  j  ver-^^dv 

Ktien.  Zufolge  dieser  Bemerkungen  ergiebt  sich  aus  Nro.  36) 
«(r')-«(^-)=i+i  +  ...4-i-/n-a{i-(l+i)^«) 

^  11^21.2        3   1.2.3   ^ 

Bei  nnendHch  wachsenden  n  convergirt  li{€r~^)  gegen  li{0)  =  0, 
v&d  die  Differenz 

1^2^3^  ^  n 

lihertsicb  (nach  Thl.  I,  S.  435  und  436)  der  endlichen  Grenze 

G=  0,5772156649  .  .  .  ., 

ifiithin  bleibt  die  Gleichung 

'^^  ^  11^21.2         3   1.2.3  ^ 

für  jedes  positive  x  gilt. 

Aus  Nro.  31)  ergiebt  sich  weiter  für  jer  =  e+*,  g  =  er-^ 

+  00 


li(e^^)=-^ji-di; 


—  .r 
L  •  f^ — ^ 

ner  erleidet  der  Quotient  — ?-  innerhalb  des  Integrationsintenralles 

•De  Unterbrechung  der  Gontinuitftt  und  zwar  an  der  Stelle  |  =  0 ; 
Bithin  hat  das  Integral  im  Allgemeinen  keinen  bestimmten  Werth. 
«o  diese  Vieldeutigkeit  zu  vermeiden,  definiren  wir  —  h'(e+*)  als 
woHanptwerth  des  obigen  Integrales,  d.  h.  wir  setzen     •, 

l— ar  +  a  } 

^  i  eine  positive,  bis  zur  Null  abnehmende  Grösse  bedeutet.  Zer- 
Bgen  wir  noch  das  Intervall  -)-  d  bis  -f"  <^  i^  ^i®  beiden  Intervalle 
T  8  bis  4"  «  und  -|-  ^  1»8  +  oo ,  so  ist  auch 

13* 


lt(e+*)  =  —  Lim 
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im  ersten  Integrale  lassen  wir  —  |  an  die  Stelle  von  |  treten,  zie- 
hen daranf  beide  zwischen  +  S  und  -|-  x  genommene  Integrale  und 
setzen  S  =  0;  dies  giebt 

0  X 

oder  auch  für  ^  =  xrj 

1  OD 

38)  li{e^-)  =  y dri  -j  -—an- 

0  1 

Das  erste  Integral  ist  mittelst  der  Reihe  fär  c*'?  —  e~''^  leicht  za 
entwickeln,  das  zweite  Integral  kennt  man  nach  Nro.  34)  und  37); 
man  hat  daher 

39)  nie^')=C^U  +  i^  +  ^^  +  i^  + 

und  kann  nun  auch  die  Formeln  37)  und  39)  zu  einer  einzigen,  für 
jedes  reelle  x  gültigen  zusammenziehen,  wenn  man  schreibt 

40)  h-(e')=C  +  iK.*)  +  lf +  i^  +  |j-|-3+- 

Wir  betrachten  im  Folgenden  die  Function 

f{x)  =  e-^h-(e+*)  —  e+'Zi(r-'), 

für  welche  nach  Nro.  34)  und  38)  gesetzt  werden  kann 

1  „ 

^("^  =  J V '''  +J n '' 

0  «  '  1  ' 

Aus  der  letzteren  Form  ersieht  man  leicht,  dass  f(x)  für  alle  pc 
tiyen  x  endlich  bleibt  und  dass  diese  Function  sowohl  für  x  = 
als  für  a?  =  00  verschwindet*).     Es  ist  nun 

*)  Die  obigen  Behauptungen  lassen  sich  auch  mittelst  der  Reihi 
für  li{e-fx)  und  U'(c— *)  verificiren.  Die  Gleichung /(O)  =  0  folgt  dai 
unmittelbar  aus  der  Bemerkung,  dass  das  Product  («*  — e— *)Z.t 
05  =  0  verschwindet.  CJm  die  zweite  Behauptung  zu  beweisen,  unt( 
suchen  wir  einzeln  den  Minuenden  e—^U[e-\-^)  und  den  Subtrahendi 
c+ich*(c— ar).    Die  Reihen  für  er  und  li{e^)  liefern  folgende  Gleichung 

V      2  1/  1  ■*"\      3  2/1.2"^\      4       "3/1. 2.3"^* 
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/ 


f{t)sinutdt 

0 

=  I  stnutdt  I  : —dri 

i)  0 


OO  00 


.     r  '    .^.  r^-^c»?-!)  _  6-^(1? +1) 

+     /  sinutdt  j  dri 

Ol 


/l  OD 

CO  00 


1  0 


=  /'i5f_ 

J  V  Im» 


M  U 


^  n  i««  +  (1-1?)»     «*  +  (!  +  '?)'] 


+ 


00 


c/        1?      l« 


«   +    (12  -  1)2  «'    +    (»?+  1)»J 


md  wenn  hier  C  +  Z  aj  >  2  d.  i.  rc  >  4,2  genommen  wird,  so  sind  alle 
in  Parenthesen  stehenden  Differenzen  positiv;  man  hat  daher 

/«(<+»)  <  (C-fZa?)  ^"^  ""  ^    oder  e-^h*(e+^)  <  5Jli£  (i  —  e~^). 

»27  M/ 

Da  andererseits  c— «  und  h*(6+«)  positive  Grössen  sind,  so  folgt 

e-^Zt(e+^)  =  gl      "^    ^(1  -  ß-^), 

»0  pi  einen  nicht  näher  bestimmten  positiven   echten  Bruch  bedeutet. 
Ferner  ist  nach  Nro.  35) 

sc 
»Ibo  zusammen,  wenn  x  >  4,2, 

und  hieraus  ersieht  man  auf  der  Stelle,  dass  f(x)  bei   unendlich  wach- 
senden X  gegen  die  Null  convergirt. 
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und  hieraus  ergiebt  sich  nach  Formel  21)  und  zufolge  der  Bedeu- 
tung won  f(x) 


I-. 


^'^^^   du  =  l[e-'^U(e-^')  — e-^Hi(e-')]. 


2--  2 


Da  f(x)  an  den  Grenzen  der  Integration  nach  t  verschwindet,  so 
darf  die  vorstehende  Gleichung  dififerenzirt  werden,  wodurch  entsteht 


CO 


1  +  u 

0 

CO 

Mittelst  der  Substitutionen  u^=  — ,  x  =  aß   und    unter  Voraus« 

a 

Setzung  eines  positiven  cc  erhält  man  noch 

CO 

0 


0 

OD 


-j—  CO« 

und  es  sind  diese  Formeln  die  Gegenstücke  zu  Nro.  27)  und  28). 
Sie  gewähren  wie  jene  den  Yortheil,  dass  die  von  zwei  Grössen  ß 
und  ß  abhängigen  Integralwerthe  durch  Functionen  ausgedrückt 
sind,  die  nur  von  der  einen  Yariabelen  aß  abhängen  und  mittelst 
immer  convergirender  Reihen  berechnet  werden  können. 

d.    Versteht  man  unter  f(x)  dieselbe  Function  wie  vorhin,  so  ist 


OD 

J- 


f(t)co8utdt 


cosutdt  I di] 


oo  00 


+     /  costädt  I drj 


0  1 

CO 


=  f^f[e-^^-n)'  —  c-(i +  >»)«](»««< 


dt 


OD 

1         0 
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1 
fdrii       1  —  1) 

J   ij  (««  H-  (1  — 


+  (l-i?P        ««  +  (!+,») 


I-  (1  +  12)»I 


"^  c/     1?  U«  +  (1/  —  1)»         M*  +  (JJ  +  i)»l 

+  _i_{„«,etoni  -  lliu^  +  ,)  -  lu]  =  Y^,l{^); 
daraas  folgt  nach  Nro.  17)  und  vermöge  der  Bedeutung  Yonf(x) 

0  ' 

und  dnrch  Differentiation  in  Beziehung  auf  x 

oo 
0 

Setit  man  noch  u  =  — ,  x  =  cc5  und  benutzt  die  Formeln  27)  und 

a 

2^\  80  erhält  man  die  etwas  allgemeineren  Eesultate  *) 


•)  Dieselben  sind  zuerst  vom  Verfasser  entwickelt  worden  in  Gru- 
Dcrt's  Archiv  der  Mathematik,  Bd.  V,  S.  204.  Eine  kleine  Tafel  der 
Berthe  von  ?i(e+*)  und  li(e-^)  möge  hier  noch  Platz  finden: 


X 

li{e+') 

li{e-^) 

1 

+ 

1,8951178 

—  0,2193839 

2 

+ 

4,9542344 

—  0,0489005 

3 

+ 

9,9338326 

~  0,0130484 

4 

+ 

19,6308745 

—  0,0037794 

5 

+ 

40,1852754 

0,0014483 

6 

+ 

85,9897621 

0,0003601 

7 

+ 

191,5047433 

—  0,0001155 

8 

+ 

440,3798995 

0,0000377 

9 

+ 

1037,8782907 

—  0,0000124 

10 

+ 

2492,2269762 

—  0,0000042 
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GO 

/'  COS 6(0 


+   C}2 


iGidco 


CO 

0 

--  ^  e-^ßla  —  —[e-'^ßliie+^ß)  +  e+«/5?i(r-«0],       «  >  0. 

Weitere  Anwendungen   der  Fourier'schen  Doppelintegrale  wird  man 
in  späteren  Abschnitten  finden. 


IV.    Erweiterungen  der  vorigen  Sätze. 

Zufolge  der  in  Nro.  II.   angestellten   Untersuchungen  gilt  die 
Formel 

f(x)  =  —  I  cos  XU  du  I  f(f)cosutdt,       5  >  0 

0  0 

für  alle  zwischen  0  und  h  enthaltenen  x  mit  Einschluss  von  ic  =  0; 
bei  negativen  x  würde  sie  nur  dann  gültig  bleiben,  wenn  zufälliger- 
weise f(x)  mit  dem  rechts  stehenden  Doppelintegrale  in  der  Eigen- 
schafi;  /( — x)  =  f(x)  übereinstimmte.  Die  letztere  kommt  allge- 
mein dem  Ausdrucke 

« 
zu,  worin  F(x)  eine  beliebige  Function  von  x  bezeichnet;  es  »ist  da- 
her für  alle  zwischen  —  h  und  +  ^  enthaltenen  x 

b 

Fix)  +^^(—  ^)  ^  ^fcosxuduf[F(t)  +  F(-t)]cosutdt 


Im  Uebrigen  verweisen  wir  hinsichtlich  des  Integrallogaritbmus  auf  die 
Abhandlungen  von  Soldner  (Theorie  et  tables  d'une  nouvelle  fonction 
transcendante,  München,  Lindauer  1809)  und  Bessel  (Königsberger 
Archiv  für  Naturwissenschaft  u.  Mathematik.  Heft  1,  Seite  7). 
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Das  in  Beziehung  auf  t  genommene  Integral  zerfWt  in 

b  h 

f  F(t)cosutdt  +  J  F{—t)cosutdt, 

9  0 

und  wenn  man  im  zweiten  Summanden  —  f  als  neue  Variabele  an- 
sieht,  so  erhalt  man  statt  der  vorliegenden  Summe  die  folgende 

b  0  b 

JF{t)cosutdt  -f   J  F(t)cosutdt=  J  F(t)cosutdt 

0  —6  —b 

h  ist  demnach 

oo  b 

0  —6 

—  b  <  a;  <  +  b. 

Ganz  ähnliche  Bemerkungen  gelten  für  die  Formel 

*  r 

f{x)  =  —  /  sin  XU  du  I  f(t)sinutdt, 

0  0 

fen  Gültigkeit  an  die  Bedingung  0  <^  x  <C  h  gebunden  ist;  die 
gensnate  Formel  würde  nämlich  sowohl  für  a;  =  0  als  für  negative 
r  nchtig  bleiben ,  wenn  /(O)  =  0  und  /(-—  a;)  =  —  f(x)  wäre. 
B«ide  Eigenschaften  besitzt  der  Ausdruck 

ttnd  daher  ist  für  alle  zwischen  —  h  und  -|-  h  enthaltenen  x 

ü  0 

Dm  auf  t  bezügliche  Integral  lässt  sich  auf  dieselbe  Weise  wie  vor- 
hin behandeln,  wodurch  folgende  Gleichung  entsteht 


F(x)  -  F(-  X) 


46)      ILW — _fM^ — *;  =  "^  /  ^^^^^  ^^  /  ^W ^*^^^ ^^ 

0  —6 

Durch  Addition  der  Gleichungen  45)  und  46)  erhält  man 
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47)  P(x)  =  -^J  du  J  F(t)cosu(x  —  t)dt,      —  6  <  a;  <  +  5, 

0  — ft 

wofür  auch  geschrieben  werden  kann 

00  ft 

48)  F(x)  =  —f  du  J  F(t)cosu(x  —  t)dt,      —  5<aJ<+!i. 

Für  aj  =  +  5  reduciren  sich  die  Werthe  der  Doppelintegrale  in  45) 
und  46)  auf  die  Hälften  ihrer  sonstigen  Werthe,  es  ist  daher  in  die* 
sem  Falle  nicht  FQ)),  sondern  ^FQ))  der  Werth  des  vorliegendea 
Doppelintegrales.  Liegt  x  ausserhalb  des  Interyalles  —  2)  bis  -f  ^ 
so  verschwinden  alle  betrachteten  Doppelintegrale.  Falle  der  Dis* 
continuität  sind  nach  den  früher  angegebenen  Kegeln  zu  beurtbeileo. 

Die  Formeln  47)  und  48)  erhalten  ihre  grössie  Ausdehnung  far 
h  =  00 ;  sie  werden  dann 

00  00 

49)  F(x)  '—  —  J  du  J  F{t)  co8u(x  —  t)  dt, 

0  00 

oo  oo 

50)  F(x)  =  —  I  du  1  F(t)  cosu(x  '-'t)dt. 


■00  00 


und  gelten  für  jedes  endliche  reelle  x- 

Es  möge  endlich  noch  gezeigt  werden,  wie  sich  diese  Gleichun 
gen  auf  Functionen  mehrerer  Variabelen  ausdehnen  lassen.  Wendet 
man  die  Formel  48)  auf  die  Function  ^(äJi  ,  x^)  in  der  Weise  an,  das« 
man  vorläufig  nur  Xi  als  Yariabele,  dagegen  oc^  als  Constante  b» 
trachtet,  so  ist  für  —  \  <Z  ^  <^  -\-  ^i 

CO       6i 

0{xi ,  jcg)  =  o~  /    /  ^(fu  ^) cosui{xi  —  i^i)  dui  dti. 

—  00— 6i 

Gleichfalls  nach  Nro.  48)  hat  man  auch,  indem  man  in  ^(^i ,  x^)  die 
Grösse  x^  als  Yariabele  ansieht  und  sie  zwischen  den  Grenzen  —  k 
und  4"  ^2  wählt, 

1  P  r' 

0(ti^X2)  =  —  J       I   ^(h,  h)  COSU2  (X2  —  ^2)  ^^  ^^2. 

—  00  — ^2 

Substituirt  man  diese  Gleichung  in  die  vorhergehende,  so  erhält  mai 
O  (xi ,  X2)  ausgedrückt  durch  ein  vierfaches  Integral ,  welches  dei 
Kürze  wegen  folgendermaassen  geschrieben  werden  möge: 
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—  dl  <  a:i  <  +  bi,      —  &2  <  «^  <  +  ^• 
Für  ti  gelten  die  Integrationsgrenzen  —  5i  und  -|-  5i,  für  ^2  di© 
GrenzeD  —  b2  und  4"  ^»  ^ör  die  übrigen  Yariabelen  Wi  und  u^  die 
Grenaen  —  oo  und  -|-  oo . 

Es  wird  kaum  der  Erwähnung  bedürfen,  dass  man  auf  ganz 
analoge  Weise  eine  Function  dreier  Yariabelen  durch  ein  sechsfaches 
Integral  und  überhaupt  eine  Function  von  n  Veränderlichen  durch 
ein  (2»)-faches  Integral  ausdrücken  kann. 


DIE 


BERIfOULLrSCHEN  FUNCTIOIfEIf 


UND  DIE 


HALBCOIfVERGEIfTEJNr  REIHEK 


Die  Bernoulli'schen  Functionen  und  die  halb- 

convergenten  Reihen. 


L  Die  Bernoulll'sclien  Functionen. 

Schon  in  den  Elementen   der  Algebra  begegnet  man  der  Auf- 
gibe,  endliche  Reihen  von  der  Form 

IP  _|_  2P  +  3P  +  •  •  •  +  ^, 
lorinp  und  h  ganze  positive  Zahlen  bedeuten,  zu  summiren,  auch 
^£e  Lösung  des  Problemes  keine  Schwierigkeit,  wenn  man  nach 
vmkr  die  Fälle  p  =  l,j?  =  2,  p  =  S  etc.  behandelt  und  jeden 
^fnrügen  Fall  auf  den  vorhergehenden  zurückführt;  eine  allgemeine 
lodependente  Formel  kann  man  aber  mittelst  dieses  Verfahrens  nicht 
todeo.  Dagegen  führt  die  Differentialrechnung  hierzu  durch  die  Be- 
■erküng,  dass  die  Reihe 

IP  ^  2P  +  SP  +  '  "  +  (k—iy 
■i^Bieht,  wenn  die  Reihe 

1  _}-  gr  4.  e«''  +  c^«»  +  •  •  •  +  eC*-!)" 
^ mal  in  Beziehung  auf  die  beliebige  Yariabele  v  differenzirt  und 
itchher  v  =  0  gesetzt  wird,  dass  also  die  Gleichung 

IP  _|_  2P  +  3P  +. +  Qc—iy 

=  [J>'(1  +  e'  +  e«-  +  .  .  .  +  ^-^)-)](o)  =  {2>i>(^£^)j  ^ 

iattfindet.     Um   die  angedeutete   Differentiation  auszuführen,   zer- 
ren wir  den  vorkommenden  Quotienten  folgendermaassen 

^^  —  l  V         e*«  —  1 

e«»  —  1  ~^  —  1  '       V       ' 
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bezeichnen  den  ersten  Factor  mit  ^(f),  den  zweiten  mit /(t;)  und 
machen  Gebrauch  von  der  bekannten  Regel  zur  Differentiation  der 
Producte;  dies  giebt 
1)  IP  +  2P  4-3P  -}-  .  .  .  ^-  (fc—  1)P 

=  ^(o)/(p)(o)  +  (p)i^'(o)/cp-i)(o)  +  (p)2r(o)ßf>-^m+— 

Zur  Ermittelung  der  Werthe  von  ^(0),  ^'(0),  ^"(0),  etc.  benutzen 
wir  die  in  Theil  I,  Seite  277  angegebene  Reihenentwickelnng 

ev  -I-  er-v 

ev  —  er-v 

=   —    -4-    —  W «/3    J ^^«5  .... 

j^   ^    1.2^        1.2.3.4^    ^  1.2. .6^ 

—  ^<y  <  +  ^, 

worin  ^i,  ^3,  ^5  etc.  die  Bernoulli'schen  Zahlen  sind.     Die  linke 
Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich  unter  der  Form 

e2y  +  1  2 


darstellen,  und  es  ist  daher,  wenn  y  =  ^v  gesetzt,  beiderseits  mit 
Iv  multiplicirt,  und  v  zwischen  —  2jt  und  -j-  2ä  genommen  wird, 


V 


2)     =1—1«; 

_]_  — i_t;2 "— «;*  H 1?®  —  •  •  • 

^  1.2  1.2. .4       ^  1.2. .6 

Hieraus  folgt 

^(0)  =  1,      ^'(0)  =  -  I, 

Zur  Bestimmung  von  ß^\0)  kann  man  die  Gleichung 
6*''  —  1  Ä      ,      Ä;2        ,        ÄJ3 

t;  1^1.2^  1.2.3       ^ 

benutzen,  welche  giebt 

l.n  +  1 


.  •   .  . 


W   +    1 

Durch  Substitution  der  gefundenen  Werthe  folgt  aus  Nro.  1) 

IP  ^  2P  +  SP  +. +  (*—  1)P 

JP  +  1         2n-^_j  ^_3 

,    (Pe)^5y       5 ; 

Da  (p)p  der  letzte  Binomialcoefficient   ist,   so    schliesst   die  rechti 
stehende  Reihe 
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bei  geraden  p  mit  +      >^p    p~^  /;  ^ 

bei  ungeraden  p  mit  +  o    ^""^^^» 

äe  enthält  also  keinen  von  X;  unabhängigen  Term.  Der  obigen  Glei- 
cboQg  kann  man  auch  die  folgende  Fovm  geben 

3)  IP  +  2P  +  3^  H +  (Ä  —  1)P 

und  hier  bedarf  es  nur  der  beiderseitigen  Addition  von  1^^  um  die 
SuDme  der  anfänglich  erwähnten  Reihe  in  der  üblichen  Form  zu 
eriialten  *). 

An  das  obige  Resultat  knüpft  sich  eine  für  spätere  Untersuchun- 
gen sehr  wesentliche  Bemerkung.     Während  nämlich  die  linke  Seite 
Ton  Nro.  3)  nur  in  dem  Falle  einen  bestimmten  Sinn  hat,  wo  X;  eine 
ganze  positive  Zahl  ^  1  bedeutet,  ist  die  rechte  Seite  einer  Verall- 
gemeinerong  fähig ;  man  kann  darin  X;  durch  eine  beliebige  Yariabele 
2  ersetzen  und  erhält  dann  einen  Ausdruck,  welcher,  für  sich  be- 
^Tuhiet,  eine  ganze  rationale  Function  von  z  darstellt.     Um  jedoch 
nick  eine  Function  (p  +  l)-ten  Grades  zu  betrachten  und  um,  wie 
gewöhnlich,   der  höchsten  Potenz  von  z  oder  Iz  den  Coefficienten  \ 
20  Ferechafifen,  setzen  wir  jp  =  »w  —  1  und  multipliciren  mit  m;  die 
Gleichung  3)  geht  dann  ia  die  folgende  über 

<)       m[l"*-i  +  2"»--i  +  3"»-!  -f  .  .  .  +  (Ä—  l)«»-i] 
=  **»  —  |wÄ"*-i 

<leren  rechte  Seite,  unabhängig  von  der  linken,  einer  speciellen  Dis- 
coarion  unterzogen  werden  soll. 

Demgemäss  definiren  wir  die  Function  9)(jer,  m)  durch  die  Glei- 

chong 

')   9^(^i  w)  =  xr»»  —  \mz'^-^ 

+  (m)2  JBi  Äf'«~2_(^)^  j9^  ^Tn-4  ^  (^)g  B^z"^-^ , 

rin  rechter  Hand  kein  von  z  freier  Term  vorkommen  darf,  und 
en  9)(jer,  m)    die  Bernoulli'sche  Function    tn-ter  Ordnung, 
ispielsweis  sind  die  acht  ersten  Functionen  dieser  Art: 


.     ')  Diese  Sunmienformel  wurde  zuerst  von  Jacob  BernouUi  ent- 
wickelt in  der  Ars  conjectandi,  Basüeae  1713  (pag.  97). 
SchlOmiloh,  Analysii.  U.  24 
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<p(e,  1)  =  «, 

g)(e,  2)  =  e^  —  g  =  e(z—  1), 

9(^,  3)  =  «3  _  1^-2  4.1^  =  ^(^_^(^_1), 

g)(0,  4)  =  Ä<  —  2z^  +  Ä«  =  e^ie—iy, 
ip(e,  5)  =  «»  -  |ir*  +  1^3  _  1^ 

fp(0,  6)  =  e«  —  3e^  +  ^e*  —  \e^ 

<p{e,  7)  =  «'  -  1^«  +  i«»  -  |ä»  +  le 

g)(«,  8)  =  ^8  -  4«'  +  ^«^6  _  2^4  +  1^2 

=  Ä»(«-  l)n«*  - 2*3 -1ä«  +  1^  +  1). 

Statt  der  Gleichung  5)  kann,  wie  aus  dem  Früheren  unmittelbar  her- 
vorgebt, die  folgende  gesetzt  werden 

6)  ^(,.^)=^2):-'(^i^)^^^ 

oder  auch 

7)  ^^,,^y^n:(.^^\, 

und  mittelst  der  beiden  letzten  Gleichungen  wollen  wir  nun  die  ver* 
scbiedenen  Eigenschaften  der  B er noul Haschen  Functionen  ent^ 
wickeln. 

a.    Für  js  =  0  reduciren  sich  die  letzten  Gleichungen  auf 

8)  (p(0,m)  =  0; 

ebenso  erhält  man  für  ^  =  1 ,   vorausgesetzt ,  dass  m  die  £inb 
übersteigt, 

9)  9(1,  w)  =  0,  w  >  1. 
Jede  Bernoulli'sche  Function,  worin  wt  >>  1  ist,  lässtsich  mit 
durch  z(j5 —  1)  ohne  Rest  dividireni 

Aus  Nro.  7)  folgt  weiter 

\0) 


ip(D  +  1,  m)  -  9(y,  m)  =  mlT-'  {"—- ) 


d.  i. 

9(y+l,w)  —  q){ff,m)  =  my'^-K 
Lässt  man  der  Beihe  nach  y  +  l,y  +  2,  ...y  +  Ä  —  lanf 
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Stelle  von  y  treten  nnd  addirt  alle  so  entstehenden  Gleichungen 

nebst  der  vorliegenden,  so  erhält  man 

10)  qp(y  +  Ä;,  w)  —  q>{y,m) 

=  '»iy"-^H-(y+l)«-^  +  (y  +  2)'— i+...  +  (y  +  Ä;-i)«-i]. 

Im  Bpeciellen  Falle  ^  =  0  v?ird  hieraus  die  schon   bekannte  Glei- 

(p{k,  m)  =  «»[l»»-!  +  2"»-^  +  .  .  .  +  (Ai  —  l)«»-i]. 

i)ff  Sinn  der  Gleichung  10)  ist  folgender.  Wenn  der  Werth  der 
Vaiiabelen  z  mehr  als  die  Einheit  betragt,  ohne  eine  ganze  Zahl  zu 
win,  so  besteht  e  aus  einer  ganzen  Zahl  h  und  aus  einem  echt  ge- 
brochenen Reste  ^;  die  Gleichung  10)  oder 

l^<(lP(fc+-y.m)  =  g>(y,wi)  +  w[y*»-i+(y+l)"*-i  +  ... 

...  +  (y  +  Ä-l)— 1] 
leigt  dann,  wie  der  Fall  eines  unecht  gebrochenen  Argumentes  {z) 
lofden  Fall  eines  echt  gebrochenen  Argumentes  zurückgeführt  wer- 
den kann.  Man  braucht  daher  den  Gang  von  q){z^m)  nur  innerhalb 
des  Intervalles  ^r  =  0  bis  ^  =  1  genauer  zu  untersuchen. 
Aus  der  identischen  Gleichung 

c''  —  1       ~~      "~  e-*'  —  1 

t^  V      gr  _  1    J^^^  v\    e-r  __  1  y 

ö<lff,  wenn  rechter  Hand  v  =  —  w  gesetzt  wird, 

i  i.  vermöge  der  Definition  in  Nro.  7) 
12)  9(1  —  ^,  w)  =  (—  1)'"  9(^,  w). 

Ke  Bernoulli'sche  Function  nimmt  also  von  ^  =  g  bis  xr  =  1 
D  umgekehrter  Reihenfolge  dieselben  absoluten  Werthe  an,  welche 
fc  von  £f  =  0  bis  £^  =  5  hatte,  und  zwar  mit  dem  gleichen  oder  mit 
ütgegengesetztem  Vorzeichen,  je  nachdem  die  Function  von  gerader 
von  ungerader  Ordnung  ist.  Die  Untersuchung  von  (p(e^m) 
daher  auf  das  Intervall  ^  =  0  bis  £^  =  |  beschränkt  werden. 
Für  2  =  \  und  ein  ungerades  m  =  2  n  —  1  giebt  die  vorige 
Hebung 

•)  g)(J,  2n— 1)  =  0. 

auck  fär  ein  gerades  w  =  2w  den  Werth  von  9(5,  m)  zu  er- 
3ln,  gehen  wir  auf  die  Gleichung  7)  zurück;  diese  liefert 

14' 
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c)p(i,2n)==D^"U 


Iv 
2nl       e^      —    1 


Nun  ist  identisch 


e5'  +  1        ^'-1       ^-^ 
mithin  durch  2n* malige  DifPerentiation 


+    V(0) 

und  für  v  =  0,  wenn  beiderseits  der  Factor  2  zugesetzt  wird, 

(p(|,2n)  =  2(^-l)^(2«)(0). 

Zufolge  des  bekannten  Werthes  ^(2'»>(0)  =  (— l)«-^P2n-i  tat  man 
jetzt 

14)  <jp(|,2ii)  =  (-l)«^^^^52«-i. 

Aus  der  Gleichung  12)  folgt  noch  für  ;ef  =  |  -|-  ^ 

15)  (jp(i-a?,m)  =  (-l)-<jp(i  +  a?,m) 

und  wenn  hier  x  positiv  und  grösser  als  \  genommen  wird,  so  zögt 
diese  Gleichung,  wie  der  Fall  eines  negativen  Argumentes  aafden 
Fall  eines  positiven  Argumentes  zurückgeführt  werden  kann.  Zu- 
gleich ersieht  man,  dass  ^>(^•^  oc^m)  bei  geraden  m  eine  gerade,  be* 
ungeraden  m  eine  ungerade  Function  von  x  ist,  z.  B. 

9'(H-«.6)  =  (aJ»-i)n«*-D. 

9(1  +  ^.  7)  =  x{x^  _  1)  (a;4  _  |x>  +  fl). 

b.  Die  Formeln  13)  und  14)  sind  nur  specielle  Fälle  eines  il 
gemeinen  Satzes,  zu  welchem  man  durch  den  Versuch  gelangt,! 
endliche  Reihe  ' 

9)(£r,w)  +  9U  +  — ,wj  -f  9^^  + jiwJH 1_9,^^  +  _— ,» 

zu  Summiren,  worin  h  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet.  Als  Wer 
dieser  Summe  findet  sich  zunächst  unter  Anwendung  von  Nro.  7) 

mir       /  "  ~  (A  — l)yv  -|  \ 

■^t,  \K*'\l  +  e*  +  e*  H he    *     y  — A;J^(t;)/ 


1(0) 


=^^("T-^  +  4K^)-H 


e*  —  1 


(0) 
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Die  Substitution  v  =  kfv  verwandelt  diesen  Ausdruck  in 

imd  daraus  folgt  bei  geraden  m: 

dagegen  bei  ungeraden  m: 

För  iS  =:  0,   k  =1  2  kommt   man   auf  die    Formeln   14)  und  13) 

nrück. 

c.  Um  die  Eigenschaften  der  Differentialquotienten  von  q){z^m) 
keimen  zu  lernen,  differenziren  wir  die  gebrochene  Function 

e««^  —  1 
e«'  —  1 

(M— ij.mal  in  Beziehung  auf  t;,  einmal  in  Beziehung  auf  £r,  und 
ouciieD  dabei  Gebrauch  von  dem  Satze,  dass  diese  Operationen  in  be- 
öfbiger  Reihenfolge  vorgenommen  werden  dürfen.   Wir  erhalten  so 

''      Ve"  —  1/  »         'Ve"—  1/  •       V«' —  1/ 

»ithin  für  i;  =  0  und  unter  Benutzung  der  Formeln  6)  und  7) 

Inf  die  Unterscheidung  gerader  und  ungerader  m  eingehend ,  ziehen 
Kr  hieraus  die  Differentialformeln : 

de 
i»)    ''^^'''1;+^^  =  (2n  +  1)[9.(^.  2«)  +  (-  l)"-i£,«_J. 
Dnrch  Umkehrung  derselben  ergeben  sich  die  Integralformeln: 
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20)  J  (p(^,2n-l)dz  =  ^S^^,     w>l, 


z 


21)  f<p(z,  2n)d,  =  '^^''  ^^+  ^^  +  (-  irB,„-,z. 

0 

Als  epecielle  Fälle  derselben  verdienen  Erwähnung 


1 
a 


22)  J  q>(z,  2n  '^\)dz  =  (-  l)«^!l^52n-i, 


23) 


1 
J^>{z,  2n)de  =  (—  l)»|^2«-i. 


0 

d.  Die  Formeln  18)  und  19)  geben  vollständigen  Aufschluss 
über  den  Gang  der  Bernoulli'schen  Functionen  innerhalb  des  In* 
tervalles  ^r  =  0  bis  z  =  \\  die  betreffende  Discussion  fangen  wir 
mit  dem  Falle  m  =  2  an  und  fuhren  sie  mittelst  jener  Formeis 
weiter. 

Zunächst  erhellt  unmittelbar,  dass  die  Function 

9(^,2)  =  13(^—1) 
von  js:  =  0  bis  jßf  =  I  fortwährend  abnimmt  und  negativ 
für  jer  =  I  erreicht  sie  ihren  kleinsten  Werth  9(|,  2)  =  —  \ 
Ferner  haben  wir  nach  Formel  19) 

|l^  =  <p(..2)  +  5u 

die  rechte  Seite  ist  anfangs  für  z  ==.  0  positiv,  nimmt  dann  conti* 
nuirlich  ab  und  erhält  für  ^  =  |  den  negativen  Werth  —  \  -\-ti 
=  —  j^ ,  woraus  folgt ,  dass  es  zwischen  js  =  0  und  z  =  ^em 
aber  nur  einen  Werth  giebt ,  für  welchen  derv  besprochene  Ausdruci 
verschwindet.  Diesem  Verhalten  von  (p'(z,  3)  gemäss  wächst  anfan^ 
q)(jg^  3),  erreicht  zwischen  ^  =  0  und  z  =  l  ein  Maximum  und  niinffl 
dann  wieder  ab.  Die  Zunahme  beginnt  mit  demWerthe  9?(0,3)=C 
die  Abnahme  endigt  mit  9)(|,  3)  =  0,  mithin  bleibt  ^(jer,  3)  posi 
tiv  von  z  =  0  hiB  IS  =  \  und  hat  dazwischen  ein  Maximum. 
Die  Formel  18)  giebt  weiter 


.l%i)  =  „(.,3) 


dz 

und  da  nach  dem  Vorigen  9  (ff,  3),  mithin  auch  (p'(z,  4)  positiv  bleib 
so  wächst  q)(z,4:)  fortwährend  innerhalb  des  betrachteten  Interval 
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leg.  Das  Wachsthum  beginnt  mit  qp(0,  4)  =  0,  mitbin  ist  (p(0,4) 
eine  im  Gebiete  des  Positiven  zunebmende  Function,  welcbe  für 
z  =  l  ihren  grössten  Wertb  ^^3  erreicht 

In  der  ferneren  Gleichung 

1-^^  =  9(^,4) -^3 

ist  die  rechte  Seite  anfangs  für  0  =  0  negativ,  wird  aber  wegen 
des  positiv  wachsenden  (p(£;,A)  immer  grösser  und  nimmt  für  ^  =  | 
ihren  grössten  Werth  an,  welcher 


9>a.4)-Bs  =  (l- -1^)53 


zwar  positiv  ist.  Aus  diesem  Verhalten  von  ^'(je^,  5)  folgt,  dass 
f (i^,  5)  erst  ab-  und  nachher  wieder  zunimmt.  Die  Abnahme  fangt 
an  mit  qp(0,  5)  =  0,  die  Zunahme  hört  auf  mit  9>(|,  5)  =  0,  mithin 
bleibt  (p(e,6)  negativ  von  £?  =  0  bis  xr  =  5  und  besitzt  innerhalb 
dieses  Intervalles  ein  Minimum. 


Weil  nun 


iä^  =  .(..5) 


iiimid  die  rechte  Seite  folglich  auch  (p'i^t  6)  negativ  bleibt,  so  nimmt 
f('.6)  continuirlich  ab,  mit  dem  Werthe  9)(0,6)  =  0  anfangend. 
iJenmach  ist  ^(xr,  6)  eine  im  Gebiete  des  Negativen  abnehmende 
Function,  ähnlich  wie  g)(0,  2). 

Man  übersieht  augenblicklich  den  Fortgang  dieser  einfachen 
^chlässe,  deren  Gesammtergebniss  leicht  graphisch  dargestellt  werden 
^,  wenn  man  jer  als  Abscisse  und  9>(jer,  m)  als  zugehörige  senkrecht 
wf  e  stehende  Ordinate  construirt.  Für  ÄG  =  CB  =  5  werden 
Bimlich  die  B  er noulli' sehen  Functionen  gerader  Ordnung  reprä- 
^tirt  durch 

Fig.  35. 


Fig.  34,  wenn  w  =  2,    6,    10,    14,  .  .  .  4jp  —  2, 
Fig.  35,  wenn  w  =  4,    8,    12,    16,  ...  .  4^?, 
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dagegen  die  Functionen  ungerader  Ordnung  durch 

Fig.  36.  Fig  37. 


Fig.  36,  wenn  m  =  3,    7,    11,    15,  .  .  .  .  4^?  —  1, 
Fig.  37,  wenn  m  =  5,    9,    13,    17,  ....  4^?  +  1. 

Will  man  diese  Curven  über  js  =  Ä  B  =  1  hinaus  fortsetzen,  so  hit 
man  die  Formel  1 1)  zu  benutzen.  Endlich  lehrt  die  Gleichung  15), 
dass  eine  durch  C  senkrecht  zu  ^^  gelegte  Gerade  jede  der  yoll- 
ständig  gedachten  Curven  in  zwei  congruente  Theile  zerlegt,  welche 
auf  gleichen  oder  entgegengesetzten  Seiten  der  Abscissenachse  lie- 
gen, jenachdem  m  gerade  oder  ungerade  ist. 

e.  Wir  wollen  noch  zeigen,  wie  sich  die  Bernoulli'eclieD 
Functionen  in  unendliche  Keihen  verwandeln  lassen,  die  entweder 
nach  den  Cosinus  oder  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  eines  Bogem 
fortschreiten.  In  der  bekannten,  für  0  ^  ^  ^  A  geltenden  Gleicboiig 

f{z)  =  |ao  +  ai  cos—  -f-  Oacos— y f-  a^cos—r !-••••, 


ö* 


A 

0 


JcTCe  - 
cos  — :: —  de 


setzen  wir  zu  diesem  Zwecke  A  =  1,  /(e)  =  9(;er,  2n)  und  erhalten 
q)(£r,  2n)  =  lao  +  aicosne  +  a2COs2ne  +  (hcos^^z  -]-.•• 
Hierin  ist 


j. 
ttk  =  2  I  (p(£i,  2n)cosh%edz 

0 


coshnedg 


und  bei  umgekehrter  Anordnung  der  angedeuteten  Operationen 

1 


ö* 


r  e*^  1 

=  2lr''\  I  V -coslTCedz 


(0) 


=  22) 


%n 


ilf(v)  I  (e«" — \)coslc7Cedz\    . 
0  J(«) 
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Daraas  eigiebt  sich  in  dem  spedellen  Falle  ik  =  0 

fenjer  för  ifc  >>  0 

0.  1, 

a,=  2(-l>.^-y^-f").        far  gerade  ifc. 

^k=  0  ,         für  ungerade  h 

Die  gesuchte  Reihenentwickelung  ist  hiernach 


•  •  « 


I  /_  ^ \ft,i o  1  *  2 . . (2 n)  f cos 2 ;g£r        cos4:n;js        cosßnis 

jC^n  \      22n        +        42n  «  ß2^  T 

0  ^  ^  ^  1. 
Auf  ähnliche  Weise  lässt  sich  (p(jB,2n—l)  mittelst  der  allge- 
meinen, für  0  <  ^  <  A  gültigen  Formel 

iTA -~~ -h  »V-.  ^^    I    -L     '    23r^     ,    ,     .    S7C0     , 

j(2)  =  bistn—  +  fegS^w-T h  &3Stw— T h  •  •  •  • 

A 


0 


^tmckeln,  kürzer  jedoch  gelangt  man  durch  DiflFerentiation  der  Glei- 

«Dflg  24)  zu  demselben  Resultate,  nämlich 

^^  (p(0,2n—l) 

sf^nwg^  »«(2n  —  1)  \sin27tz       sin4:7ez       sin^TCz 

3r^«~l         I  22^«— 1       ^       42»  —  !     "r     g2n— 1       I     •  •  «j » 

0<^<1,    n>l. 
^bngens  gilt  diese  Formel  auch  für  ;?  =  0  und  für  j?  =  1 ,   weil 
j^jjnke  Seite  in  beiden  Fällen  zu  Null  wird  *). 

I    )  Die  Benennung  und  erste  genauere  Untersuchung  der  Function 
fiW)  rührt  von  J.  Raabe  her,  welcher  in  Crelle'ß  Joum.,  Bd.  42, 
*8  die  Gleichung 

571(1  ^2z)  =  \sin2nz  +  \8inAne  +  \8in^nz  +  .  .  .  , 

ji  AusgangBpunkt  benutzt,  sie  mehrmals  nach  einander  mit  dz  multipli- 
f«,  von  ^  =  0  bis  ^  =  ^  integrirt  und  so  auf  der  linken  Seite  succes- 
'  ^(^,  2),  q>{z^  3)  etc.  entstehen  lasst  Dass  diese  Functionen  Diflferen- 
iquotienten  sind  und  dass  sich  demzufolge  die  ganze  Discussion  sehr 
Pttnfacht,  hat  erst  der  Verfasser  gezeigt  in  der  Zeitschrift  für  Mathe- 
^  u.  Phynk,  Bd.  I,  S.  193. 
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n.   Summirung  einer  aUgemeinen  Difibrenzenreihe. 

Unter  der  Yoraussetzung,  dass  die  Functionen  /(t»),  /(») 
/"(w),  .  .  ./(™  +  ^>(w)  innerhalb  des  Intervalles  w  =  icbisw  =  a;-|-j 
endlich  und  stetig  bleiben,  liefert  bekanntlich  der  Taylor' sehe  Sat 
das  Mittel,  um  f{x  +  Ä)  durch  f{x),  f{x),f\x),  .  .  .  /"»+^>(a;)  am 
zudrücken,  oder,  was  dasselbe  ist,  das  genannte  Theorem  zeigt  dei 
Zusammenhang  zwischen  der  endlichen  Di£Perenz  f{x  +  Ä)  —  /(jJ 
=  ^if{x)  und  den  verschiedenen  Differentialquotienten  von  f{x)\  a 
ist  nämlich  nach  ThL  I,  §.  94 

1  1.2  1  .  2  ..  .99} 


+ 


1 

/r^^     f(l-^t)^f(^+^^(x+ht)dt. 
I.2...IW0/ 


Nehmen  wir  der  Reihe  nach 

f(x)  =  F(x),      F\x)  ,       r'{x)  , F(2»-i)(a:), 

w=    2»,     2w — 1,      2w  —  2,....     '      1         , 
so  erhalten  wir  die  folgenden  2n  Gleichungen: 

1 

0  ^ 

1  ' 


1 
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Die  zweite  dieser  Gleichungen  multipliciren  wir  mit  Aih,  die  dritte 
mit  Äih^j  die  vierte  mit  Ä^h^  u.  s.  w.,  wobei  Ai,  A^-»  Az^  etc.  vor- 
läufig imbestimmte  Coefficienten  bedeuten  mögen ;  ferner  bezeichnen 
wir  znr  Abkürzung  1  .  2  .  .  .  m  mit  nC  und  addiren  alle  erhaltenen 
Gkichangen;  dies  giebt 
^f(x)  +  AihdF\x)  +  A2h^^F'\x)  +  .  .  . 

...    4.    ^2„_lÄ2»-l^^(2n-l)(a;)  =  hF'(x) 


^{j+Y-y'F''(x) 


/l  A. 

4- 


(?  +  ^  +  ^)*'^"'(^) 


1 

/ 


i 777:: r;:^ r 


(2n)'       '        (2n— ly 


•    t    -• 


^«ber  die  noch  unbestimmten  Coefficienten  Au  J.2,  .  .  •  -A2n— 1  wol- 
len wir  jetzt  so  disponiren,  dass  die  mit  Ä^  Ä^,  .  .  .  Ä^"  multiplicir- 
^a  iusdrücke  wegfallen,  dass  also    folgende  2n — 1  Gleichungen 

stattfinden 

4'   ^    3'    ^    2'    ^    V  ~     ' 

_  ^         1  Ai  A2  .  .     ^2w— 1  ^ 

(2ny  "^  (2n—  ly  "^  (2n  —  2)'  "^  "^       1'      ""     ' 

perans  ergeben  sich  der  Reihe  nach  die  Werthe 

■^1   =  2»        A2  =  12»        -^   ^^^^  ^»        -^   ^^^   —    TäÖ»   •   •    • 

tten  Bildnngsgesetz  wir  nachher  untersuchen  wollen.  Die  vorige 
leichung  vereinfacht  sich  nun,  und  wenn  zur  Abkürzung 

I)  m  =  (^  - 0'"  .  A,(i-ty'-'  ,  ,  ^2.-1(1 -<) 

(2n)'      "•■      (2n  —  1)'      "^  "^  1' 
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gesetzt  wird,  so  lautet  dieselbe 

27)     ^F(x)  -f  AihJF\x)  +  A^h^^F'^x)  -\ 

1 

0 

Für  die  nähere  Kenntniss  der  Coefficienten  A^^  A^^  etc.  ist  die 
Bemerkung  von  Gewicht,  dass  man  bei  einer  anderen  Gelegenheit  auf 
dieselben  Bedingungsgleichungen  kommt  wie  vorhin.  Versucht  mu 
nämlich  den  Quotienten  v  i  {e^ — 1)  in  eine  nach  Potenzen  vont 
fortgehende  Reihe  zu  verwandeln  und  setzt  man  demgemäss 

— ^  =  1  +  Cii;  +  G^v^  +  Csf;^  H , 

80  liegt  es  am  nächsten,  die  unbekannten  CoefQcienten  (7i,  C2,  ek 
dadurch  zu  bestimmen,  dass  man  die  vorstehende  Gleichung  mit  der 
folgenden 

multiplicirt  und  die  beiderseitigen  Goefficienten  von  v^  v^,  etc.  Te^ 
gleicht.    Die  Multiplication  giebt  nun 

'  =  '  +  {■¥  +  t)"' 

+ 

und  diese  Gleichung  kann  nur  bestehen,  wenn  die  Goefficienten  yo& 
t;2,  t;3,  t;4,  etc.  sämmtlich  =  0  sind.  Für  Ci,  C*j,  etc.  erhält  maa 
auf  diese  Weise  genau  dieselben  Bedingungsgleichungen,  welchen  vor* 
hin  ^1,  ^2t  etc.  unterworfen  wurden;  es  folgt  hieraus  die  Identitit 
von  Cm  und  Am,  mithin  auch  j 

^^^^  =  1  +  Äiv  +  Ajv^  +  A,v'  + 

1 

Wbidererseits  weiss  man,  dass  zwischen  den  Grenzen  v  =  —  2^  im 
V  =  +  2;r  die  Gleichung 

e^  —  1  ^ 


•  •  • . 
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besteht;  man  hat  daher  durch  Yergleichnng  beider  Reihenentwicke- 
Inngen 

iil  =  —  |,        ^=0,  ^5=0 

-^J  —  i — 2^»    -Ai  —  —    .,  ,    -a«  —  -f-  -gT»  .... 

Die  hiermit  bestimmten  Werthe  der  Goef&cienten  Ay^  ^3,  etc. 
8iil»titniren  wir  in  die  Gleichung  27)  und  geben  letzterer  die  Form 

+  ^^F'\x)  -  ^^F-(x)  +  .  .  .  . 

Tobei  selbstverständlich 

1 

0 
ist;  wir  haben  dann  den  bemerkenswerthen  Satz,  dass  F'(x)  in  eine 
Reihe  verwandelt   werden  kann,  die  nach  den  Differenzen  dF{x)^ 
^F'{x),  ^F"(x)^  etc.  fortschreitet     Der  letzte  Summand  (Ein)  ist 
der  Rest  der  Reihe,  welcher  einer  näheren  Untersuchung  bedarf. 

Zufolge  der  Werthe  von  Äi^  Ä^^  etc.  hat  man  nach  Nro.  26) 


p     (1  -  ty  _  ,  (1  -  <)»"-' 

"         (2»)'  •■'  (2n— 1)' 


oder  Dach  der  gewöhnlichen  Bezeichnung  der  Binomialcoefficienten 

•••  +  (— l)»(2n),„_25„_8(l  -0*  • 

Die  eingeklammerte  Reihe  ist  identisch  mit  der  BernouUi'sohen  Func- 
tion 9(1  —  t,2n)  =  (p(t,2n);  für  den  Rest  gilt  demnach  die  Formel 

1 

I  (äWJ    t/ 

^       '^    0 

Beiläufig  bemerkt,  kann  man  dieselbe  dadurch  verißciren,  dass  man 
rechter  Hand  2n-mal  die  theil weise  Integration  anwendet  und  das 
Resultat  in  die  Gleichung  28)  einsetzt;  letztere  reducirt  sich  dann 
aaf  die  Identität  hF'{x)  =  hF\x). 
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Um  den  Best  B2  n  in  Grenzen  einzuschliesseD ,  stellen  wir  fol- 
gende Betrachtung  an.  Innerhalb  des  Intervalles  ^  =  0  bis  t  =  1 
erreiche  F^^^-^^^x  -\-ht)  seinen  kleinsten  Werth  für  t  =z  a,  seinen 
grössten  Werth  für  ^  =  6;  es  ist  dann 

jp(2«+i)(^  +  Äa)    <F<2n+i)(Ä;  -f  ht)  <  r<2«+i)(Ä;  +  hl). 

Diese  Ungleichung  wird  durch  Multiplication  mit  ( — l)'»(jp(f,2«) 
nicht  gestört,  weil  dieser  Factor  positiv  bleibt  von  ^  =  0  bis  ^  =  1; 
multiplicirt  man  noch  mit  dt  und  integrirt  zwischen  den  Grenzen 
t  =  0  und  i  =  1,  so  findet  man 

1 

(—  lyj q)(t,2n)F^^''+^y(x  +  ht)dt  <  B2n-iF(^^+^^(x  +  hh). 
0 

Das  Product  52n— iJ^^^"'*'^H^4"  ^0  erhält  demnach,  wenn  ^  von  0 
bis  1  geht,  einmal  (für  x  =='  a)  einen  kleineren  Werth  als  der  in  der 
Mitte  stehende  Ausdruck,  ein  anderes  Mal  (für  x=h)  einen  grösseren 
Werth;  zufolge  der  vorausgesetzten  Continuität  von  ^^^'*+^)(w)mQBS 
es  daher  einen  zwischen  Ound  1  liegenden  Specialwerth  t=d'  geben, 

für  welchen 

1 

(—  l)*'fq)(t,2n)F('^^  +  '^x+h()dt  =  JB^n-i  i^^^"+^Ha;  +  Äd) 

0 
wird.     Der  Rest  gewinnt  hierdurch  die  Form 

30)     ü,„  =  (_  l)n+i ^^^iLzLl j;'0»4«)(a,  +  aÄ),     0<»<1. 

welche  in  so  fern  allgemein  ist,  als  J?(^**+^^(«)  nur  den  unumgäng« 
liehen  Bedingungen  der  Endlichkeit  und  Stetigkeit  zu  genügen  hat*). 

Mittelst  theil weiser  Integration  erhält  man  aus  Nro.  29) 

1 

B2n=T^J  (p'(t,2n)F(^-^x  +  ht)dt 

0 

1 

zerlegt  man  das  Integral  in  zwei  von  ^  =  0  bis  t  =^  ^  und  von 
^  =  I  bis  <  =  1  gehende  Integrale  und  lasst  im  zweiten  Integrale 
1  —  ^  an  die  Stelle  von  t  treten,  so  findet  man  leicht 


*)  Die  obige  Restformel  wurde  zuerst  von  Malmaten  angegeben 
in  Cr  eile 's  Journal .  Bd.  35,  S.  55.  (Leider  ist  diese  schöne  Abhand- 
lung durch  eine  enorme  Menge  von  Druckfehlern  verunstaltet.) 
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2 

U)B,n=r^^^J<p(t,2n-l)lF(^''Kx+ht)-F(^'Kx+h-ht)]dt. 

0 

Hier  sind  ganz  ähnliche  Betrachtungen  wie  vorhin  anwendbar ;  aus 

'ümeD  ergiebt  sich : 
1 


hlYj(p(U2n^ 


(-1)»  /  <p(t,2n'-l)[F^^^\x  +  ht)'-F^^^^(x  +  h''ht)]dt 


1 


0 


Setzt  man  noch  1  —  ö*  =  ö,  so  erhält  man  die  Restformel 

welche  gleichfalls  allgemein  gilt  *). 

Unter  besonderen  Voraussetzungen  lässt  "sich  diese  Formel  noch 
nranfachen.  "Wenn  nämlich  F^'^^^{u)  von  w  =  a5bisw  =  a;  +  Ä 
contmnirlich  wächst,  so  ist  wegen  0  <;  ö*  <;  i  und  §  <C  ö  <C  1 

W  continuirlich  abnehmenden  JP^^  **)(«*)  ist  umgekehrt 
Ö<F(-«">(a;  +  %h)  —  -F(2»)(a;  +  0Ä)<r(2«)(a?)  —  jP(2»)(a;  +  Ä), 
%lich  kann  in  beiden  Fällen,  d.  h.  wenn  F^^b+d^^j  zwischen  w  =  fl? 
Bnd  tt  =  jc  -^  Ä  Bein  Vorzeichen  nicht  wechselt, 

gesetzt  werden,  wo  ß  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet.     Dies 

giebt 

■der  kürzer 

«)        JJ,,  =  (_i)«+i25-^2g^^JF'«'')(:p),     0<fi<l. 

I      Führt  man  die  in  Nro.  28)  vorkommende  Reihe  um  ein  Glied 
Leiter,  so  dass 


!     •)  Vom  Verfasser  angegeben  in  der  Zeitschrift  füf  Mathematik  und 
"»yßik,  Bd.  1,  S.  193. 
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34)     hF'(x)  —  ^F(x)  —  lhJF'(x) 

+  ?^JF"ix)-?^^F^\x)  +  ' 


ist,  so  hat  man 


+  (-  1)"+^  ^'l2ny'  ^^*"^(^)  +  ««•+« 


7?  h!^*^ 

mithin  nach  Nro.  33),  wenn  2  £  —  1  =  9  gesetzt  wird 
35)  B,„+,  =  (-  l)«+>  p  ^g^  ^F<^«)(x), 

und  hier  liegt  Q  zwischen  —  1  und  +  1.     um  zu  entscheiden,  in 
welchen  Fällen  q  positiv  und  in  welchen  es  negativ  ist,  entwickeln  ^-ir 
jB2n+a  mittelst  der  allgemeinen  Formel  30)  und  erhalten  nach  Hebung 
der  gemeinschaftlichen  Factoren 
7>         1,2 

oder 


X 


-02n+l"  TP(2n4-B)rn^    l    S^-k\ «  T>  I    X'r2n4-lV^J.j|/W|^ 


(2n  +  l)(2n  +  2) 

Nach  der  hei  Nro.  33)  gemachten  Voraussetzung  ändert  JP^2n+ii(„] 
d.  h.  jeder  Differentialquotient  ungerader  Ordnung  sein  Vorzeichen 
nicht,  wenn  u  von  aj  his  a;  +  Ä  wächst;  dasselbe  gilt  von  F^^*'^^^) 
oder  von  jp(2n+3)(a.  _|_  ^^).    Besitzen  nun  F(2«+8)(^)  ^nd  1?^(2i.+i)(b) 

gleiche  Vorzeichen,  so  kommt  dieses  Vorzeichen  auch  dem  rechts 
stehenden  Integrale  zu,  und  dann  muss  Q  negativ  sein;  haben  da- 
gegen F^^  "^^^  (t*)  und  F^^  '*+^^  (m)  ungleiche  Vorzeichen,  so  mußs  a» 
denselben  Gründen  Q  positiv  sein.  Unter  diesen  Voraussetzungen 
bildet  demnach  der  Rest  E2n-{-2  einen  Bfuchtheil  des  letzten  Glied« 
der  Reihe. 

m.  Die  Summenfonnel  von  Mao  Laurln. 

In  der  allgemeinen  Gleichung  28)  oder 
hF'ix)  =  ^F(x)  —  \hJF'{x) 

+  ^JF'\x)^^JF^^x)  +  .^- 

1 

•••+(-l)''^aT-2)'  -^^'""'^(^) -kiy 7  9'('.2n)ii'e«+')(^+W)^ 


Ü 
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aehmen  wir  der  Beihe  nach 

«=a,  «  +Ä,  a  +  2A,  ...a  +  (q~l)h 
ondaddiren  aUe  so  entstehenden  Gleichungen;  dies  giebt 

»[r(a)  +  na  +  Ä)  +  J"(a  +  2Ä)+...+j"(a  +  JZnÄ)] 
=f(a+  qh)  -  F(a)  -  |Ä[i?"(a  +  qh)  —  F'(ä)} 

0 

«Iw  «nr  Abkürzung  gesetzt  wurde 

•  •  •  +  F(^''+»(a  +  J^Tl  Ä  -1-  kt). 
Beantzen  wir  noch  die  Substitutionen 

a  +  qh  =  b,        F'(u)=/(u), 
»  «halten  wir  die  allgemeine  Formel 

^  \\f(a)  +/(«  +  Ä)  +/(«  +  2Ä)  + . ..  +/(«  +  ^ZTTä)] 
=  //(„)d«_lÄ  [/(&)_/(«)] 

•■•  +  ^-  ^>''-(2nl-2)'    ^"-'H6)  -/«»-»)(«)] 


tte  nur  an  die  Bedingung  gebunden  ist,  dass  /{u),  f  («),  /"  („), . . . 
I«)  stetig  und  endUch  bleiben  von  m  =r  a  bis  «  =  b. 
,  «le  früher  bedarf  auch  hier  das  letzte  Glied  in  Nro.  36)  einer 
Neren  Untersuchung,  bei  der  wir  uns  kurz  fassen  können,  weÜsie 
'»JnUche  Betrachtungen  wie  in  Nro.  IL  hinauskommt. 
Venn  es  gelingt,  zwei  von  t  unabhängige  Grössen  M  und  N  zu 

'""Unüch,  AiudyAu  n. 
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finden,    zwischen  denen    S2n   enthalten    ist,    d.  h.    wenn  eine  Un- 
gleichung von  der  Form 

M<S2n<N 

existirt,  so  hat  man,  weil  ( —  1)**9>(^,  2w)  von  ^  =  0  bis  ^  =  1  po- 

sitiv  bleibt,  | 

1  1  1 

(—  iyfM(p(t,2n)dt<C(—l)yS2n(p(t,2n)dt<^  \ 

0  0  0 

d.  i. 

1 

B2n-lM<(-  iyjS2n(p(t,2n)dt  <  B2n--lN 

0 

und  man  kann  folglich 

1 

(—iyfs2nq>(t>^n)dt  =  B2n-i[M  +  ^(N—  M)] 

0 

setzen,  worin  d"  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet;   dies  gielt\ 
die  Formel*) 


38)    Ä[/(a)-f/(a  +  Ä)+/(a  +  2Ä)  +  ...+/(a  +  2-lÄ)] 

b 


=Jf{u)du  -\hUQ>)  -/(«)] 


a 

.2 


i 
7?o        oÄ2n  — 2 

■  ■  ■  +  ^~  ^^"    (2  n -  2)'    [>^"'~''^(^)  -  /^'"-'K«)i 

Unter  der  speciellen  Voraussetzung,  dass  JP(^'»+*(w)  =/*"^(« 
von  05  =  a  bis  fl?  =  5  keinen  Zeichen  Wechsel  erleidet,  gelangt  ma 
zu  einem  einfacheren  Resultate,  wenn  man  von  den  Gleichungen  S^ 
und  35)  ausgeht  und  die  nämlichen  Operationen  wie  vorbin  anwende 
man  erhält 


*)  Ohne  Berücksichtigung  des  Restes  ist  die  obige  Formel  zueJ 
von  Mao  L aurin  im  Treatise  on  fluxions  (Lond.  1742)  entwickelt  ui 
nachher  von  Euler  in  dem  Instit.  calc.  differ.  P.  I,  cap.  5  reproduc 
worden. 
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*l/(«)  +  /(«  + A)  +  /(o  +  2Ä)  +  •••  +/(a  +  4-  lÄ)] 
1 


=J mdu  -  Ihlfib)  -  f(a)] 


•••  +  (-  1)-+'       (7^y     ■  [/<*— "(b)  -  /«"-»(«)] 

(2«)'        ' 
md  zwar  ist,  wenn  ^i,  Q^,  .  .  .  9,  echte  Brüche  bezeichnen, 
T=Qi  [ß^'-^ia  +  Ä)  -  /»»-DCa)] 
+  <?»  [/<*—«(«  +  2Ä)  -  /(i»— i)(a  +  Ä)] 
+ 


+  <►,  [/»- '>(a  +  9Ä)  -  Z«« -  i)(a  +  3  _  1 Ä)]. 
Die  Brüche  ^i,  (^2*  •  •  •  Qq  sind  hier  gleichzeitig  positiv  oder  negativ, 
jmchdem  f^^^^(u)   und  /^^'•+2>(«)    entgegengesetzte   oder    gleiche 
Vorzeichen  behalten.      Für  den  Fall,  dass  alle  Q  positiv  sind  und 
f*-^>(t*)  wächst,  hat  man 

0<()i[/(a«-i)(a+  Ä)  -/(2n-i)(a)]</(2«-i)(a  +  Ä)~/(a«-i)(a), 
()<p,|yX2«-i)(öt4_2Ä)— /(2«-i)(a+Ä)]</2«-i)(a+2Ä)--/2n-i)(flj_|.fe), 

U.  8.  W. 

mthm  durch  Addition 
«  kann  folglich 

r=  p  [/(2«-l)  (a  +  qh)  — /(2n~l)(a)]  =  ^  [y(2n-l)(^)  _/(2n-l)(a)] 

gesetzt  werden,  wo  q  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet.  Bei 
pwitiyen  pi,  ^a,  .  .  .  Qq  und  einer  abnehmenden  Function  /^^n— i)^i^^ 
I  geht  das  Zeichen  <C  in  das  Zeichen  ^  über ,  das  Endresultat  aber 
bleibt  dasselbe.  Sind  ^i,  92»  •  •  •  9?  negativ,  so  gelten  für  — T  die 
|a&mlichen  Schlüsse  wie  vorhin  für  T  bei  positiven  91,  921  ••  •  Pg»  und 
jttgilt  daher  die  obige  Formel  allgemein,  wenn  Q  immer  mit  dem- 
lelben  Zeichen  genommen  wird  wie  die  früheren  ^i«  ^2»  •  •  •  ®^* 
I infolge  dieser  Erörterungen  hat  man  die  Gleichung 


15* 
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39)     Ä[/(a)  +  /(a  +  h)  +  f(a  +  2Ä)  +  •  •  •  +  f(a-^T^n)] 
b 

=ff(u)du  -  ih{/0>)  -f(a)] 

a 

+ ^  if'M  -  /'(«)]  -  ^  if"'o>)  -  rm  +  •  •  • 

7?«        ,  Ä2« 

+  (- 1)"+^  (~^)f  if^'-'m  - /«-"(fl)] 

worin  Q  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch  bedeutet,  je* 
nachdem  f^^^^(u)  und  ß^^-^^^(u)  von  u  =  a  his  u  =  a  -\-  qh  =  h 
entgegengesetzte  oder  gleiche  Vorzeichen  behalten. 

Die  Gleichungen  38)  und  39)  zeigen  den  Zusammenhang  zwi- 
schen der  Summe  einer  endlichen  Beihe  und  einem  bestimmten  In- 
tegrale; sie  können  daher  zur  Berechnung  des  einen  dieser  Ausdrücke 
benutzt  werden,  wenn  man  den  jedesmaligen  anderen  als  bekannt 
voraussetzt.  So  folgt  z.  B.  aus  Nro.  39),  falls /(^**^  (t*)  von  u=a 
hiB  u  =  b  keinen  Zeichenwechsel  erleidet, 

b 

40)  ff(u)du 

=  ÄB/(a)  +  f(a  +  h)  +fia  +  2Ä)  +  .  -  -  +  /(&-Ä)  +  i/^(6)] 
-^[/(h)  -/(a)]  +  ^[r\h)  -/"(a)] 

Denkt  man  sich  u  als  Abscisse ,  f(u)  als  Ordinate  einer  Corve, 
mithin  das  bestimmte  Integral  als  die  über  der  Strecke  h  —  a  ste- 
hende Curvenfläche,  so  bedeutet  die  erste  Zeile  rechter  Hand  die 
Summe  von  den  Flächen  der  q  Trapeze ,  welche  entstehen ,  wenn 
b — a  in  g  gleiche  Theile  getheilt,  durch  jeden  Theilpunkt  eine  Ordinate 
gelegt  und  der  Endpunkt  derselben  mit  dem  Endpunkte  der  nächsten 
Ordinate  geradlinig  verbunden  wird.  Bekanntlich  liefert  diese  Summe 
einen  Näherungswerth  der  Fläche;  die  übrigen  Glieder  in  Nro.  40) 
bilden  zusammen  die  Correction,  deren  jener  Näherungswerth  bedarf. 

Andererseits  können  die  Formeln  38)   und  39)  zur  Berechnung 
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der  links  stehenden  Summen  dienen,  und  es  ist  diese  Anwendung  be- 
Bonders  in  dem  Falle  von  Yoriheil,  wo  q  eine  so  grosse  Zahl  ist,  dass 
die  directe  Summimng  äusserst  mühsam  werden  würde.  Hierzu  g&- 
ben  wir  einige  Beispiele. 

a.    Die  Annahme  /(«)  =  —  liefert 

hier  sind /^2»)(i*)  \mdß^^+^^(u)  gleichzeitig  positiv  für  w  >  0,  mit- 
iiin  kann  die  Formel  39)  angewendet  werden  und  ist  darin  Q  ein 
negativer  echter  Bruch.  Setzt  man  a  =  l ,  h  =  1  und  vereinigt 
die  beiden  letzten  Summanden  in  Nro.  40),  wobei  der  positive  echte 
Brach  1  -|-  ^  kurz  mit  £  bezeichnet  werden  möge,  so  hat  man 

i  +  1  +  i  +  ....  +  i 

=  '"  +  ■> -|L-i-I->]-§fsTT). -']  +  ■• 


""^^       ^        2n— 2Lb+l)2«-2       ^J 


2n     L(«+l)'"  J 


Wir  setzen  noch  qA-1  =  p,  addiren  beiderseits  —    und   fassen  die 

p 

Ton jp  unabhängigen  Glieder  zu  einer  Gonstante  C  zusammen;  dies 

giebt 

1^2^3^  ^  p 

=:C+   ?p+    J--  A_^   ^^ 

^    ^  ^  2p        2p^^  4j)* 

...   +   (-1)»-! ^^"-^ +   /        l)nL?ÜLZll. 

^\      ^        (2n  — 2)i?2'»-2  ^  ^        ^     2wi}2« 

Die  Gonstante  bestimmt  sich  wie  in  Theil  I,  S.  435  dadurch ,  dass 
>iÄn  Ip  beiderseits  subtrahirt  und  zur  Grenze  für  unendlich  wach- 
sende p  übergeht;  es  bleibt  dann 

C^IAmj  +  1  +  1-^ 4.  i  —  ^  =  0,5772156649... 

Aus  den  bekannten  Werthen  der  Bern oulli' sehen  Zahlen  (|, 
w  4  ^)  ersieht  man  augenblicklich,  dass  die  in  Nro.  41)  rechter 
Hand  vorkommende  Reihe  anfangs  eine  fallende  ist;  ob  diese  Eigen- 
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Schaft  auch    weiterhin  stattfindet,   kann  man  mittelst   der   Formel 
(Thl.  I,  S.  244) 

2^"*-^Jgam-i3g^'"   _  J_        J^        J_ 
1.2.3...  (2m)         12»«  "^  22'»  "^  32"»  "^  ' 

entscheiden,  deren  rechte  Seite  kurz  S2m  heissen   möge.     Eb  folgt 
nämlich 


_  1  .  2  .  3  .  .  .  (2  m) 

■^2m-l   —  22'»-l;r2«»  ^**" 


und 


im 


■ggm-i     __  1.2...  {2m  —  1)  ^2, 
2  m  .  j)2r»  —  (2  Äi?)2'»-i  *  jcp  ' 

hei  hinreichend  grossen  m  lässt  sich  der  erste  Factor  rechter  Hand 
heliehig  gross  machen,  während  der  zweite  Factor  dem  Grenzwerthe 

—  zustrebt.  Die  Reihe  in  41)  wird  daher  von  einer  bestimmten 
jcp 

Stelle  ab  zu  einer  steigenden  und  darf  deswegen  nicht  ins  Unend- 
liche fortgesetzt  werden;  vielmehr  wird  man  bei  praktischer  Rech- 
niuig  sie  nur  soweit  benutzen  als  ihre  Glieder  abnehmen.  Derartige 
Reihen  sind  gewissermaassen  halbconvergent  und  ohne  Dis- 
cussion  des  Restes  von  keinem  Werthe. 

b.  Die  Annahme  f(u)  =  lu  giebt 

1.2...(2n--  1) 


/(2«)(W)  =   ~ 


U^n 


hier  sind  ß^^'*^(u)  und  ß^^-^^^(u)  gleichzeitig  negativ,  mithin  ist  in 
Formel  39)  9  ein  negativer  echter  Bruch,  Für  a=l,  Ä=l,  1  +^  =  f 
erhält  man  jetzt 

II  i-  12  +  13  +  U  +  '  "  +  Iq 

...+  C-1)« ^2n-3 r 1 A 

^  ^      ^  (2 w  —  3) (2n  —  2)  [(g  +  l)«—»         J 

4.  /        l\«+l  ^^2n-l  r 1 j  I 

^V      a;       (2w-l)(2w)L(g  +  l)2'*-^         J" 
Setzt  man  q  -\-  1  =  p,  addii^;  beiderseits  Ip  und  vereinigt  alle  von! 
p  unabhängigen  Summanden  zu  einer  Constanten  y,  so  hat  man  aucl^ 
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^  l.2.p        d.4p*^       ^^       '^  (2n— 3)(2n  — 2)i>2'— 3 

Die  Bestimmimg  der  Constanten  y  geschieht  auf  dieselbe  Weise  wie 
in  Tbl.  I,  S.  437;  es  findet  sich  y  =  |?(2ä),  mithin 

i2)   l{l.2.3...p)  =  11(271)  +  (p+l)lp-'P 

+  r^-^^8  +  -  +  (-i)-  ^^'•-^ 


l.2.p       3.4.jt)«  '  I  V        /  (2w  — 3)(2n  — 2)i)2»-3 

^^       '^      (2n  — l)2ni?2«-i 

Aoch  diese  Reihe  ist  halbconvergent,  kann  aber  gleichwohl  bei  grossen 
p  mit  Yortheil  benutzt  werden.  Nimmt  man  z.  B,  p  =  1000, 
»=  2  und  mnltiplicirt  beiderseits  mit  dem  Mpdulus  0,4342944819, 

10  erhalt  man 

l09{l  .2.3...  1000)  =         0, 39908  99341  790 

+  3001,5 

—  434,2944819032  518 
+         0,00003  61912  068 

—  s  .  0,00000  00000  012 
oJtliiB  für  6  =  1  und  6  =  0 

»,6046442221  328<Z^^(1. 2.. .1000X2567,6046442221  340, 
wrang  hervorgeht,  dass  das  Product  1.2...  1000  mit  2568  Zif- 
fern geschrieben  wird,  von  denen  die  acht  höchsten  sind:  40238  726. 

c.  Nehmen  wir/(t*)  =  u-f^,  so  behalten /(2«)(t*)  und /(2«+2)(t*) 
gleiche  Vorzeichen  für  w  >  0;  daher  ist  nach  Formel  39),  wenn  noch 
1  +  Q  gleich  dem  positiven  echten  Bruche  s  gesetzt  wird, 


+ ^ii5i*r_i ^1  _  Bsn{fi+i)(ii+2)h*  r^ i_1 

1 . 2  laf+i      W+iJ  1.2.3.4        La^+8     h^+^y" 

■■.J.(_,).-g8»-3ft(>*+l)-(>t+2«— 4)A^»-''r      1 1      ] 

1.2.3 (2»  —  2)         [a*«+a»-ä     W+«"-»J 

^.(_  n..i.i*-g3n-ift0t+l).-0t+2n— 2)^««^      1 1      1 

1.2.3 (2m)  [a"+a»-i     b«+2«-iJ* 
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Falls  ft  >  1  ist,  was  durch  fi  =  1  -|-  A  ausgedrückt  werden  möge, 
lässt  sich  die  Reihe  linker  Hand  ins  Unendliche  fortsetzen  ohne  zu 
divergiren ;  es  wird  dann  h  =  a  -{-  qh  =  oo,  und  demnach  bleibt 

^^^    a^^  "^  (a  +  Äy+*  "^  (a  +  2Äy+*  "*"  (a  +  3Ä)i+*  "^  "  " 
_     1  1         B,{X  +  l)h      J93(A  +  l)(A  +  2)(A  +  3)fea 

Xc?Ä"^2ä^i"^    1.2a^+2  1.2.3.4.a*+*  "^*' 

,   ,_    .,^2n~3(A+l)(A  +  2)...(A  +  2n-3)?i^"-3 
"'"'"^       ^  1  .  2  .  .  .  (2n  —  2)a*+2«-2 

"^^       ^  1.2...  (2w)a^+2« 

Diese  Transformation  einer  unendlichen  Beihe  in  eine  halbconvergente 
Reihe  bietet  einen  wesentlichen  Yortheil  sobald  k  klein  ist,  weil  dann 
die  Reihe  linker  Hand  zu  langsam  convergirt,  als  dass  man  ihre 
Summe  direct  berechnen  könnte.  Handelt  es  sich  um  die  Summiroiig 
der  Reihe 

SO  thut  man  am  besten,  etwa  die  ersten  neun  Glieder  unmittellv  zu 
Summiren  und  nachher  die  Formel  43)  für  a=10,  j^  =  lzaW 
nutzen;  es  ist  dann 

L    .    _L     I       1       .        '     I   JL 

^  —  ii+Ä  "T"  2^+^  "*"  3H^  "T  •  •  *  i-  91+A 

1   I j.        1^        i+l  _  (A  +  l)(A  +  2)(A  +  3) 

(A+l)(A  +  2)...(A  +  5)       l 
"^  30240000000  f 

und  der  Rest  beträgt  immer  einen  Bruchtheil  desjenigen  Teii^ 
welcher  auf  den  zuletzt  in  Rechnung  genommenen  folgt.  Diese  Fo^ 
mel  gewährt  eine  bedeutende  Genauigkeit. 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  43)  mit  A  und  lässt  nachher  diesi 
Grösse  unendlich  abnehmen,  so  gelangt  man  zu  dem  bemerken» 
werthen  Satze,  dass  das  Product 

^W^  ^  (a  +  Ä)i+A  +  (a+2Ä)i+*  +  •  •  7 
gegen  den  Grenzwerth  7-  convergirt*). 

IV 


*)  Es  ist  dies  eine  von  Dirichlet  bei   zahlentheoretischen  Üntei 
Buchungen  gemachte  Bemerkung;  vergl.  Cr  eile's  Joum.  Bd.  19,  S.  33( 


FtU 
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d.  Wir  wollen  noch  den,  in  mancher  Hinsicht  eigenthümlichen 


•**  —  1 — t: A  ^^  ~l~  "^ — 7i ;:  ^^  —  *  *  * 


1.2  1.2. .4        '    1.2. .6 

krachten,    wobei    die   angewendete    Beihenentwickelong    nur   für 
«^  <  (2  ny  Geltung  hat.    Hier  ist 

/(0)  =  0,    /'(0)  =  |-Bi,    /"(0)=-iJ53, 

mithin  nach  Formel  36)  für  a  =  0,  5  =  gÄ,  und  wenn  das  letzte 
Integral  kurz  mit  e/jj«  bezeichnet  wird, 


»  _  1  "T"  e2»  _  1  "•"  ■    ■  ~  e(«-i)A  _  ij 


^1*'r^,    .s  ,,,-,         -BsÄ* 


+ir[/(3Ä)  -  IB,}  -  ^  [f'" (qh)  +  1^3]  +  .  .  . 


ln+1 

i<i€r  bei  etwas  anderer  Anordnung  und  nach  Division  mit  h 

«)  -r^ 1 1 1-  .  .  .  -^ 

\1  ^  2    ^  ^    ä  V  Ä  Ä   ^   4 

•  -.J(l_e-9*) 1 1^ 

*  '       2qh        2(6«*  —  1) 

i?[/'(äÄ)  -  iBi]  -  ^[/"(3Ä)  +  l^a]  + 


•     •    • 


■  die  Reihe  linker   Hand  ins   Unendliche  fortsetzen   zu  können, 
haen  wir  die    Werthe  aufsuchen,    welche  /(w),  /'"(«*)  etc.  für 
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u  =  CO  annehmen.     Dififerenzirt  man  aber  f(u)  mehrmals  nachein- 
ander und  macht  bei  jeder  Differentiation  Gebrauch  ¥on  der  Formel 

■^-((e«  —   l)m)  =  —  ^  l(e«  _   l)m   +  (eu_i)m+l)' 

80  gelangt  man  sehr  leicht  zu  der  Gleichung 

^  W  \e«_  1  T^  (e« _  1)3  ^      ^  (e«—  l)^«  u^» 

worin  «i,  (3^2,  .  .  .  a2n  gewisse  numerische  CoeflQcienten  bedeuten,  auf 
deren  Werthe  es  nicht  weiter  ankommt.  Diese  Formel  zeigt,  du 
y(2n— 1)^^)  bei  unendlich  wachsenden  u  die  Null  zur  Grenze  lut 
Lassen  wir  jetzt  in  Nro.  44)  g.  unendlich  zunehmen  und  beachten 
ausser  der  vorigen  Bemerkung  noch  die  Formel 

■^'"*(t  +  i"  +  i+'*"'"7~^3)  =  0,577  . . .  =  C, 
so  gelangen  wir  zu  dem  folgenden  Resultate 

^^^    c*  —  1  "*"  c2*  —  1  "^  c^»  —  1  "^ 


•  •  • 


~      Ä      """i        2'.2  4'. 4  ■"      (2n— 2)'(2n— 2) 

(2n)'*    • 
Der  Best  bedarf  hier  einer  s'peciellen  Untersuchung,  weil  die  Fiin& 
tion/(w)  im  vorliegenden  Falle  nicht  von  der  Art  ist,  dass/^^'^W 
von  u  =  a  =  Obis  u  =  h  =  oo    entweder  nur  wächst  oder  nur 
abnimmt.    Zufolge  der  Bedeutung  von  J%n  nämlich 

0  I 

kommt    diese  Untersuchung   im    Wesentlichen  darauf  hinaus,  zwfti 
endliche  Grössen  M  und  N  zu  finden,  zwischen  denen  die  Summe 

enthalten  ist;  wie  in  Nro.  38)  erhält  nachher  der  Rest  die  Form 
46)  (-  1)»+»  ^g^  [M  +  »(2V  -  Jlf)]. 

Setzt  man,  um  zunächst  ß^^^u)  zu  discutiren,  in  Formel  27) 
S.  140  X  =:  ity  so  hat  man 


' 
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f  (l  +  e»*"  -  l) 


2A  ^  12  +  A«  ^  2«  +  A«  ^  3«  .+  A»  ^ 


•    •    •    t 


QDdfär  2lx  =1  u 


+ — ^  +  — ^^— + 


luenoB  folgt  durch  2  n~  malige  Differentiation  unter  Anwendung  der 
Formel  15)  auf  S.  273  des  ersten  Theiles 

f  ")(w)  = 

cos\  (2w -f-  l)arctan —        cos]  (2n  +  l)arctan  — 

forden  absoluten  Werth  von  ß^'^^u),  welcher  mit  [/^^"H^)]  he- 
jeichDet  werden  möge,  ergiebt  sich  hiernach 

2(2ny   — = — 1 ^ 1 = 1 1- 

^     ^    l(223r2 -f  W2)«  ^  (42^2  +  1*2)«  ^   (62;r2  +  w2)»  ^        J 


Ungleichung  wird  stärker,  wenn  man  beachtet,  dass  immer 
_i <  l 

^',  68  ergiebt  sich  nämlich 

^        ^   ^^^(2jW;)2«-2|l2«-2(22;;i;2^^2)^22»-2(42|7r2+«*2)^  J 

«icr,  wenn  423r2,  G^x^  etc.  durch  22;r2  ersetzt  werden, 

[/(«.)(„)]<  J(E!01f_J_.^_... .)  _J 

Bezeichnet  man  die  Summe  der  eingeklammerten  unendlichen  Reihe 
""*S2n-2  und  versteht  unter  a  einen  nicht  näher  bestimmten  posi- 
wen  oder  negativen  echten  Bruch,  so  darf  man  jetzt 


2(2£0W^. 

•^  ^^  /'0-r^2«— 2 


€ 


(2;r)2«-2      4^2  +  t*2 
•ben.  Hiernach  ist 

|^^_2(2nyg2„^2|         fp  f^  ^^  I     1 

(23r)2«-2   |4Ää  +  (Ä^)2"^4;r2+(Ä+Ä0^"^4Ä2+(2Ä+Ä02       j 
N  för  den  absoluten  Werth  von  S^n  folgt  daraus 
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2 


< 


(2nyS2n^2l    1        ,1/1,1.  \\ 

(2jr)2»-a    U3r2"^Ä3\12"^2^"^" /j 


9      /ojj;)2n-2     \^2jr3"^3Ä2y""      ^       (2n— 2)'       V43r2"*"  6/ 


Wegen  der  bekannten  Summe  der  reciproken  Qoadratzahlen  hat  man 
jetzt  die  Ungleichung 

2(2nys2n-2/  1     ,    ^'\^a  2(2nys2n-2/  1     ,    grn 

(2;7r)2«-2    V4je2'T"6W  (23r)2»-2  V4ä2"^6äV' 

und  der  Rest  stellt  sich  nach  Nro.  46)  unter  die  Form 

S2n—1  San— S 

worin  q  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch  bezeichnet 
Lassen  wir  endlich  in  Nro.  45)  n  -f  1  an  die  Stelle  von  n  treten,  so 
können  wir  schreiben: 

47)   1 1 1 1 1 L  .  .  .  . 

ri 71, 

=        j^         +  i  -  CiÄ  —  QÄ» Can-iÄ»»-^  -  B,. 

nnd  zwar  gelten  hier  folgende  Werthe 

0=0,5772156649..., 

*''■"  2'. 2  ~  144' 

^.  _  W! 1_ 

*  ~  4'.4  ~"  86400' 

..   _  C^  _         1 

*  ~  6'.  6         7620480' 


8'.  8        290304000' 

r-<&)L=—J— 

'~10'.10       6322821120 

U.  B.  W. 


^^"^^    1  .2...(2«)  V"6    +4^;'  ' 

Für  €r^  =  z  ergiebt  sich  noch,  wenn  e  einen  positiven  echten Bniclj 
bedeutet, 
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•  •  •  • 


^^^  1  -e  "^  1  —  z^  "^  1  —  z^  "^ 


C«2«_ll?(— -jl  — Ä2b, 


*^"  =  ^  1.2...(2n)  IT  +  I^^r 
^eee  Formel  gewährt  einen  wesentlichen  Yortheil,  sobald  z  wenig 
Vläner  als  die  Einheit  ist;  die  Beihe  linker  Hand  convergirt  nämlich 
unter  dieser  Yoraussetzang  äusserst  langsam,  während  es  rechter 
Bind  nnr  einiger  Summanden  bedarf,  um  eine  ansehnliche  Genauig- 
keit zu  erreichen.*) 

*j  Nach  einer  von  Lambert  (Architektonik,  S.  507)  gemachten  Be- 
nerknng  kann  die  unendliche  Reihe  in  Nro.  48)  nach  Potenzen  von  z 
([«ordnet  werden,  nämlich 

z  +  2z^  +  2<?8  -f-  3^*  +  2^0  +  4^«  +  •  •  . 
lad  zwar  ist  dann  der  Coefficient  von  -8^»»  gleich  der  Anzahl  der  Theiler 
'oiiftalBo  U.A.  =  2,  wenn  m  eine  Primzahl  ist.    Ferner  hat  C  lausen 
KieUe'g  Journal,  Bd.  3,  S.  95)  erwähnt  und  nachher  Sc  her k  (ebendas. 

^  9)  S.  162)  bewiesen ,  dass   dieselbe  Reihe  folgende  Form   annehmen 

hm 

1  —  -er      *   l—  z^      '1  —  z^      '1  —  z^         '  ' 

vtlche  bei  kleinen  z  eine  leichtere  Summirung  gestattet.  Die  obige 
TnuBformation,  gewissermaassen  das  Gegenstück  der  vorigen,  ist  vom 
»«rfisser  angegeben  worden  in  den  Sitzungsberichten  der  K.  S.  Gesell- 
«^ft  d.  Wissenschaften,  Bd.  13  (Jahrg.  1861),  S.  120. 


DIE   GAMMAFÜNCTIOJSTEIf. 


Die    Gamma functionen. 


L  Definition  und  Fundamentaleigensoliaften  der 

Gammafanctionen. 

Wenn  m  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  hat  es  bekannt- 
lich keine  Schwierigkeit,  das  Product  x^e^^dx  zu  integriren,  na- 
i&eiit^ch  wird  zwischen  den  Grenzen  o;  =  0  und  o?  =  oo  der  Inte- 
gralwerth  sehr  einfach  (Thl.  I,  S.  409,  Nro.  8): 

°p 
(xf^er'dx  =  1  .  2  .  3  .  .  .  w. 

0 

für  andere  als  ganze  positive  m  lässt  sich  der  Integral werth  nicht 
u  geschlossener  Form  darstellen,  und  es  liegt  dann  am  nächsten, 
^'  in  die  bekannte  Potenzenreihe  zu  verwandeln.  Das  so  erhaltene 
fiesolUt 


OD 


/  x^er* 


dx 


""m  -f  1  ""  T  m  +  2  "*"  TT2  m  +  S  ""  1.2.3  w  +  4  "^ 

irt  nnn  zwar  für  jedes  endliche  |  gültig,  verliert  aber  bei  grossen  | 
>lle  Brauchbarkeit ;  der  Fall  |  =  oo  bedarf  daher  einer  besonderen 
Cntersuchung.  Mit  dieser  wollen  wir  uns  im  Folgenden  beschäfti- 
igen  und  dabei  unter  Voraussetzung  eines  beliebigen  positiven  [i  die 
Abkürzung 

8ehl0mllch,Analysii.  II.  |q 
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00 

1)  r({i)  —  Jx,"-^er- 


00 

0 


benutzen  *).     Nach  dieser  Definition  der  Function  r(^)  ist  speciell 

r(i)  =  i,    r(2)  =  i,    r(3)  =  i.2,    r(4)  =  1.2.3,. .. 

wie  aus  der  Anfangs  erwähnten  Formel  hervorgeht. 

um  r{fi)  in  zwei  Grenzen  einzuschliessen,  welche  frei  von  Inte- 
gralzeichen sind,  bemerken  wir  zuerst,  dass  für  jedes  positive  e  die 
Ungleichung  c'  >>  1  +  ^  besteht,  dass  also  für  beliebige  positive 
X  und  p 


X_  .j, 

e7  >  1  -I-  - 


ist,  woraus  folgt 


/  x\'>  1 


e'  >     1  +  -    ,      e-'  < 


p/  A  ,  ^y 


O+f, 


Da  femer  xf^~^  immer  positiv  bleibt,  wenn  diese  Potenz  im  absoluten 
Sinne  genommen  wird,  so  hat  man 


7 ^ 

0     (l+~) 


x\P' 


,       X  1 

oder  durch  Substitution  von  1  H =  — 

P        y 

1 

0 

Nimmt  man  die  beliebige  positive  Grösse  jp  =  fi4"  1  -f-^»  won 
eine  willkührliche  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  lässt  sich  die  aof 


*)  lieber  das  obige  und  einige  verwandte  Integrale  hat  zuerst  Euler 
mehrfache  Untersuchungen  angestellt;  s.  Institutiones  calculi  integralis. 
Vol.  I,  sect.  1,  cap.  VII,  IK.  und  Vol.  IV  (supplementa),  Acta  Petropoli- 
tanae,  T.  I,  Nova  acta  Petrop.  T.  V,  Miscellanea  Berolinensia,  VII,  129, 
Melanges  de  la  Societe  de  Turin,  T.  HI.  Später  haben  sich  gleich sseitig" 
damit  beschäftigt  Legendre  in  seinen  Exercices  de  calcul  integral 
Paris  1811,  und  Gauss  in  den  Gommentat.  Gotting.  rec.  T.  II,  a.  1812. 
Von  Legendre  rührt  der  Name  „Euler'sches  Integral"  und  die  Be- 
zeichnung r{jx)  her;  Gauss  bezeichnet  dasselbe  Integral  mit  n(fA  —  1), 
Jede  dieser  Bezeichnungen  hat  etwas  für  sich,  doch  scheint  clie  e 
allgemeiner  angenommen  zu  sein. 


f 


)r^ 
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y  bezügh'che  Integration   mittelst  der  Formel  4)  auf  Seite  408  des 
ersten  Theiles  ausführen,  und  es  wird 

Die  Formel  1)  liefert  andererseits,  wenn  statt  der  oberen  Grenze 
t  die  endliche  ganze  Zahl  n  gesetzt  wird, 


n 


0 

Für  jedes  echt  gebrochene  positive  ß  ist  nun  e"'  ^  1  —  z,  mithin 


X 


c    **  >  1  —  ^,     C-*  >  A  —  -Y 

n  \  nj 

nach  dem  Vorhergehenden 

n 


riiC)  >  /a^-^(i  -  ^^dx. 


Mittelst  der  Substitution  1 =  y  wird  hieraus 

n 


1 


i  i. 

5)  r(ft)  >  nf^ 


/x(|[t-f  l)(|[t  +  2)...(/A  +  n) 
Die  beiden  für  /^(ft)  gefundenen  Ungleichungen  gestatten  fol- 
jvode  übersiclitliche  Zusammenstellung 

iM ^ i-2'3 » ^  <^  r(u). 

W       / 

telche  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  n  eine 
ffieichuDg  liefert,  nämlich 

^)  r{p)  =  lAm  (    ,     .  Vw'^"or"r    .     ^^l 

Ü4  in  Zähler  und  Nenner  des  rechts  stehenden  Bruches  gleich  viel 
Mctoren  zu  haben,  zerlegen  wir  noch  wie  folgt 

nH'  n 


I  IL  •{-  n        IL  -^  n 


nf^ 


— 1 


bemerken,  dass  der  Bruch  n  :  (/x  +  n)  gegen  die  Einheit  con- 
fBfgirt;  es  ist  dann 
'  16* 
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!1  2  3  fi  \ 

fi     ^  +  1     ft  +  2  ft  +  n  —  1         ) 

wofür  auch  das  unendliche  Product 

gesetzt  werden  kann*). 

Entwickelt  man  nach  einer  der  Formeln  4),  5)  oder  6)  die  bei- 
den Functionen  r(X)  und  r(l  •{-  1),  so  gelangt  man  zu  der  Relation 

7)  r(A  +  i)  =  Arw, 

die  auch  aus  Nro.  1)  durch  theilweise  Integration  hergeleitet  werden 
kann.     Nach  dieser  Kelation  ist  weiter 

r{k  +  2)  =  (f.  + 1)  r(i  +  1)  =  (A  + 1)  A  r(i) 

und  überhaupt  für  jedes  ganze  positive  3 

8)         r(g  +  A)  =  ;i(A  +  l)(A  +  2)...(A  +  g-l)  .  r(A). 

Diese  Gleichung  dient  u.  A.,  um  Gammafunctionen  unecht  gebro- 
chener Argumente  auf  Gammafunctionen  echt  gebrochener  Argumente 
zurückzuführen.  Ist  nämlich  ^  keine  ganze  Zahl,  so  kann  man  sie 
in  eine  ganze  Zahl  g  und  in  einen  echt  gebrochenen  Rest  A  zerlegen. 
die  Formel  8)  zeigt  dann,  wie  rQi)  =  JT'C^-H  A)  aus  r{l)  km- 
leiten  ist.  Zugleich  erhellt,  dass  eine  Tafel  der  numerischen  Werl\ie 
von  r  nur  das  Intervall  A  =  0  bis  A  =  1  zu  umfassen  brauclit. 

Berechnet  man  nach  Formel  5)  die  drei  Functionen  r(x) 
r(7C  4-  A)  und  F(x  —  l) ,  wobei  x  >>  A  >>  0  sein  muss ,  so  finie 
man  leicht 

[r(x)]^  r      mr a^  ir xj__i„ 

r(x  +  A)r(x-A)    L     «»JL      (.x  +  ml      (x  +  m 

specieller  für  x  =  1   wird  i^(x)  =  1,  und  das  unendliche  Prodad 
rechter  Hand  erhält  dann  einen  bekannten  Werth;  es  ergiebt  sich 

I  sinXn 


*)  Die  obigen  Productenformeln  sind  von  Gauss  in  der  vorhim 
wähnten  Abhandlang  auf  anderem  Wege  entwickelt  worden.  Man  kaj 
sie  auch  als  Ausgangspunkt  d.  h.  als  Definition  von  r(fi)  benutzen,  ui 
es  ist  dies  in  dem  Falle  von  Vortheil,  wo  man  negative  oder  comple 
fi,  zulassen  will,  weil  das  in  Nro.  1)  angegebene  Integral  für  solche 
nicht  immer  einen  bestimmten  Werth  hat.  Wegen  des  überaus  selten 
Vorkommens  dieser  Fälle  haben  wir  den  historischen  Gedankengang  b 
behalten,  und  verweisen  dafür  auf  die  Abhandlung  von  H.  Hankel 
der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik.  Bd.  IX,  S.  1. 
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oder  umgekehrt 

r(i  +  A)r(i-A)  =  -^,     o<;i<i. 

Wegen  Jr(l  -{-  X)  =  l  ^(1)  kann  man  dafür  schreiben 

91  r(A)r(i  -A)  =  -^,     0  <  A  <  1, 

md  68  ist  hieraus  ersichtlich,  wie  die  Gammafunction  eines  zwischen 
l  Qiicl  1  liegenden  Argumentes  auf  die  Gamma function  eines  zwischen 
0  and  I  enthaltenen  Argumentes  zurückgeführt  werden  kann.  Der 
gpecielle  Fall  ^  =  |  giebt 

10)  r(|)  =  V^, 

ifor^us  nach  Nro.  9)  folgt 

mm 

Zufolge  der  ursprüu glichen  Bedeutung  von  r(ji)  ist  aho 


/ 


^„1    -a:^  1.3.5...(2g—  1)-./- 

x^    2e   ''c?:r  = -~-^ ^i/jr, 

u 
welche  Formel  durch  die  Substitution  x  =  s^  in  die  auf  Seite  151 
entwickelte  Formel  übergeht. 


n.   Bestimmte  Integrale  für  l  r(/u). 

Da  r((i)  in  Form  eines  Productes  dargestellt  werden  kann,  so 
liegt  es  nahe,  den  Logarithmus  von  Jr(^)  genauer  zu  untersuchen. 
Zq  diesem  Zwecke  schicken  wir  ein  paar  Bemerkungen  über  gewisse 
begtimmte  Integrale  voraus. 

Wie  leicht  zu  sehen  ist,  bleibt  die  Function 

^^  ^         1  —  ß-'         £f 
endlich  und  stetig  für  alle  positiven  Äf,  und  zwar  wächst  sie  von 
9(0)  =  1  bis  g?(oo)  =  1;  hieraus  folgt,  dass  der  Werth  des  Inte- 

gralpg 

0 

zwischen 
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00  OD 

/  le-*d.e  =  I       und         /  c-' dz  =  l 

0  0 

enthalten,  also  von  endlicher  Grösse  ist.     Er  mag  künftig  mit  C  be- 
zeichnet werden.     Statt  der  Gleichung 

schreiben  wir  die  mit  ihr  identische 


/(: 


00 


0  '  0 

und  entwickeln  hier  das  zweite  Integral.  Bei  unbestimmter  Integra- 
tion ist 

J  \1  —  e-'        z   ^  \  -\-  z)  l  z  V 

und  da  dieser  Ausdruck  sowohl  für  z  •=-  ^  als  für  jßf  =  0  ver- 
schwindet, so  reducirt  sich  die  vorige  Gleichung  auf 

0 

Hierin  setzen  wir  das  eine  Mal  z  =  ax^  nachher  ^  =  fta:,  wo  annd 
h  positive  nicht  verschwindende  Constantien  bedeuten,  und  subtra- 
hiren  beide  so  entstehende  Gleichungen  von  einander;  wir  erhalten 
dann  die  neue  Gleichung 


00  00 


/  /       1  l      \dx  A  ^  ^  dx       ^ 


0  0 


worin  sich  der  Werth  des  ersten  Integrales  leicht  auf  gewöhnlichem 
Wege  finden  lässt.     Wir  gelangen  damit  zu  der  Formel 

00 

U)      y  (e-«'  —  e-»*)  —  =  l{^\         a  >  0,    ö  >  0. 

0 

Hiervon  kann  man  Gebrauch  machen,  um  alle  Glieder  der  end^ 
liehen  Beihe  * 

«='©+i-TT)+i-T5)+■■■+'C-+^--.>*-'" 

in  bestimmte  Integrale  zu  verwandeln;  man  erhält  einen  Ausdruci 
von  der  Form 
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00 

/„  dx 
X 


•    •    • 


00 

S 

0 

und  zwar  ist 

•  •  •  +  (e-(." +  «-!)*  — e-«*)  4-  (|[t  —  i)(e~'  -  c"«*) 
oder  nach  der  Summenforrael  für  geometrische  Progressionen 

Zufolge  des  ursprünglichen  und  des  nachherigen  Werthes  von  S  hat 
nao  nnn  folgende  Gleichung 


IVl 


j/  1.2.3 n  _A 

V (/*  +  !)(/* +  2)... 0*4-«-!)*^  ; 


=/l^^^:^^"+o.-H 


00^ 


—  e—^^^dx, 

X 


l'{fi—X p — jUX 

0 

Fw  das  letzte    Integral    ist    die    Bemerkung    wesentlich,   dass  die 


iTTT^-O-i) 


1  _  1  —  e-/^^  —  iLJl—p-^) 
X  x{\  —  e~^) 


•     •    • 


1  —  Ja?  +  iaj2  - 
^alle  positiven  x  endlich  und  stetig  bleibt,  dass  mithin  ihr  Mini- 
BiQin  A  und  ihr  Maximum  B  endliche  Grössen  sind.  Demzufolge 
Hegt  der  Werth  des  letzten  Integrales  in  Nro.  15)  zwischen 


00  00 


y»  AP  JR 

Ae—'^'dx^ —     und  Be'^^'^dx  =  — , 

n  J  n 

0  0 

tconvergirt  daher  bei   unendlich    wachsenden  n  gegen    die   Null, 
hen  wir  jetzt  in  Nro.  15)  zur  Grenze  für  n  =  oo   über,  so  erhal- 
le wir  die  Gleichung 

pche  späteren  Untersuchungen  als  Basis  dienen  wird. 

I     In  dem  speciellen  Falle  /^  =  §  wird  die  vorige  Gleichung  zu 
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1 


'<v^  =  /l^?^"  -  ä-l  'i 


0 

oder  für  a?  =  2^ 


")      i" = /(^  -  H  f 


0 

Hieraus  lässt  sich  noch  eine  andere  Integralformel  herleiten, 
che  wieder  zur  Umgestaltung  von  Nro.  6)  dienen  kann.   Die  Fanctioii 

—  11 
er-')   z  * 

die  sich,  falls  0^  <C  (2jr)2  ist,  auch  unter  der  Form 

darstellen  lässt,  bleibt  nämlich  für  alle  positiven  z  endlich  und  stc' 
tig,  mithin  besitzt  das  Integral 


^("^^Ij  +  j-t^ 


CO 


0 

einen  endlichen  Werth,  den  wir  vorläufig  G  neunen  wollen.    7m  k 
so  gebildeten  Gleichung 


CO 

1 


")        /(}  +  i  -  r^j 

0 

addiren  wir  die  folgende 


![—■  —Vi-  ■■ 


0 

welche  aus  der  unbestimmten  Integralformel 

dz 1  —  er' 

z  ~z 


/{ 


1  —  e-^ 


z 
unmittelbar  hervorgeht,  und  erhalten 

0 

wo  H  zur  Abkürzung  dient.  Statt  z  substituiren  wir  das  eine  M 
ax^  das  andere  Mal  hx^  multipliciren  die  erste  so  entstandene  Gl< 
chung  mit  a,  die  zweite  mit  5,  und  ziehen  das  erste  Product  to 
zweiten  ab;  unter  Voraussetzung  positiver  von  Null  verschiedener 
und  h  giebt  dies 


'»'  /l?^  - 
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•Jbx 


+  1(06-«'— be-»') 
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X 


0 

a  >  0,      b  >  0. 

Die  Constante  H  bestimmt  sich    durch    die  Specialisirung   a  =  1, 
b=  2,  für  welche  man  erhält 


H 


-  J  W'iri  -  ei-  -  1  +  ^^  "^     ^  '  j 


dx 

X 


0  0 

i\,  nach  Nro.  17)  und  14) 

H-=i\ln  +  \12  =  \l{2n). 
Die  Formeln  18),  19)  und  20)  werden  jetzt 

00 


"'    /l7-ä'--?^l 


dz 


\li2n), 


r 7 +  \{ae-^'  —  ftß-*-)}  —  =  — T—  K23r), 

ax —  1         e*ar —  1     •     2V  /J    ^  2 

0 

a  >  0,     b  >  0. 

Um  die  Gleichung  16)  mittelst  dieser  Formeln  umzugestalten, 
schreiben  wir  statt  jener  Gleichung  die  mit  ihr  identische 


zr(,i) 


OD 


s<^  1 


»—3? 


9~~X 


dx 

X 


00 


00 


X 


e-i"'l  dx 

X 


^  7   ll  —  e-'        a?         2 


cf^^dx. 


X 


I) 


Nach  Nro.  22)  ist  der  Werth  des  ersten  Integrales  =  \l{2x)\  der 


250  Die  Gammafunctionen. 

Wertb  des  zweiten  folgt  aus  Nro.  14)  und  ist  =  Z/Lt;  da49  dritte  In- 
tegral wird  mittelst  der  Formel 


X 


C\     -   X  ^  1  —  e~.*^^|  dx  _  1  —  e-^^^ 
J   V  X        \    X  X 

gefunden  und  hat  den  Werth  —  |tt;  demnach  ist 
24)  iriiC)  =  i?(23r)  +  (<i-D«(i  -  ft 

^  J    ll  —  C-*        X         2] 

0 

Bevor  wir  die  Formeln  16)  und  24)  weiter  entwickeln,  schal- 
ten wir  erst  einige  Bemerkungen  ein,  welche  die  Differentialqiio- 
tienten 

dii  ^^^  d^        r(ii) 

betreflFen.     Aus  Nro.  16)  folgt 

e"^^]  dx 

X 
0 

und  wenn  hier  die  bekannte  Ungleichung 

1  —  e-^^ 
öx 

benutzt  wird,  so  ergiebt  sich  für  den  vorigen  Differentialquotienten 
die  Ungleichung 


ö  ~  J   V  1  -  e-^  '         8x 


1  >  ^—^^ >  1  -  |(Jic 


/i 


1—  c-^ 


dx     ir{iii-]-8)  —  ir((i) 

X   ^  d 


00  Cfj 


0  0 

Im  letzten  Integrale  ist  x  :  (l  —  er^)  immer  positiv  lifid  <  1  -f  '^» 
mithin  besitzt  das  Integral  einen  endlichen  Werth,  der  einen  Bruch* 

theil  von 1 r  ausmacht.      Das  Product  aus  d  und  dem  Inte- 

grale  convergirt  demnach  gegen  die  Null,  wenn  d  unendlich  ab- 
nimmt, und  dann  geht  die  obige  Ungleichung  in  die  folgende  Glei- 
chung über 

dir(ii)  A  ÄJe-/^*  \ 


du 

0 


dx 

X 
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Eisetzt  man  sie  durch  die  mit  ihr  identische 

'UM  =  f'^'  -  --"',,  _  A— 1—  _  LL-'ä., 

da  o/      1  —  e--*  o/    ll  —  C-'         x) 

0  0 

so  bat  man  auch  nach  Nro.  12) 

du  «y      1  —  e-' 

0 

oder,  wenn  e^*  =  ^  snbstituirt  wird, 

a«i  J         1  —  * 

0 

wonus  noch  folgt 


1 

— 1 


21)  r ö*)  =  r(^)  W  \^\  dt-c 

lo 

Diese  Fonnel  zeigt,  dass —  C  der  specielle  Werth  ist,  den  /^(ft)  füi 
|i  =  1  annimmt,  und  es  ist  daher 

28)  -  G=  r(l)  =  Liml^^^j^, 

WO  i  wie  vorbin  eine  unendlich  abnehmende  Grrösse  bezeichnet. 


EEL   Das  Theorem  von  Oauss. 

Setzt  man  in  Formel  16)  der  Keine  nach 

fA=A,     ^  +  y>      ^  "^  Ifc  '  •  •  •     ^  "^ % — ' 

wo  h  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet,  so  erhält  man  durch  Addi- 
tion aller  so  entstehenden  Gleichungen 

,jrwr(»  +  i.)r(i+|)...r(.  +  i^)) 


J  -£.         1  —  e-*        \  2     / 

Ol   ^     k  ^ 


1  —  e    * 


Ä;  4-1^^,,)  dx 

X 


6" 


(*der,  wenn  man  Ä;a;  an  die  Stelle  von  x  treten  lässt. 

.jrwr(i  +  i)r(i  +  |)...r(.  +  i^)j 

n  e-**'  her*'       ,    /,  ,      Ä  + 1\      ,  ]  dx 


dx 
7' 
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Femer  ist  nach  Nro.  16) 

irqcx)  =  J  1"^^  _  ^_;    +  (U-i)e- 

0 

diese  Gleichung  ziehen  wir  voh  der  vorhergehenden  ab  und  geben 
der  DiflFerenz  folgende  Form 


0 

OD 


0 

Nach  Formel  23)  hat  das  erste  Integral  den  Werth  |(Ä;  — l)/(2a); 
das  zweite  Integral  ist  =  Ih,  wie  man  aus  Formel  14)  ersieht,  und 
somit  ergiebt  sich  die  Gleichung 


l 


rß)r(x  +  i)  . . .  r(^A  +  ^^}  _  ir(kX) 


Geht  man  von  den  Logarithmen  auf  die  Logarithmanden  zurück,  w 
erhält  man  das  bemerkenswerthe  Theorem 

29)       rwr(A+l)r(A4-|)...r(A  +  ^) 

In  dem   speciellen  Falle  A  =  --  wird  linker   Hand    der 
Factor  =  1  und  es  bleibt  die  einfachere  Gleichung 


*)  Legendre  beweist  diesen  Satz  mit  Hülfe  unendlicher  Reihei 
die  jedenfalls  der  Sache  fremd  sind;  s.  Traite  des  fonctions  elliptique 
Tome  n,  p.  439,  Nro.  93,  Der  von  Cauchy  in  den  Exercices  de  Mi 
thematiques,  livraison  15,  pag.  91  gegebene  Beweis  gründet  sich  auf  di 
im  Abschnitte  IV.  vorkommende  Formel  37).    Lejeune-Dirichlet  b 

dir(u) 

nutzt  in  Crelle's  Journal,  Bd.  15,  S.  258  eine  Formel  für  — T^^'^ 

erst  den  nach  A  genommenen  Differentialquotienten  der  Gleichung  2 
und  dann  letztere  selber  zu  entwickeln,  wobei  jedoch  vorausgesetzt  vn 
den  muss,  dass  man  die  speciellere  Formel  30)  schon  kenne.  Der  ob^ 
neue  Beweis  dürfte  wohl  am  einfachsten  sein. 
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30) 


©-(I)  ■  •  ■  KV) = v^. 


die  sich  auch  ans  der  unter' Nro.  9)  bewiesenen  Relation  herleiten 

lüsi 


IV.  UnendUclie  Reilieii  flip  irQi). 

Um  zu  einer  Reibenentwickelung  für  ir(fi)  oder  ir(l  -f-  ft)  zu 
gelangen,  kann  man  verscbiedene  Wege  einscblagen,  je  nachdem  man 
von  der  einen  oder  anderen  der  Gleichungen  5),  16)  und  24)  ausgeht. 

a.  Lässt  man  in  Nro.  5)  ft  +  1  an  die  Stelle  von  fi  treten  und 
böeichnet  für  den  Augenblick  mit  q  eine  Grösse,  welche  bei  unend- 
lich wachsenden  n  gegen  die  Null  convergirt,  so  ist 

AI  +  ^)  +  Q  =  ,     ,    „  •  r-T j — nf* 

mithin 

i|r(i4-^)  +  ^}=^?^-?(^i  +  ^)»z(^i+|.^ ^0  +  0 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  /x  ein  positiver  oder  negativer  echter 
Bruch  ist,  können  rechter  Hand  alle  negativ  genommenen  Logarith- 
m  m  unendliche  Reihen  verwandelt  werden ;  dies  giebt  bei  Anord- 
DQDgnach  Potenzen  von  fi 

/(fd+f*)  +  p}  =  -  (1  -I-  i  + 1  + . . .  +  l_i„y 

+ . 

l«8eii  wir  jetzt  n  ins  Unendliche  wachsen,  so  convergirt  Q  gegen 
die  Null,  ferner  wird 

+  ¥  +  3  +  •  •  •  +  n  "  ^'')  =  '» 
wo  c  =  0,5772  1566  .  .  die  schon  auf  Seite  436  des  ersten  Theils 
bestimmte  Constante  ist,  ferner  gehen  die  Coefficienten  vonft«^  ^3^  etc. 
in  convergirende  unendliche  Reihen  über,  für  deren  Summen  wir 
die  Bezeichnung 


lAmfj  +  i  -I-  i 


^~  li>  +  2^  +  3^-+ '  -2>>  1 
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in  AnwenduDg  bringen  wollen.     Nach  diesen  Erörterungen  ist 

31)    iril  +(i)  =  -cn  +  iSjft^  -  ISaft'  +  {8^(1* 

-  1  <  ^  <  +  1. 

Dividirt  man  beiderseits  mit  fi  and  lässt  dann  fi  gegen  die  Null  con- 
vergiren,  so  ergiebt  sich  nach  Formel  28)  die  Gleichung  0  =  c; 
die  früher  vorläufig  durch  C  bezeichnete  Constante  ist  demnach 
identisch  mit  der  sogenannten  Constante  des  Integrallogarithmus 
(vergl.  Seite  195). 

Aus  Nro.  31)  folgt  weiter 

ir{i^(i)  =  cii  +  iS2/i2  +  iSsii^  -f  \s,(i^  +  • . . . 

diese  Gleichung  subtrahiren  wir  von  der  vorhergehenden  und  berück- 
sichtigen hierbei  die  Relation 

ni  +  II)  ^  im + (i)]i      ir(i+(L)-]^sin(i« 

r(i-ii)     (ir(ii)r{i-(i)  n% 

wodurch  entsteht 


^^('+'*)  =  i^(i£^)-(^''+^^^'*'+^«*'*'+ 


•)• 


^m  die  Convergenz  der  Reihe  zu  erhöhen,  addiren  wir  zur  vorigen 
Gleichung  die  folgende 

^  =  -  ''(f~^)  +  b  +  if*'  +  If»'  +  •  •  •  • 

und  erhalten  ein  Resultat  von  der  Form 

+     Olli   —     CgfiS    __    C^^5 ^        0    </i<l, 

worin    die  mit   Ci,   C3,  Cs,  etc.  bezeichneten  Coefficienten  folgende 
Werthe  haben 

Ci  =  1  —  C=  0,42278  43351, 


67  =  ^(57  — 

^11=11(^11 


=  0,06735  30105, 
=  0,00738  55510, 
=  0,00119  27539, 
=  0,00022^31548, 
=  0,00004  49262 , 
u.  s.  w. 
Durch  beiderseitige  Subtraction  von  l^  findet  man  aus  Nro.  32)  auch 
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iriji).    Üebrigens  kann   man  wegen  Nro.  9)  immer  f*  <C  |  voraus- 
setzen, and  dann  convergirt  die  obige  Reihe  sehr  rasch '''). 

b.   Nimmt  man  die  Differenz  der  beiden  Gleichungen 


0 
0 


and  beachtet  hierbei  die  Relation 

ir(l-ii)  =  l\j=^, 1, 

M  erhält  man  die  Formel 

33)  2ir((i)  —  Itt.  +  IsinUTt 


Uß-f'^  _  ß-f'h 


\x 


1-r 


—  (1— 2|Lt)e 


. —  X 


dx 

X 


e"    —  e 

(iie  sich  auf  folgende  Art  weiter  entwickeln  lässt.  Für  beliebige  a 
und  ein  zwischen  —  7C  und  +  7C  enthaltenes  ö  gelten  bekanntlich 
iie  Gleichungen 


2  (*'  g— «TT 

T 


«2    +    12 

sind) 


2  sin  2  CD         3  sin  3  CD 

2    "»      «^   -L    ^2 


•      •        • 


«2  -f  2 

sm2(D 


+ 


+  3' 
sin  3  o 


•  •  •  • 


X 


^  a  =  — -  und  C3 
2:r 


1  2  '  3 

(1  —  2  /Lt)  ;r  wird  hieraus 


Jihp> 


—  e 


(l-.-> 


^x 


«      2 


^     I2ütsin2^7t         4:7tsin4:^7t         67tsin6^7t  ) 

^    [x^  4-  (2in:)2  +  a;2  +  (4:7ty  "'"  a;2  +  (6;r)^  "^  j' 


1  —  2fA  =  4 


sin2^7t        sin4:fi7t        sin  6  (in 


^d  diese  Gleichungen,  welche  für  beliebige  x  und  echt  gebrochene 
^fiitive  fi  gelten,  können  nun  zur  Entwickelung   des  Integrales  in 


I     *)  Dieselbe  ist  auf  ganz  anderem  Wege  von  Legendre   entwickelt 
forden  im  Traite  des  fönctions  elliptiques,  Tome  II,  Chap.  X,  Nro.  90. 
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Nro.  33)  beontzt  werden.     Man  erhält  zunächst  ein  Resultat  von 
der  Form 

34)  2Zr(/L4)  —  l7t  +  Isin^TC 

=  4k(b2Sin2fi7t  -j-  &4Sm4ftÄ  +  besinß^n  +  ••••) 

worin  die  Coefficienten  hi,  2^4,  etc.  durch  die  Grleichung 

00 

^"^  ~  J  UM^'(2nÄ)2  ~  2nn]  T 

bestimmt  sind.     Der  Werth   dieses  Integrales  ergiebt  sich  mittelst 
der  Zerlegung 


t2n  = 


/OD  00 

1 


2n% 


-\-x         1 1 

10  ■  ■         '  0 


J\\^x        4:n^Jt^+xy^^'^J  \l  + 


und  zwar  ist  derselbe  zufolge  der  Formel  13) 

^^n  =  -2~^{l(.2n7c)  -f  C}. 

Hiernach  erhält  man  aus  Nro.  40)  durch  Division  mit  2 

irQi)  —  lln  +  llsinfiTt 

l(27T)   +    C     .     ^  ,      1(4:^171)    +    C    .      .      ^ 

%  ^         ^  27t  ^ 

3  7t 
und  wenn  man  noch  alle  diejenigen  Glieder  zusammenfasst,  welche 
den  gemeinschaftlichen  Factor  Itv  -\-  G  besitzen,  so  wird  schliesslich 

35)    irQi)  =  (l—ii)l7t  +  C(l  —  ii)  —  llsinfiTC 

—  sin2[i>7i  -{-  --sin4,^7t  -\-  —sinQ^iTt  +  •  •  j' 

wobei  fi  zwischen  0  und  1  enthalten  sein  muss  *). 

c.  Behufs  einer  weiteren  Entwickelung  der  Formel  24)  schickei 
wir  folgende  Bemerkung  voraus.  Die  Gleichung  6)  auf  Seite  2ii 
des  ersten  Theiles  lässt  sich  schreiben 

'  -i-i 


+i 


1  —  e^"»  y 


:r2  +  y^     •    (2jr)2  +  3/2    '    (351^)2  _|^  y2 


*)  Zu  derselben  Formel  ist  Kummer  auf  anderem  Wege  gelangt! 
Grelle 's  Journal,  Bd.  35,  S.  1. 
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und  giebt,  wenn  y  =  ^x  gesetzt  und  beiderseits  mit  2  dividirt  wird, 

1  11 


1  —  C-*         2         X 
2x  2x 2x  . 


(23r)2  -f  aj2    '    (4ä)2  +  o;«    '    {ßn^  +  a?2 
Mit  Hülfe  der  identischen  Gleichung 
X  X        x^    .    x^ 


a»  +  x^       a«        a*    '    a« 


^2*— 1  fl;2*  +  l 


a2*      '    ^       '  a2*(a2  +  a;8) 

bnn  man  alle  auf  der  rechten  Seite  der  vorigen  Gleichung  stehen- 
den Brüche  in  endliche  Potenzenreihen  umsetzen,  und  zwar  erhält 
Dan 

1  11 


1  — ■  c-^        X         2 

X TT-^X^  +  -TT — rrX^  —  • 


2&2   „  ^8,     3         28, 

(2;r)2  (25r)*       "^  (2a:)6 


darin  haben  S2,  £^4,  .  .  .   dieselbe  Bedeutung  wie  in  a,  und  I^^  ist 
zuibkürzung  benutzt,  nämlich 

"■^12*' (2;r)2  +  a;2'^22*     (4:nj)2  + aj2  "^  32*  (6Ä)2+a;2"^" 
Man  bemerkt  augenblicklich,  dass  T2k  positiv  und  kleiner  ist  als 

1^**  (2:;r)2  "*"  22*  *  (4:3r>2  "^  32*  '  (6;r)2  "'  —  {2ny ' 

&an  kann  folglich 


Ktzen,  wo  €  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet.  Brückt  man 
l^chSj,  S4  etc.  durch  die B er noulli'schen Zahlen  aus  (Thl.I,  8.244, 
forme!  28),  so  gelangt  man  zu  folgender,  für  jedes  x  gültigen 
Beichung 

1  1  1 


1  —  c- 

^        x 

2 

^B,a; 

1  . 

B^x^ 
2  .  3 

B,x^ 

1.2 

.  4  "^  1 

•  ^  .  •  ■ 

6 

. 

.  +  ( 

-1)*- 

1.2. 

Laj2*-i 
.  .  (2Ä;) 

+  (- 

.1)*- 

.2...(2A;  +  2) 

Schlot 

mich,  Analyik. 

n. 

17 
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Diese  lässi  sich  nun  zur  Transformation  von  Nro.  24)  benutzen,  und 
zwar  ergiebt  sieb  zunächst 

ir(it)  =  |j(2ä)  +  Ot-i)Jft  -  p 


op  CO 


4-  ^  I  e-f^'^dx  — - — -ß^ — 7  I  x^er-f^'^dx  + 
^  1.2o/  1  .  2  .  3  .  4u/ 

d  0 


Für  die  h  ersten  Integrale  liefert  die  Formel 


0  '^ 


at> 


alle  nöthigen  Werthe;   das  letzte  Integral  ist,  wegen  0  <;  f  <  l 
zwischen  Null  und 


/ 


x^^e-f^^dx 


enthalten,  und  kann  folglich  einem  Bruchtheile  dieses  Integrales 
gleichgesetzt  werden.  Nach  diesen  Bemerkungen  hat  man,  unter  ^ 
einen  nicht  näher  bezeichneten  positiven  echten  Bruch  verstanden, 

36)    irifi)  =  lli27t)  +  ([1-1)1(1  -  [i 

i         Bi  Bz  Bs  *  I 

+  ■; — :i — r  ""  "^ — : — r-Q  + 


1.2.ft        3.4.ft3    '    5.6.ft6 

j-  r—  n*-i ^^*-i        j- r—  n*         9^^*+^ .. 

•  •  ^  ^        ^       (2Ä— l)2ÄJ.ft2*~i^^      ^^  (2Ä+l)(2Ä+2)./i"-^l 

woraus  sich  durch  beiderseitige  Addition  von  Zfi  noch  eine  Form^ 
für  ir(l  H~f^)  herleiten  lässt.  Uebrigens  darf  diese  Reihe  nicht  ü 
Unendliche  fortgesetzt  werden,  weil  dann  Divergenz  eintreten  würd^ 
gleichwohl  bietet  die  obige  Formel  namentlich  bei  grossen  fi  wesesj 
liehe  Vortheile,  denn  schreibt  man  kurz  i 

so  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  unter  jener  Voraussetzung  s  sd 
wenig  beträgt.     Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt  noch 


^«  =  Vf  (t)"-' 
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und  da  8  sehr  klein  ist,  so  kann  man  auch  setzen 


= V^  (f)"' 


WO  j  gegen  die  Null  convergirt,  wenn  fi  unendlich  wächst.  Für 
guoe  positive  [i  gehen  diese  Formeln  in  die  schon  von  Stirling 
Angegebenen  über. 

d.  Wir  kehren  noch  einmal  zur  Formel  24)  zurück,  um  die- 
selbe auf  andere  Weise  umzugestalten.  Durch  Substitution  von 
l  —  er'  ==  t  verwandelt  sich  dieselbe  in 

und  hier  richten  wir  die  Aufmerksamkeit  auf  den  Factor,  womit 
(\  —  ty^—^dt  unter  dem  lutegi'alzeichen  verbunden  ist.  Aus  der  leicht 
zo  prüfenden  Tntegralformel 


/ 


=  lv(i-v)-a-v) 


(1  -  0'  (1  -  i)' 


1(1 -t)    [1(1 -t)]^ 

fol^i  nun  durch  Einführung  der  Grenzen  t;  =  1  und  v  =  0 

1 

f(^^-v)[i-(i-mdv 

0 

==  r  ~  '*  + 1(1 -t)\  1(1 -t) 

fener  durch  beiderseitige  Division  mit  t  und  umgekehrte  Anordnung 


|1_1 +  _L_|__L 

\t  2   ^  Kl— Ol  ^1  — 

1 


t) 

-  (1  -  0« 


V 

0 

V  positiv  ist  und  t  die  Einheit  nicht  überschreitet,  so  lässt  sich 
1  — 0'  nach  dem  binomischen  Satze  entwickeln  (Thl.  I,  S.  214);  die 
tegration  der  einzelnen  Glieder  liefert  dann  ein  Resultat  von  der 

orm 

17* 


l 
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^^^  IT  ~  2"  "^  1(1  — 1)\  1(1 -t) 

1^1.2^1.2.3^1.2.3.4     ^ 

worin  die  Coefficienten  aj ,  02 ,  etc.  folgende  Werthe  haben 

1 

ai  =  J  (\  —  v)vdv  =  —  ^, 


•  •  •  • 


u 
1 


«2  =   f(l  —  v)v(l  -^v)dv  =  0, 


0 
1 


«3 


=  /d  — «;)t;(l— «')(2  — t;)d[f;  =  ^, 


40)  am  =  f(^'-v)v(l—v)(2  —  v)  .  .  .  (m—l—v)dv. 

0 
Durch  Substitution  von  Nro.  39)  in  Nro.  38)  ergiebt  sich  weiter 

-f{T  +  ^h'  +  ^^^"  +  ■■■\^'-'>^"•■ 

und  wenn  man  rechter  Hand  die  einzelnen  Theile  integrirt,  so  ge* 
langt  man  zu  der  Formel 

41)  irQi)  =  \l{2«)  +  Ot  -1)?^  ~  ^ 

1  ai         1         tti  1   Og 

"^T^  ""¥^(^4-1)  ""¥fiOi  +  i)(i^+2) 

welche  den  VortheU  bietet,  dass  die  Reihe  für  alle  positiven  fi 
vergirt  und  zwar  sehr  gut,  falls  ft  einigermaassen  gross  ist*). 


♦)  Für  die  Brigg' sehen  Logarithmen  von  r{fji)  hat  Legendrek 
zweiten  Bande  des  Traite  des  fonct.  ellipt.  eine  ziemlich  umfanglicb 
Tafel  gegeben,  aus  welcher  einige  Werthe  hier  Platz  finden  mögen. 
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V.   Unvollständige  Ganunafiinotionen. 


Mit  dem  Namen  „unvollständige  Gamnxafunction^  möge  im  Fol- 
geaden das  bestimmte  Integral 


f 


xf^—^er^dx 


bezeichnet  werden,  welches  für  a?  =  oo  in  r(jn)  übergeht.  Die  Berech- 
aoDg  desselben  hat  bei  kleinen  x  keine  Schwierigkeit,  denn  man  er- 
liält  mittelst  der  Exponentialreihe 


42) 


=  !,« 


^er'dx 


l^ 
l^ 


x 


+ 


X' 


X' 


+ 


•     •     • 


lft  +  1    '    1.2/i+2        l.2.S(i+S    '  r 

Für  einigermaassen  grosse  ft  (wie  z.  B.  schon  für  OJ  =  10)  wird 
aber  diese  Formel  so  unbequem,  dass  man  sich  nach  einer  anderen 
Methode  umsehen  muss. 

Unter  der  Voraussetzung  eines  positiven  fi  ist  nun 

*  QO  M> 

0  0  ar 

iL 


1,00 
1,05 
1,10 
1,15 
1,20 
1,25 
1,30 
1,35 
1,40 
1,45 


log  r(^) 


0,0000000000 
0,988  337  8588 
0,9783406740 
0,969  9006960 
0,962  922  5038 
0,957  321 0837 
0,953  020  2772 
0,949  951 5142 
0,948  052  7714 
0,947  267  7076 


1,50 
1,55 
1,60 
1,65 
1,70 
1,75 
1,80 
1,85 
1,90 
1,95 


log  r{fi) 


0,947  5449407 
0,9488374414 
0,951 102  0175 
0,9542988754 
0,958  391 2457 
0,963  345  0589 
0,9691286662 
0,975  712  5966 
0,983  069  3441 
0,991 173 1822 
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r  r 

0  X 

woraus  hervorgeht,  dass  es  nur  darauf  ankommt,  das  zweite  Integral 
zu  entwickeln.  Ist  fi  ^  1,  so  kasu  man  zunächst  die  theüweise 
Integration  anwenden  um  den  Exponenten  von  fi  zu  verringern;  man 
erhält  nämlich 

X  X 

Im  Falle  ft  >  2  lässt  sich  rechter  Hand  dasselbe  Verfahren  wieder- 
holen, und  es  wird 

/  xf^'^^e~^dx 

X 

eo 

X 

Bei  ganzen  ft  kommt  man  durch  hinreichend  vielmalige  Anwendung 
dieser  Operation  auf  das  Integral 


00 

/  er^dx  = 


c~*, 


liegt  dagegen  /i  zwischen  zwei  ganzen  Zahlen  q  und  q  -\-  1,  so  fubrt 
die  ^-malige  theilweise  Integration  auf  das  Integral 


/ 


xf^'-^-^^er'^dx, 

worin  ft  —  1  —  q  ein  negativer  echter  Bruch  ist.  Um 
weiter  zu  entwickeln,  setzen  wir  den  positiven  echten  Bruclj 
g  +  1  —  /i  =  A ,  schreiben  unter  dem  Integralzeichen  v  statt  %, 
so  daSB 

/  xf^-^-^er^dx  =  j  -jc-'^dv 

X  X 

ist,  und  substituiren  rechter  Hand  f  =  (1  -f-  a?)t^;  es  ist  dann 

43)  J^<r-'A^  =  *'"*'^'/(lT^*""''^"' 

X  0      ^ 

Zufolge  der  Definition 
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00 


op 

,A— lg— *^^ 

0 

hat  man  weiter  für  ^  =  af,  wenn   a  eine    positive  Constante  be- 

leichnet, 

00  00 

r[X)  =  a^ft^-^e-^^^dt     oder     \  =  j^^R /^^"^^■"'•'^^» 

und  hiervon  läset  sich  für  a  =  1  -f-  ^  Gebrauch  machen   um  die 
vorige  Gleichung  zu  transformiren,  nämlich 

X  0  0 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  es  erlaubt  ist,  die  Reihenfolge  der  In- 
tegrationen nach  t  und  u  umzukehren ;  das  Doppelintegral  geht  dann 

über  in 

/>  X  00 

0  0  0 

md  es  entsteht  die  Gleichung 

X  ^0 

Wir  erinnern  nun  an  die  in  Thl.  I,  S.  169  bewiesene  identische 

Gleichung 

1       \t  _  /?(^  +  l)(^  +  2)...(^  +  «-l)) 
a  — /3la        «(«4- l)(a  +  2)  .  .  ,  («4-»— 1)J 

=_i_   .  __M±i)_   .  ^(^-f  l)...«3  +  n-2). 

«(«+!) ■^a(a+ l)(«-f- 2)"^"   "'"a(a+l)(a+2)..(a+»—l)' 

teraz=a!,  /J  =  —  i  und  durch  beiderseitige  Addition  von  —  zie- 
hen  wir  daraus 


a;  +  *       ^      ^   a;(a?-|-l)(ic  +  2)  .  .  .  (rc  +  n— 1)  a;  +  ^ 


«      «(rc-f-l)  '  a;(a;+l)(ic4-2) 


^^     ^       ic(aj+l)...(a;  +  n-l)' 


^d  onterBuchen  vorerst  den  Quotienten 
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*—  1  t—  2  t  —  n  —  1 


•  •  ■ 


ic-|-  1  aj  +  2  X  -{-n  —  1 

unter  der  Yoraussetzuiig,  dass  t  zwischen  den  ganzen  Zahlen  h  —  1 
und  h  liegt,  nehmen  wir  n  '^  7c  und  zerlegen  den  fraglichen  Quo- 
tienten in 


*— 1       t'-Jc—l  t'—Jc      t  —  n—1       1  w— 1 


■      •       •  I  1      •         ^B..>i^__     •      •      •  I       •     ^^^— i^^~     •      •      •   • 


k — 1  h  n — 1       x-\-\     aj-f-n  — 1 

Die  erste  Gruppe  lässt  sich  folgendermaassen  darstellen 
«  —  Ä  +  l«  —  Ä;  +  2  ^  —  2^  —  1 


•  •  •  • 


1  2  Ä— 2  Ä;  — 1' 

wegen  Tc  —  1  <^t  K^Tc  sind  hier  alle  Factoren  echte  Brüche,  mit- 
hin ist  auch  das  Product  ein  echter  Bruch.  Die  zweite  Gruppe  ge- 
stattet die  Schreibweise 

(-;)-'('-ö(-^)-('-;r^> 

welche  zeigt ,  dass  dieses  Product  gleichfalls  ein  echter  Bruch  ist 
Der  absolute  Werth  des  in  Nro.  40)  erwähnten  Quotienten  beträgt 
demnach  einen  Bruchtheil  von 

1  .  2  .  3  .  .  .  (n  —  1) 

(ir4-  l)(a?  +  2)  .  .  .  (a;  +  n  — 1) 

und  es  ist  folglich,  wenn  £„  einen  positiven  oder  negativen  echten 
Bruch  bedeutet, 

1       _  1  t    '  K^  —  1) 

"7" 


•  •  •  • 


X -^  t        X        x(x-\-l)~  x{x-\-l){x-\-2) 

^"^       ^       x{x+l){X'\'2)  ...{x  +  n-\ 


1) 


,  1  .  2  .  3  .  .  .  (w  —  1)  t 


'a?(a?-f  l)(a?4-2)  .  .  .  (a?4-n  — 1)  x-^-i 
Diesen  Ausdruck  substituiren  wir  auf  der  rechten  Seite  von  Nro.  44) 
und  fahren  zur  Abkürzung  folgende  Bezeichnungen  ein 

00 

46)     a^  =  jijyftit  —l)(t  —  2)...(t  —  ^^T)*"-i  ff-'dt, 

^  'o 

wir  erhalten  dann 
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ß^r^äv  =  x^-^^'[^  -  ^^^  +  ^-v^ 


x(x  +  i)    '    x(x+l)(x  +  2) 


aj(a?+  l),..(x-\-n  —  1) 

1.2...(n-l)ft,      1 

"^aj(a?+l)...(fl;H-n— 1)) 
Da  £,  zwischen  —  1  und  +  1  liegt,  weil  femer  bei  positiven  x  der 
Quotient  l:{x  -\-  t)  endlich  bleibt ,  so  hat  bn  immer   nur  endliche 
Werthe.    Nimmt  man  hierzu  die  Bemerkung,  dass  f ür  a?  >  0  und 
unendlich  wachsende  n 

Liml — j — --—  •  •  .  •  — i rl  =  0 

la?+la?  +  2  aj  +  n  —  1) 

ist,  Bo  folgt  weiter 

U    [         1  .  2  .  3  .  .  .  (n  —  l)ln        \        ^ 
\x(x  +  l){x  +  2)  .  .  .  (x  +  w  -  1)1  "~    ' 
imd  damit  geht  die  Vorige  Gleichung  über  in 


oo 


X 

Die  Coefficienten  Oi,  a2,  etc.  sind  leicht  zu  berechnen,  wenn  man 
löiterdem  Integralzeichen  die  Entwickelung 

t(t  —  1)(^  —  2)(t  —  3)  .  .  .(t  —  m  —  1) 
Tornimmt,  die  einzelnen  Glieder  integrirt  und  die  Gleichungen 

^)  =  «,      M  =  »(.  +  .,,.. 

beachtet  Wendet  man  hierbei  die  abkürzende  Bezeichnung 

^^  =  Hi+1) . . .  (1+ q-i)  =  m 

^  80  erhält  man 

,^.  m  m  — 1  m— 2 

«)  a„  =  [X]  —  CiW      +  C,[l]      - 

fiiernach  sind  z.  B.  die  Werthe  der  fünf  ersten  Coefficienten 
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ai  =  A, 

«9  =  [A]  —  [X]  =  A2, 

ag  =  [A]  —  3[A]  4-  2[a]  =  A3  +  A, 

»4  =  [A]  —  6  [A]  +  11  [A]  —  6  [A]  =  A4  +  4  Aa  —  A, 

ag  =  [A]  —  10  [A]  +  35  [A]  —  50  [A]  +  24  [A] 

=  AV+  10A3  __  5;t2  +  8A, 

u.  s.  w. 

Einige  bemerkenswerthe  specielle  Fälle  der  GleichuDg  47)  mö* 
gen  noch  Erwähnung  finden. 

Für  A  =  1  ergiebt  sich  die  Formel 

Ae-'d.  =  ir-4l  -  -^  +  ,   ^,^,  ^,, ). 

J    V  X        \  X  -{-  l    ^    (x+l)(x  +  2)  ) 

X 

»1  =  1,  02  =  1,  «3  =  2,  a4=  4,  a^  =  14,  a^  =  38,  . . . ., 

welche  znr  Berechnung  des    Integrallogarithmus  von  e"^  benutzt 
werden  kann. 


J  V« 


Im  Falle  A  =  |  hat  man 


1  ,  1 

yv  yx 


1  —     ^1        I  ^ 


. .  •  • 


a?  4-  1    '    (a;+l)(a?  +  2) 

/»      1     /,     1      >,      6     /,     9      ^     129 

«1    a»  Ö2   4»  "3    8»   ^*   16»   ^6   32"  »   •   •   •  • 

oder  auch,  wenn  v  =z  P  und  x^  für  x  gesetzt  wird, 


/ 


e-'-di^^ie-Hl  -— L+  '^ 


*  *  •  •  7  * 


X 

Alle  diese  Keihen  oonvergiren  für  jedes  positive  x  und  zwar  um  jo 
stärker  je  grösser  x  ist.  Für  o;  =  3  z.  B.  geben  die  drei  ersten 
Glieder  der  letzten  Reihe 


8 


e-^dt  =  0,00001958, 


was  auf  acht  Stellen  richtig  isi*) 


*)  Die  Formel  47)  hat  der  Yerf.  gefunden  s.  Zeitschr.  f.  Mathem. 
Phys.,  4.  Jahrg.,  S.  390.    Für  die  Transcendente 


00 


er-^dt, 

welche  auch  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  vorkommt,  hatEraia 
eine  Tafel  gegeben  am  Ende  seiner  Analyse  des  refractions  astronomiqu 
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VI.  Duroh  Gammafanctionen  ausdrüokbare  Integrale. 

Nach  den  vorigen  Untersuchungen  und  yermöge  der  Tafel, 
welche  Legendre  für  log  r(ii)  berechnet  hat,  ist  die  Function  r(ii) 
sIs ebenso  bekannt  anzusehen,  wie  z.  6.  logii,  sin^,  cosft  etc.,  daher 
sind  auch  bestimmte  Integrale  als  vollständig  entwickelt  zu  betrach- 
ten, wenn  es  gelingt,  dieselben  auf  Gammafunctionen  zurückzuführen. 
Aus  der  ansehnlichen  Menge  bestimmter  Integrale,  welche  man  auf 
diese  Weise  reducirt  hat,  wollen  wir  im  Folgenden  einige  der  wich- 
tigsten herausheben. 

a.  Wir  betrachten  zunächst  die  Integrale 

0  0 

in  denen  t  eine  willkührliche  Constante  bezoichnen  möge.  Beide  In- 
tegrale lassen  sich  in  ein  einziges  zusammenfassen ;  setzt  man  näm- 
Hch  V—  1  =  i  und 

or> 
0 

M iiiW  =  U  -^  iV  mithin  ü  der  reelle,  —  iV  der  rein  imaginäre 
i^ndtheil  von  W»  Man  überzeugt  sich  sehr  leicht,  dass  es  hier 
erlaubt  ist,  beiderseits  in  Beziehung  auf  t  zu  difiPerenziren  und  rech- 
ter Hand  die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  vorzunehmen ; 
man  erhält  so 


00 


dw  r 

0 


Ferner  giebt  die  theilweise  Integration,  f&  ^  0  vorausgesetzt, 

dx 


l  +  ttj 


dt  1  + 

ii. 

dW  iii 


W. 


dt  1  +  it 

Aus  dieser  Diflferentialgleichung,  welche  die  Sonderung  der  Varia- 
belen  gestattet,  findet  sich 

W  = - , 

(1  +  it)f^ 
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wobei  C  die  IntegrationsconstaDte  bezeichnet  Um  sie  zu  bestimmeD, 
braucht  man  nur  in  der  Gleichung 

C 


/..- 


ig-(i+t<)*e^a.  = 


(1  +  it)f^ 
f  ==  0  zu  nehmen ;  es  bleibt  dann  r{jit)  =  C  mithin 


00 


0 

Diese  Formel  wird  etwas  allgemeiner,  wenn  man  t  =  —  und  x=fis 

a 

setzt,  wo  a  eine  positive  von  Null  verschiedene  Constante  bedeutet; 

es  ergiebt  sich*) 

00 

49)  10/^-^  <r-(«+'*)'df^  =  7-?$r77,        a  >  0. 

Um  die  reellen  und  imaginären  Theile   beiderseits   vergleichen  m 
können,  bringen  wir  a  -\-  iJ)  auf  diiB  Form  h(cosy  -\-  isiny),  wo 

h  =  Va2  4-  d^         y  =  ardan 1-  n^ 

'  a 

ist,  und  haben 


*)  Wenn  man  die  auf  S.  56  unter  Nro.  24)  angegebene  Formel 


y  ^y  ä 


0  0  0 

als  bekannt  voraussetzen  will,  so  kann  man  das  obige  Resultat  aucli  auf 
folgende  sehr  einfache  Weise   ableiten.    Für  f(x)  =  x/*— i  e— *  eri 
sich 


{a  +  tß)f*  A^-ie- («+•'/'> 5  dl 


=  Cxf^-'^e'"dx  +  tV^c-«y  r(a  +  in)f^-^e-*Yndfi; 

0  0 

bei  positiven  «,  y  und  ^  convergirt  der  Ausdruck  yf^e—cy  gegen  ^ 
Null,  sobald  y  ins  Unendliche  wächst;  dasselbe  gilt  auch  von  dem  Pro* 
ducte  aus  yf^e—(*y  und  dem  letzten  Integrale,  weil  dieses  immer  nid 
endliche  Werthe  besitzt.    Die  so  entstehende  Gleichung  j 

{a  +  iß)f^   A^-ie-(«+'^5  d^  =  /V-^  e-'dx 

0  0 

ist  im  Wesentlichen  identisch  mit  Nro.  49). 
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/ 


9 

COS  ftfarc^aw f-  7i7i\\  —  isinAinlarctan f-w^j 

Die  ganze  ZaM  n  bestimmt  sich  durch  die  Specialisirung  ä  =  1, 
h=  0,  welche  zu  der  Gleichung  1  =  cos^nx  führt.  Diese  kann 
für  beliebige  positive  ft  nur  dann  bestehen,  wenn  n=  0  ist,  und 
nun  ergeben  sich  durch  Yergleichung  der  reellen  und  imaginären 
Partieen  die  beiden  Gleichungen 

y*                                   r(fi)  coslfi  ardan  —  j 
eH'-^e-^^cosledz  =  ^^ ^ — 


(a2  +  b2)5/i 


.OD 

51) 

0 


yy                                 ,  r{ii)sin{ IL  ardan  — \ 
gfi-ifr^^sinbxidz  = ^^ = — 
(«2  4-  b2)||" 


fi  >  0,     a  >  0. 

Der  Fall  a  ==  0  ist  durch  die  vorige  Herleitung  von  selbst  aus- 
geschlossen und  bedarf  deshalb  einer  besonderen  Untersuchung.    Wir 
«D  dabei  von  der  Formel 


-^=/" 


X-ig-au^^ 


ans,  welche  für  alle  positiven  l  gilt,  schreiben  jer  für  a ,  multipliciren 
Üe  nunmehrige  Gleichung 


0 

viiicoshzde  und  integriren  von  jer  =  0  bis  ;er  =  oo  ;  dies  giebt  zu- 
nächst 

/flO  OD  OB 

— j-  dz  =  -=—  /  cos  bz  dz  I  u^-^er^'^du. 
0  ^  '^o  0 

lehren  wir  rechter  Hand  die  Reihenfolge   der   Integrationen  um. 
•0  haben  wir  ferner 
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00  00  oo 

Ccoshz  ^       1   r  ^  ^  n  r 

I  — Y"^^  '^^  r7r\  I  ^  ^^^  /  ^      coshzdz 


00 


^du 


ra)j  62  4.  ^2» 

0 

und  mittelst  der  Substitution  u  •=hv  wird  hieraus,  falls  6  >  0  ist, 

/coshz       M~"i  Pirdv 

Das  Integral  rechter  Hand  kennt  man  zufolge  der  Formel  2)  auf 
S.  429  des  ersten  Theiles;  es  ist  also  unter  der  dort  angegebenen 
Bedingung  und  weil  hier  A  positiv  sein  muss, 

00 

Ccoslz                3rb^-i  A  ^  3  ^  1 

/  — r-  dz  =7rTT7^ TT—  1  0  <  A  <;  1. 

Mittelst  ganz  desselben  Yerfabrens  erhält  man 


J      z^  2r{l)sin\l7t' 


Setzt  man  endlich  in  diesen  Formeln  A  =  1  —  ft  und  beachtet  & 
Relation 

r(i-^)=    ^ 


rQi)   2sinlfi7tcos\ii7c 
so  gelangt  man  zu  den  beiden  Ergebnissen 

52)  f,/^-ico8bzd,=.^M^^^,  0  </*<!, 

«/  Or 


0 


-  l<(l<i, 


53)  J,f.-Uvnhzdz  =  ^^M^^, 

0 

worin  h  positiv  sein  muss.  Hieraus  ersieht  man  die  Beschränkungen 
welchen  /*  und  h  zu  unterwerfen  sind,  wenn  die  Formeln  50)  und  51) 
für  a  =  0  benutzt  werden  sollen.  Üeberhaupt  lassen  sich  die  bis- 
herigen Resultate  zu  folgendem  Satze  zusammenfassen:  die  Formel 


.00 

^fi^i^kM^g  —  £M^        /tt  >  0 

Kr 

0 


/ 


gilt  für  jedes  complexe  Jcy  dessen  reeller  Theil  positiv  und  von  Xi 
verschieden  ist;  im  Fall  aber  der  reelle  Theil  von  k  gleich  Null  is 
muss  (i  ein  positiver  echter  Bruch  sein. 


Die  Gammafunctionen.  271 

Der  specielle  Fall  f^  =  |  giebt 

f'coshe  ,  Csinhz  ^  \  /  ^ 

J-w'"'=JyT'"=Vw 

oder,  in  eine  Formel  zusammengezogen 


V7 

Yvii  0  z=  y^  wird  hieraus 


0        * 


'ß 


so 


0  — 00 


und  durch  Substitution  von  y  =  w  -{-  -r- 


54) 


y  g.(&frH2c«;)^e(;  =  l/-e^*      ^^' 


b.  Die  Gleichungen  45)  und  46)  führen  zu   neuen  Resultaten, 

venn  man  beiderseits  in  Beziehung  auf  fi  difPerenzirt  und  dabei  die 

Formel  27)  anwendet.     Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  rechter  Hand 

die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  vorgenommen  werden 

^  und  erh&lt  dann,  wenn  zur  Abkürzung 

h  =  Va2  +  62,'      0«  =  aräan  — 

a 

gesetzt  wird, 

00 

85)  /  zf^-Hze-'^'coshzdz 

0 

1 

0 

00 

56)  /  zf^~Hze-'*^' sinhz dz 

0 

=  -~  K  /     ~_^      dt—  C—  Ihjsinfid'  +  ö-cosft-^l . 

0 

Bo  ist  8.  B.  nach  Nro.  55)  für  ft  =  1  und  6  =  0  also  Ä  =  a,  9^  =  0, 
'  J  rX=-lze-^'dz=:y^(—  212  —  C —la) 
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oder  für  z  •=:  v!^ 

^    au^i    ;i               \/^   G  +  212  +  la 
I  er-^'^ludu  =  —  u • -^ — '-^ 

0 

Die  Gleichungeii  55)  und  56)  könnte  man  wiederum  nach  ft  differen- 
ziren,  doch  werden  die  Resultate  immer  verwickelter. 

c.  In  der  Formel 


0 


Zi^~-^e~^'^dz 


welche  für  alle  positiven  ft  gilt ,  falls  der  reelle  Bestandtheil  von  \ 
positiv  und  von  Null  verschieden  ist,  substituiren  wir  z  '=  P  mi 
erhalten 

57)  ß.,-x^n<>ät=.^- 

0 

Diese  Formel  lässt  sich  zur  Reduction  des  Doppelintegrales 


.00        00 


V  =  J   J  a;2p-i^2«-iß-(aar8+»y*)a[a*c?y 

0       0 

in  folgender  Weise  benutzen.     Man  erhält  zunächst,  wenn   maadi« 
angedeuteten  Integrationen  mittelst  der  Formel  57)  ausführt, 

58)  y^mm. 

Transformirt  man  dagegen  F  mit  Hülfe  der  Substitutionen 

x=^rcosdi    y  =  rsinO,    dxdy  =  rdßdr^ 
so  findet  man 


^-00 


Y  —  I  I  r^(p+q)-ie'-(acoifldiisin^r*cos^P-iQsin^9'-ifid:jdr 

Ü       0 

und  durch  Ausführung  der  auf  r  bezüglichen  Integration 


2       J  (a 


Ans  Nro.  58)  und  59)  zusammen  ergiebt  sich  die  Formel 


i« 


-'     frl 


(acos2ö-t-bsm2ö)P-h«   ^        2r(p  +  g)  o^b«' 
welche  für  alle  positiven  jp   und  q  gilt,  wenn  die  reellen  Bestand 
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theile  von  a  und  5  positiv  und  nicht  Null  sind.  Das  hier  vorkom- 
mende Integral  lässt  sich  mittelst  der  Substitution  C08^d  =  ^  in  eine 
algebraische  Form  bringen,  nämlich 


1 


61)  f^'-'a-D'-'di  ^  r(p)  rjq)  j_ 

j/  [a|  +  &(1  —  1)]"+«         r(j)  +  ä)  '  aP&« ' 

oder  für  a  =  6  +  c,  wo  nun  die  reellen  Theile  von  b  und  ft  +  c 
jositiT  sein  müssen*), 

62)  rV-Hi-l)^-^,.  ^  r(p)r(q) 1 

Setzt  man  in  Nro.  61) 

~—.  —  ^    also     |  =  _i_,     1  —  1  = l 

80  erhält  man  noch 

63)  /^JLliL.  =^  np)r(q)  J^ 

Bemerkenswerth  ist  der  specielle  Fall  g  =  1  —  j?,  wobei  j?  ein 
positiver  echter  Bruch  sein  möge;  man  erhält 


0 


ond  zufolge  der  hinsichtlich  des  p  gemachten  Voraussetzung  darf  hier 
der  reelle  Theil  von  a  auch  =  0  genommen  werden.     Setzt  man  h 


•)  Auf  anderem  Wege  ist  Abel  zu  dieser  Formel  gelangt  inCrelle's 
^oanial,  Bd.  2,  S.22,  ohne  jedoch  ihre  Gültigkeitsbedingungen  näher  zu 
bezeichnen.  Man  kann  übrigens  die  Formel  61)  auch  dadurch  erhalten, 
dass  man  von  der  Gleichung 

00      oo 

r  y  ajP-iy^-itf-C^^+öy)  dx  dy  =  r(p)  r(q) 

0        0 

•Mgeht  und  linker  Hand  die  auf  S.  460  des  ersten  Theiles  besprochene 

Sabstitution 

X  =  8(1 — Q,    y  z=:2  st,    dxdy  =  8dsdt 
inwendet.    Die  im  Texte  gegebene   Ableitung  wurde  nur  vorgezogen, 
»eil  der  üebergang  von  rechtwinkligen  zu  polaren  Coordinaten  bekann- 
ter und  geläufiger  ist  als  die  letztere  Substitution. 

Für  o  =  1  und  &  =  1  erhält  man  eine  specielle  Formel,  deren  linke 
Beile  Legendr e  mit  dem  Namen  Euler'sches  Integral  erster  Art  be- 
teichnet  hat. 

SohlOmilch,  Analysis.  n.  13 
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als  reell  voraus  und  a  =  cosß  -\-  isinßj  no  giebt  die  Yergleichiing 
der  beiderseitigen  imaginären  Tbeile 

^Pdt  TChP-^  sinpß 


A 


62  ^  2bicosß  +  6*        sinpn    sinß 

0<P<h        —  i;r^/S^  +  I«?. 
Aus  der  Vergleiebung  der  reellen  Theile  findet  man  leicht  unter  Rück> 
sieht  auf  die  vorstehende  Gleichung 

t^-^di  ÄbP-2  54-^(jp_i)|3 


/ 


6«  4-  2bico8ß  +  5«  sinpTC         sinß 

0  <  i)  <  1,     -\n^ß£  +  ln. 
Beide  Resultate  lassen  sich  zu  einer  Formel  vereinigen,  wenn  man 
in  der  ersten  Gleichung  j)  =  A ,  in  der  zweiten  p  =  X  -{-  1  setzt; 
dies  giebt 

S^dg  _  ä5^-i  sinkß 


64)  /  ^,  ^  2becos/S  +  g2        sm^;r     sm/S  ' 


Für  5=1  und  ß  =z  \n  kommt  man  auf  die  in  Theil  I,  S.  429  oiiter 
Nro  2)  angegebene  specielle  Formel  zurück. 

Die  Gleichung  63)  gestattet  eine  eigenthümliche  Transformation, 
wenn 

a  =  cosß  -\-  isinßy        h  =:  cosa  -\-  isina 
gesetzt  wird,  wobei  noch 

af  +  5  =  cosa  +  tcos^  ■{-  i(sina  -|-  ^sinß) 

=  q(cos(p  +  ismco), 
mithin 

Q  =  Vl  +2gcos(«-/3)  +  e»und  tan(o  =  '^  +  l'^i 

^^  cosa  +  ieosp 

sein  möge.     Durch  die  Yergleichung  der  beiderseitigen  reellen  nnd 
imaginären  Bestandtheile  erhält  man  die  Formeln 


0 


tP-'eo8(p  +  q)m       _  r(p)r(g) 


ö^' ^  ^  rcff  +  g)'»"^^^«")' 

welche  eine  bessere  Gestalt  annehmen,  wenn  man  (o  als  neue  Varia- 
bele  betrachtet  und  demgemäss  g  imd  q  durch  g)  ausdrückt.  Die 
obige  Formel  fUr  tano  liefert  za  diesem  Zwecke 
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stn(p  — 0})'  8in^(ß  —  coi) 

mittelst  des  vorstehenden  Werthes  von  £  und  anter  Anwendung  der 
tngonometrischen  Relation 

sin^Ä  +  2sinÄsinBcos(A  +  B)  +  sin^B  =  sin^iÄ  +  B) 

erh&lt  man  femer 

sin(ß  —  a) 

^  ~  sin(ß  —  (ö)  ' 
endlich  zeigt    die  frühere  Gleichung  für  tan  es,  dass  den  Grenzen 
^  =  0  und  ^  =  00    die  Grenzen  ca  =  a  und  ca  =  ß  etitsprechen. 
Naeh  diesen  Bemerkungen  findet  man 
ß 

65)  /  stnP~i((ö  —  a)s*w«-^(/3  —  (o)co$(p  +  q)GjdGJ 

r{p)riq) 


r(p  +  a) 


sinP-^^-i^ß  —  a)cos(pß  -\-  q  ^0» 


/  sinP—^  (o  —  « 


66)  /  sinP-^ (g)  —  a)^n9^^ (ß  —  (a)sin(p  \-  q)(oda} 

Werden  hier  a  und  ß  zwischen  — \jt  und  -f-  a^  gewählt,  so  gelten 
am  Formeln  für  alle  positiven  p  und  q;  nimmt  man  dagegen 
^=  j;r,  so  darf  j9  nur  echt  gebrochene  positive  Werthe  erhalten*). 

d.  Um  noch  eine  Anwendung  der  Formel  63)  zu  zeigen,  er^ 
iimern  wir  an  die  im  ersten  Theile  auf  S.  421  unter  Nro  10)  ange- 
gebene Gleichung 

1^  /  u  Y'^ L  /^   /  1  \dt 

worin  <p  eine  beliebige  Function  bezeichnet.  Bei  der  Annahme 
(p(e)  =^  e9  +  y%  erhält  man  rechter  Hand  ein  Integral,  welches  sich 

nach  Nro.  63)  für  jp  =  |,  a  =  1,  5  =  /3  +  2  Vöy entwickeln  lässt, 
80  dass  entsteht 


•)  Die  Formeln  65)  und  66)  sind  vom  Verfasser  in  der  Zeitsobr.  for 
Mathem.  a.  Phys.  Bd.  9,  S.  356  entwickelt  worden.  Den  speciellen  Fall 
a  =  0,  /)  =  ^TT  hatte  schon  früher  Kummer  nach  einem  ganz  anderen 
Verfahren  behandelt  in  Grelle's  Journal  Bd.  17,  S.  215. 
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''^  h 


J  (a  +  ßu  +  Y  «*)'+'/»        r(g  -I- 1)  Vy  (^  +  2  V^)' 

Durch  mehrmalige  DifFerentiationen  in  Beziehung  auf  die  Constanten 
a,  /3,  y  können  hieraus  noch  mehrere  Formeln  abgeleitet  werden, 
von  denen  wenigstens  zwei  Platz  finden  mögen. 

Linker  Hand  führt  die  n-malige  Differentiation  in  Beziehung  auf 
a  zu  dem  Ausdrucke 


00 

(-l)«(ä+l)(ä+f) . . .  (ä+^^f^)/(ä 


u^du 


+  ^«*  +  ytt2)«+»+V« 


rechter  Hand  lässt  sich  die  n- malige  Differentiation  nach  a  mittelst 

der  allgemeinen  Formel  für  l)^F(^x)  ausführen  (s.    S.  9,   Nro.  11) 
wenn 

Fix)  = 


(/3  +  2V9-«)' 

und  nachher   x  =  a  gesetzt  wird.     Benutzt  man  zur  Abkflrzoif 
die  Zeichen 

und  beachtet  die  Gleichungen 
SO  erhält  man 


\aj    '     *'-^"     i---./— 


=  (-  l)Yy Y^ «1  r(q  +  n)      __Cj_  rjq  +  n-l) 
r(g)  \a/    l     «*+••     '^2V^       ««+"-* 

G^    r(q  +  n-2) 

(2  Vccy)^        «'+'•-* 
Hiemach  ergiebt  sich  aus  Nro.  67),  wenn  q  -\-  n  =  p  gesetzt  wird, 


00 


uf—^du 


(a  +  ßu  +  yu^)P+'^ 


_    V«   \/y-'(r(p)      c.   r(p-i)       q,    iTp-2), 

worin  |)  jede  beliebige  positive  Grösse  ^  n  bedeuten  kann. 
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Differenzirt  man  die  Gleichung  67)  n-mal  in  Beziehung  auf  /3, 
so  gelangt  man  zu  demselben  Resultate ,  als  wenn  man  g  um  n  ver- 
mehrt hätte,  was  von  keiner  Bedeutung  ist. 

Um  endlich  die  Gleichung  67)  in  Beziehung  auf  y  zu  differen- 
ziren,  möge  man  bemerken,  dass  erstens 

und  dass  zweitens  ß  -{-  2  yay  symmetrisch  in  Beziehung  auf  a und 
y  ist.  Differenzirt  man  jetzt  (w  —  l)mal  nach  y ,  so  ergiebt  sich, 
wenn  wieder  g  -j-  »  =  j)  gesetzt  wird, 

69)  f- ^"""-^^^ 

Za  dem  nämlichen  Resultate  gelangt  man  kürzer  dadurch ,  dass  man 

in  Nro  68)  —  an  die  Stelle   von  w  treten   lässt    und  zugleich  die 
u 

Buchstaben  a  und  y  gegeneinander  vertauscht*). 

"Vn.  Durcli  Gammafanotionen  siunmirbare  Reilien. 

Wenn  für  alle  von  aj=0  bis  aj=  1  gehenden  x  eine  Gleichung 
Ton  der  Form 

70)  Fix)  =  ile  +  A^x  +  A<^x'^  +  A^x^  H 

liesteht,  so  kann  man  daraus  mittelst  der  Formel  61)  oder  der  ein- 
scheren 

Mf  folgende  Weise  neue  Reihensummirungen  ableiten. 

a.  In  der  Gleichung   70)  setzen  wir  x%^  an  die  Stelle  von  a?, 
^altipliciren  beiderseits  mit 

■nd  integriren  zwischen  den  Grenzen  0"  =  0  und  %  •=  \,    Rechter 


*)  Der  Verf.  hat  die  Formeln  68)  und  69)  ursprünglich  auf  einem  an- 
ieren  Wege  gefunden,  s.  Beiträge  zur  Theorie  bestimmter  Integrale, 
^ena  1843. 
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Hand  lassen  sich  alle  Integrale  naohNro.  71)  entwiokeln,  and  es  ent- 
steht die  Gleichung 

1 


fd^-i(l  —  d')9-^ F(x^)  dd' 


_Aor(a)r(q)     Ä,r(a  +  h)r(q)       Ä,r(a  + 2h) m  ^. 

-  r(a  +  q)  ^  na+h  +  q)'''^  r(a  +  21>  +  q)  "^ +' 
Unter  der  Voraussetzung  eines  ganzen  positiven  q  geht  diese  Glei- 
chung über  in 

1 

72)  j^^y"^— 1(1  -  ^y'-^F(x^)d» 

Äo  .  Ä\X 


""a(a+l)...(a+fl— 1)      (a+l>)(a+b+l).  .(a+ö+g-1) 

,  h^ . 

"^(a+26)(a+26— l)...(a+2b-f-3— l)^"' 

und  hieraus  ergiebt  sich  in  allen  den  Fällen  eine  Reihenfäummirong, 
wo  es  gelingt,  die  Integration  nach  %  durch  geschlossene  Ausdrücke 
zu  bewirken. 

So  erhält  man  z.  B.  für  F(x)  ==  (1  +  x^ 

m 

1 

73)  j^f^-^l  —  ^)«-i(l  +xf^)f*dd' 


0 


,  (/*)i  ^ 


—  a(a+l)...{a+q-l)  '  (a+hXa+h+l)...(a+b+q—l) 

j (ft)a^^ , 

"^(a+25)(a+2b+l).  .(a+2b+g— 1)"^ 

und  hier  ist  die  Integration  sehr  häufig  ausführbar  namentlich  we 
a  und  h  ganze  Zahlen  sind.     Der  specielle  Fall  a  =  h  =  1,  q=\ 
ft  =  —  1  giebt  z.  K 

2a?3     '^    ^   ^        2x^        Ax 
1  X  x^  x^ 

+  z — :; — ?  —  *: — ^ — ^  +  •  * 


1.2.3        2.3.4    '     3.4.5         4.5.6 

—  1  <  o;  <  +  1. 

Nimmt  man  in  Nro.  73)  b  =  1  und  x  =  —  1,  was  unter  der  VoJ 
aussetzung  eines  positiven  (i  erlaubt  ist,  so  kann  man  linker  Hai 
wieder  die  Formel  71)  anwenden  und  erhält 


74) 
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r(a)r(2  +  li) 


1  Ot)i 


a(a+  1)  .  .  .  (o  +  ä-  1)        (o+  l)(a  +  2)...(a  +  g) 


•    •    •    • 


(a+2)(a+3)...(a+g+l) 

b.  Wir  gehen  noch  einmal  auf  die  Gleichung  70)  zurück,  setzen 
darin  xd"  für  x^  multipliciren  beiderseits  mit 

und  integriren  rechter  Hand  alle  Glieder  mittelst  der  Formel  71), 
wobei  wir  FQ)  +  1),  FQ)  +  2),  etc.  durch  r(6),  ebenso  r(c  +  1) 
r(c  -f  2),  etc.  durch  r{c)  ausdrücken.  Das  Resultat  besteht  in  der 
Gleichung  i 

-Ao+  g^ia;+   ^^^_^^^AiX    +c(c  +  l)(c  +  2)^'"> 

Hiernach  ist  z.  B.,  wenn  l^(aj)  =  (1  —  x)~°  genommen  wird, 

1 

^  1  .  c"^  ^^      1  .  2  .  c(c  +  1)  ^5 

a(a  +  l)(a  +  2)..b(l>  +  l)(b  +  2) 
■•"         1.2.3  .  c(c+l)(c+2)  ■•" 

iid  hier  gelinj^  es  nicht  selten,  die  auf  der  linken  Seite  angedeutete 
htegration  auszuführen.  Im  Falle  x  =:  1,  kann  dies  wieder  mit- 
Mit  der  Formel  71)  geschehen ,  und  es  ergiebt  sich 

r(c)r{c  ^b-a) 

^  r(c  —  a)  r(c  ~  h) 

^^    a.l     a(a+l).b(&  +  l)     a(a+l)(a+2).b(ft+l)(b+2)  , 
"^  "^  l.c"^    1  .  2  .  c(c  4-1)  "^    1  .  2  .  3  .  c(c+  l)(c  +  2)  "'^'" 

^bei  c  >»  a  4"  ^  sein  muss,  damit  die  Reihe  convergire  und 
V[c  —  h  —  a)  nicht  unendlich  werde  *). 


*)  Die  in  Nro.  76)  vorkommende  Reihe  führt  den  Namen  hyp^er- 
(eometriflche  Reihe;  sie  wurde  genauer  zuerst  von  Gauss  untersucht 
B  dem  Comment.  soc.  Gotting.,  Tom.  II,  a.  1812;  eine  wesentliche  Er- 
l^zuDg  hierzu  lieferte  Kummer  in  Grelle' s  Journal,  Bd.  15,  S.  39. 
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Wählt  man  in  den  hier  entwickelten  Summenformeln  F{x)  und 
die  Gonstanten  so,  dass  die  Summe  der  Reihe  schon  bekannt  ist,  bo 
lassen  sich  die  vorigen  Gleichungen  auch  benutzen  um  die  Werthe 
mancher  bestimmten  Integrale  zu  ermitteln.  In  Formel  76)  z.  B. 
erhält  man  für  a  =  —  ||Lt,  5  =  +  |ft,  c  =  g,  x  =  e^  auf  der 
rechten  Seite  eine  Reihe,  deren  Summe  =  cos  (ji  aresin  z)  ist  (Thl.  I, 
S.  230,  Formel  13);  setzt  man  noch  a/rcsine  =  a  und  O*  =  sin^-hy 
so  gelangt  man  zu  der  Integralformel 

worin  ft   ein  positiver    echter  Bruch,  und  a  zwischen    —  gsr  und 
-|-  jÄ  enthalten  sein  muss*). 


*)  Zahlreiche Entwickelungen  dieser  Ai-t  giebt Kummer  in  Crelle's 
Journal  Bd.  17,  S.  210  und  S.  288,  sowie  Bd.  20,  S.  1 
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18* 


Die   elliptischen   Integrale. 


I.    Die  Reduotion'  der  elliptisclien  Integrale. 

Wenn  es  sich  um  die  Entwickelung  eines  Integrales  handelt, 
welches  nicht  unmittelbar  zu  den  Fundamentalintegralen  in  §.65 
des  ersten  Theiles  gehört,  so  ist  es  immer  die  erste  Sorge,  das  ge- 
gebene Integral  mittelst  passender  Transformationen  auf  andere  und 
zwar  einfachere  Integrale  zurückzuführen,  deren  Werthe  entweder 
schon  bekannt  oder  doch  leichter  zu  berechnen  sind.  Ein  Beispiel 
hierzu  liefert  das  Integral 

F{x)  dx 


I 


VAq  +  Aix  +  A^x^' 
worin  F{x)  eine  rationale  Function  von   x  bedeuten  möge;  schafft 
man  mittelst  der  auf  Seite  336  und  337  angegebenen  Substitutionen 
die  Wurzel  weg,  so  kommt  man  auf  ein  Integral  von  der  Form 

'^0  +  B,y  +  B^^y''  +  •  •  •  +  B,nf 


f 


Co  +  Ciy  +  C^y^  +•■■  +  C„y"  ''^' 


dieses  lässt  sich  wieder  nach  den  in  Cap.  XL  auseinander  gesetzten 
Methoden  behandeln,  also  zuletzt  durch  Potenzen,  Logarithmen  und 
Kreisbögen  ausdrücken.  Einer  ähnlichen  Eeduction  sind  nun  auch 
alle  die  Integrale  fähig,  welche  der  Form 

F{x)dx  


'ß 


VAo  +  Aix  +  A2X^  +  Asx^  -f  ^4«?* 
angehören  und  elliptische  Integrale  genannt  werden,  weil  dieKec- 
tification  der  Ellipse  von  einem  derartigen  Integral  abhängt.   Es  ist 
zwar  nicht  möglich,   das  hier  vorkommende  Radical  wegzuschaffen, 
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wohl  aber  kann  das  Integral  auf  einfachere  Integrale  derselben  Ai-t 
zurückgeführt  werden,  welche  als  die  constituirenden  Elemente  des 
allgemeineren  Integrales  zu  betrachten  sind. 

A.     Um  die  genannte  Beduction  auszuführen    betrachten  wir 
z^unächst  das  Integral 

dx 


ß 


VAo    +   ÄiX   -f   Ä2X^    +   ÄsX^  +-   Ä^X"^ 

worin  Aq  -\-  AiX  -\-  -  -  »  -\-  A^x^  zur  Abkürzung  mit  X  bezeichnet 
werden  möge,  und  setzen  einstweilen  voraus,  dass  A^  von  Null  ver- 
schieden sei.  Die  vier  Wurzeln  der  Gleichung  X  ■=  0  nennen  wir 
«1 ,  «2 1  ^3 »  ^4  j  ^8'lls  si®  sämmtlich  reell  sind,  denken  wir  sie  uns  der 
Grösse  nach  geordnet,  nämlich  «i  <C  «2  <^  ^3  <r  Ö4;  sind  zwei  da- 
von reell  und  die  beiden  anderen  complex,  so  mögen  tti  und  a-j  die 
beiden  complexen  Wurzeln  sein,  welche  dann  selbstverständlich  die 
Form 

ai  =  ^  -\-  iv ,        0^=11  —  iv 
besitzen;  sind  alle  Wurzeln  complex,  so  nehmen  wir  wieder  ai  und 
«2  als  das  eine  conjugirte  Paar,  sodass  das  andere  durch 

»3  =  ^1  +  «n»  »4  =  1^1  —  »^1 

ausgedrückt  wird.  Man  hat  nun,  wenn  statt  il4  kürzer  A  geschrie- 
ben wird, 

X  =:  A(x'^ai)(x  —  a^) (x  —  a^) (x  —  a^) 

=  -4  [a;2  —  («1  +  as)  0?  +  ai  ag]  [a;2  —  («3  +«4)^  +  0304] 
und  zufolge  der  gemachten  Voraussetzungen  sind  hier  die  quadrati- 
schen Factoren  reell. 

Zunächst  wollen  wir  den  specieUen  Fall  betrachten,  wo 

tti  -|-  a2  =  »3  -|-  «4 
ist;  der  gemeinschaftliche  Werth  beider  Summen  heisse    dann  2  a. 
Dem  X  kann  jetzt  die  Form 

X  =  A[(x—ay  +  «102  —  a2][(a?  — a)2  +  osa^  —  o«] 
gegeben  werden,  worin  zur  Abkürzung  a^  —  Uiüi  =  5i,  a^  —  (h^^i 
=  &2  söin  möge.     Führt  man  in  der  nunmehrigen  Gleichung 

/dx   r  dx 

VX~  J  yA[(x-ay  —  hi][(x--ay—b^] 
statt  X  die  neue  Variabele  y  :=  x  —  a  ein,  so  erhält  man 

dx  p  dy 

h) 
das  ursprüngliche  Integi*al  lässt  sich  demnach  auf  ein  anderes  zu- 


1)  /"— =    f  ^^ 
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räckfüliren,  worin  nur  gerade  Potenzen  der  Integrationsvariabelen 
Torkommen. 

Um  auch  in  dem  allgemeinen  Falle 

öl    +  «2  >  ^    +  «4 

zu  einer  ähnlichen  Beduction  zu  gelangen ,  gehen  wir  auf  die  Glei- 

ehong  % 

« 

/dx  P  dx 

Vx       J  y A  (x  —  ai)  (x  —  a^)  (x  —  03)  (x  —  «4) 
zurück  und  benutzen  /die  Substitution 

»orin  p  und  q  zwei,  vorläufig  nicht  näher  bestimmte  Constanten  be- 
zeichnen.   £s  ergiebt  sich 

dx  r     (q — p)dy 


/dx  r 
Vx-J'^ 


Va  üi  U2  U3  u^ 

uid  zwar  sind  hierbei  die  folgenden  Abkürzungen  eingeführt 

üi—  p  ^  ai  -\-  (q  —  ai)y, 

U2  =p  —  02  +  (q  —  (h)y, 

'  u.  s.  w. 
i»fi  denen  folgt 

^iF2=:(|)— ai)(p— a2)4-[(i'— «i)te— «2)-f(i?— «2)(g— ai)]2^ 

Dif/4  =  (p— a3)(2)— «4)  +  [{P'-(h){q  —  0'i)  +  {p—a^){q'-az)]y 

+  (2— «3)  (9' —«4)  2^*. 

Soll  nun  das  Product  TJ^  U2  ü^  U^  nur  gerade  Potenzen  von  y 
nthalten,  so  müssen  die  in  üi  Ü2  und  U-^  C/4  vorkommenden  Coeffi- 
wnten  von  y  verschwinden  3  daraus  ergeben  sich  zur  Bestimmung 
On  p  und  q  die  zwei  Gleichungen 

i>a  —  U«!  +  «•-')  Cp  +  2)  +  «1  «2  =  0 , 

PQ.  —  \((h  +  (^4)  (P  +  a)  +.«304  =  0. 
^zt  man 

\{P  +  a)  =  s,     Ki?  — g)  =  ^     mithin  jpg  =  s2  —  <2, 

>  gehen  die  vorigen  Gleichungen  über  in 

^2  =  (s  —  ai)  (s  —  ag),      f^  =  (s  —  og)  (s  —  04), 

od  man  erhält  der  Reihe  nach 

Ol  +  «2  —  (aa  +  «4)' 
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^v  ^  _  V((h  —  (h)  (cti  —  O'd  («2  ~  fl^a)  «2  —  ^ 

öl  +  «2  —  («3  4-  «4) 
5)  j)  =  s  -j-  ^,        g  =  s  —  f. 

Zufolge  der  Voraussetzungen ,  welche  anfangs  hinsichtlich  der  Wur- 
zeln ai,  a2,  aj,  «4  gemacht  wurden,  ist  8  jederzeit  reell;  was  fernev 
i  betriflFt,  so  müssen  drei  Fälle  unterschieden  werden.  Bei  reellen 
Wurzeln  ist  jeder  der  vier  Factoren  Oi  —  0^3,  ai  —  04  etc.  negativ, 
mithin  i  reell;  bei  zwei  reellen  und  zwei  complexen  Wurzeb  lassen 
sich  die  vier  Factoren  folgendermaassen  gruppiren 

(«1  —  «3)  («2  —  %)  •  («i  —  «4)  («2  —  «4) 

und  liefern  ein  positives  Product ;  endlieh  bei  vier  complexen  Wur- 
zeln gestatten  jene  Factoren  die  Anordnung 

(«1  —  «s)  («2  —  Ö4)  •  («1  —  «4)  («2  —  «3) 

=  [(f*  -  f*i)«  +  (t^  -  v^Y\  .  [(f*  -  \^^y  +  (V  +  ^1)^] 
und  geben  wiederum  ein  positives  Product;  demnach  ist  i  jederzeit 
eine  reelle  Grösse.      Hieraus  folgen  reelle   endliche  W^rthe  von  p 
und  g;   es  lässt   sich  daher  die  beabsichtigte  Transformation  unter 
allen  Umständen  ausführen,  nämlich 

dx 


!■ 


f 


V5 

(q  —  p)dy 


Zur  Abkürzung  sei  noch 

6)  B  ==  A(a  —  ai)  (q  —  a^)  (q  -  a^)  (q  —  a^) , 

^    _  _  (P  — tfi)(p  — «2)       i,,  =  ^  (JP  —  (h)  (P  —  (ij) 

^  (a  —  ^i)  (a  —  a-i)'      '^  (3  — »3)  («  —  «4)' 

wobei  J?,  bi  und  62  jederzeit  reelle  Grössen  sind;  man  hat  dann  i^ 
wichtige  Reduction 

n  dx 

J  VA  {x  —  «i)  (x  —  a<i)  {x  —  aa)  (rc  —  a4) 


=  (q-p)ß 


VB(y^  —  h)(y^—h2) 

Die  weiteren  Schritte  der  Rechnung  hängen  von  den  Vorze 
chen  der  Grössen  J?,  61,  62  ab;  dabei  ist  erstens  zu  unterscheide] 
ob  B  positiv  =  -|-  y^  oder  negativ  =  —  y^  ist,  und  in  jedem  dii 
ser  Hauptfälle  sind  dann  wieder  die  drei  Unterfalle 
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*!  =  +  «•,     h  =  +  /J^ 

bl   =   -   «2,  02   =   +   /32, 

&!   =  -««,  &Ä  =   -   /32, 

möglich.    Für  den  Ausdruck  B (y^  ^  hi)  (^^  —  1)2) ,  welcher  kurz  Y 
heiBBen  möge,  ergeben  sich  hiernach  sechs  verschiedene  Formen,  die 
wir  im  Folgenden  einzeln  betrachten. 
hi  erstens 

und  «2  die  kleinere  der  beiden  Grössen  «^  y^d  j3  '^  sq  hat  das  Inte- 
gral nur  dann  einen  reellen  Werth,  wenn  entweder  y^  <C  «^  <;  /S^ 
oder  y'  >  /J*  >  «2  genommen  wird.  Im  ersten  Falle  substi- 
taire  man 

lies  giebt 

ind  zwar  sind  hier  x  und  £?  positive  echte  Brüche,  deren  letzter 
{leichzeitig  mit  y  wächst.     Im  zweiten  Falle  setze  man 

a  ß 

P  ^ 

todnrch 

/e?y l^     r dz 

thalten  wird;  auch  hier  sind  x  und  z  positive  echte  Brüche,  deren 
iteter  abnimmt,  wenn  y  wächst. 

Für  die  «weite  Form 

obei  selbstverständlich  y^  ^  ß^  sein  muss,  benutze  man  die  Sub- 

ttntionen 

a  ß 


v«2  ^  ß2'    ^    vr^T^' 

wird  dann 

/dp  1  r dz 

VY  ~  yVa«  +  /S2  y  V(l— ;?«)(1— x2^2)' 

^  hier  sind  x  und  z  positive  echte  Brüche,   deren  letzter  gleich- 
itig  mit  y  wächst. 

Gehört  Y  anter  die  dritte  Form 

r=y«(|/2  +  aa)(y2  +  ^2), 
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so  nenne  man  a^  die  kleinere  der  b^den  Grössen  a^  nndjJ^und 
substituire 


V/S2  _  «2  ßVT^ 


z^ 


dies  giebt 

wiederum  sind  x  und  z  positive  echte  Brüche,  deren  letzter  ab- 
nimmt, wenn  y  wächst. 

Falls  Y  von  der  vierten  Form  ist,  nämlich 

r=y«(y«-a»)Oä'-»»). 
heisse  a^  die  kleinere  der  beiden  Grössen  a^  und  ß^;  selbstverständ' 
lieh  muss  dann  y^  zwischen  a^  und  ß^  liegen.     Die  Substitutionen 

Vß^  —  a«  a 

P  Vi  —  X2;?2 

geben  jetzt 

/'dy 1_     r d0 
Yy~ ßy  J  V(i— ;^2)(i— «2^2)' 

worin  x  und  ;?  positive  echte  Brüche  sind,  deren  letzter  gleichzeitig 
mit  y  wächst. 

Für  die  fünfte  Form 

r=y%2_|_«2)(^2_y2) 

bedient  man  sich  der  Substitutionen 

diese  geben 

dy      .  1  r     dz 


f2. 


/dy   _. 1  r 

Vy~~  yVa^  +  ß'  J  V(i 


-£r2)(l— x2^«) 

worin  x  und  z  wieder  echte  Brüche  sind,  deren  letzter  abnimnj 
wenn  y  wächst. 

Was  endlich  die  sechste  Form  anbelangt,  so  ist  dieselbe  vo 
keiner  Bedeutung,  weil  dann  das  Integral  einen  rein  imagbäK 
Werth  hat,  welcher  auch  aus  der  dritten  Form  durch  Multiplicatu 

mit  V—  1  folgt. 

Das  Resultat  der  bisherigen  Untersuchung  besteht  in  dem  Sati 
dass  das  Integral 


h 
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dx 


y  A  (x  —  ai)(x  —  a^i)  (p  —  «3)  (^  —  %) 
mittelst  zweier  Substitutionen  auf  die  weit  einfachere  Form 

a  r___^£___ 

J    y(l-.^2)(l--x2^2) 

gebracht  werden  kann,  worin  x-und  z  positive  echte  Brüche  sind. 

Noch  müssen  wir  die  Modification  erwähnen,  welche  sich  für 
leo  Fall  nöthig  macht ,  wo  das  Polygon  X  nur  vom  dritten  Grade 
Bt,  also  die  Reduction  des  Integrales 

dx 


ß 


Vä(x  —  «i)  (x  —  OU2)  (^  —  «3) 
«rlangt  Wird,  in  welchem  bei  drei  reellen  Wurzeln  aj  <C  Ö2  <Z.  <hi 
ind  im  Gegenfalle  &3  die  einzige  reelle  Wurzel  sein  möge.  Es  ge- 
ifigt  hier  die  einfache  Bemerkung,  dass  das  vorliegende  Integral 
b  der  Grenzwerth  angesehen  werden  kann ,  welchem  sich  der  Aus- 
bck 

V —  a^dx  


/ 


Va{x  —  «1)  {x  —  02)  (ic  —  «3) (ä?  —  «4) 

«i  anendlich  wachsenden  a^  nähert;  man  braucht  demnach  nur  die 

flttchung  8)  mit  V —  a^  zu  multipliciren  und  die  Grenzwerthe  der 

ifeufiuchen.     Bezeichnen  wir  den  dritten  dieser  Grenzwerthe  mit 
fe"»  so  erhalten  wir  für  a4  =  00  aus  Nro.  3),  4)  etc. 

s  =  a3,       t  =  —  V(ai  —  ag)  {ch  —  «a), 

|)  =  a^  —  V(ai  —«3)  («2— «3),    4!  =  «3  +  V(«i  —  «3)  («2  —  «3) , 
0  ^  =  ^  (g  —  «i)  (g  —  02)  (2  —  «i) , 

i\         .  (i?  — ai)(i?  — az)      ,  P  —  az 

|d  aus  Nro.  8) 

»  /^ ^Ä ^_ 

c/  V-ä  (flj  — •  ai)  (a;  —  02)  (a?  —  «3) 


(a-P)ß 


*bei  zwischen  o;  und  ^  die  Gleichung  2)  stattfindet.     Das  rechts- 

äcblömilcb,  AnaljrtU  II.  19 
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stehende  Integral  hat  dieselbe  Form  wie  das  auf  y  bezügliche  Inte- 
gral in  Nro.  8) ;  die  weitere  Reduction  bleibt  also  für  beide  Theile 
die  nämliche. 

B.     Nach  diesen  Voruntersuchungen  ist  es  nicht  schwer,  das 
allgemeine  Integral 

r nx)dx ^  CE^äx 

J  VAo  +  Aix  +  A^x^  +  Azx^  +  A4jr*        J   l/X 

zu  transformiren ,  worin  F{x)  eine  rationale  algebraische  Functiün 
von  X  bedeutet.     Die  Substitution 

y  +  gy 

giebt  zunächst 

und  zwar  ist  hier  F  wie  früher  von  der  Form  B{y^  —  ^i)(2/^  — W- 

fP  -\-  Q.y\ 
Ferner  ist  F[  —  j  wieder  eine  rationale  algebraische  Function 

von  ^,  also  von  der  Form 

\l  +y)       Ho  +  Hiy  +  H^y'  +  H,y^  +  H^y"^  +  "- 

_Go+  G,y^2^G4y' +  '"  +  (&!  +  asy^-\--)t 
Ho  +  H^y^  +  JJ42^*  +  •  ••  +  (fii  +  ffay^  +  -)y 

Multiplicirt  man  Zähler  und  Nenner  mit 

Ho  +  H^y^  +  ^4^*  ^ (Hl  +  ^32^2  +  JSsy*  +  •  •  ')h 

so  enthält  der  neue  Nenner  nur  gerade  Potenzen  von  y\  in  den 
neuen  Zähler  dagegen  kommen  gerade  und  ungerade  Potenzen  voi 
die  sich  wie  vorhin  sondern  lassen.  Das  Kesultat  hat  demnach  fol 
gende  Gestalt 

'P±M\     Mo+M^y^  +  M^y'  +  -'-^{M^+M^y^-\'M^  y^  +J 


jp±iy\ 


oder  kurz 

worin  O  und   W  rationale  gebrochene  Functionen  bedeuten.    A( 
der  Gleichung  13)  wird  jetzt"  vermöge  des  Werthes  von  y 
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F(x) 


.4)  f^ä. 


=  («-p){/^ 


*(y')         j  ,   r        ^(if*) 


VB(y»-6,)(y»-M         7  VB(y»-l),)(y»-6,) 
nnd  es  sind  nun  die  einzelnen  Integrale  rechter  Hand  näher  zu  un- 
tersuchen. 

Das  letzte  Integral  geht  für  y^  =  z  über  in 

1  r       ^w        ^, 

und  kann  mittelst  der  gewöhnlichen  Methoden  entwickelt,  d.  h.  aui 
Potenzen,  Logarithmen  und  Kreisbögen  zurückgeführt  werden,  was 
keiner  weiteren  Erörterung  bedarf. 

Anders  verhält  sich  die  Sache  bei  dem  ersten  Integrale  in 
Nro.  14),  für  welches  je  nach  den  Vorzeichen  von  J?,  h^  und  hi  ver- 
schiedene  Substitutionen  anzuwenden  sind.  Man  bemerkt  aber  leicht, 
dass  jene  Substitutionen  unter  der  gemeinschaftlichen  Form 

enthalten  sind,  und  dass  folglich  die  Function 

_  ^  +  ^2y^  +  M^y*  +  •  •  • 

ZU  einer  rationalen  Function  von  z^  wird,  etwa 

'«  +  8^z\        Po  +  P2^»  +  -P4^*  H 


Öe  +  02^'  +  Ö4^*  H ' 

die  wir,  der  Allgemeinheit  wegen,  als  unecht  gebrochene  Function 
voraussetzen  wollen.  Diese  zerfällt  durch  Division  in  eine  ganze 
Function  Kq  ■\-  K^Z^  •\-  K^z^  ■\-  etc.,  und  in  eine  echt  gebrochene 
Function,  die  sich  wieder  in  Partialbrüche  von  der  Form 

L 

(1  4-  kz^Y 

zerlegen  lässt.    Da  ferner  durch  die  für  y  angewendete  Substitution 
dy *_  _  ^ dz 


wird,  80  folgt,  dass  das  Integral 

F(x) 


f 


dx 


Vz 

auf  drei  Gruppen  von  Integralen  zurückkommt;  die  erste  Gruppe 
enthält  Integrale  von  der  Form 

19 
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77====— 

V(l— ;?3)(1--X2;^2) 

worin  m  eine  gerade  Zahl  bedeutet;  die  zweite  Gruppe  ist  aus  Inte- 
gralen von  der  Form 

16)  f ,,  '" 

J    (l+A^2)'»V(l~^2)(l_x2^2) 

zusammengesetzt;  in  der  letzten  Gruppe  kommen  nur  solche  Inte- 
grale vor,  die  sich  durch  Potenzen,  Logarithmen  und  Kreisbögen 
ausdrücken  lassen. 

Wir  haben  uns  nun  noch  mit  der  weiteren  Reduction  der  In- 
tegrale 15)  und  16)  zu  beschäftigen.  Gewöhnlich  ertheilt  man  den- 
selben durch  Substitution  von  g  —  sin  (p  und  durch  Einführung  des 
abkürzenden  Zeichens 


z/(9?)  =  Vi  —  TC^sin^ff 
eine  einfachere  trigonometrische  Form ;  es  sei  daher 
i,T\       TT  rsin'^q)  ^  _  r  d(p 


^((P)  u/  (1  +  A  sin^  9?)«  z/  (q>) 

C.    Durch  DiflFerentiation  erhält  man 

d  [sin'^  ~^<pcos<p  ^  (q))] 

=[(»» — S)stn^-^(p  cos^  (p — stfi^''^q>]  ^(q>)  dq) j-r-— -ä(p 

mithin  ist  umgekehrt  durch  Integration 
18)  8in^''^q)C0S(p  d{€p) 

=  (m-^3)ü^_4  ~  (m-2)(l  +x2)ü'^^3  +  (m— l)x2[7„,. 

Diese  Reductionsformel  zeigt,  wie  Um  aus  Um— a  nnd  üi»— .4  herge- 
leitet werden  kann;  für  m  =  4,  6,  8,  etc.  liefert  sie  der  Reihe  nach 
üi,  t^ß,  CTg,  etc.  ausgedrückt  durch 

"' = /^  »^ ". = /^- 

Wegen 


sin^q)  ^  j      1  1 


ist  noch 
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die  Entwickelung  von  Um  füHrt  daher  auf  die  beiden  Integrale 

deren  letztes  bei  der  Bectificatiou  der  Ellipse  vorkommt. 

D.    Bezeichnet  man  V(l  —  a^)  (1  —  x^g^  kurz  mit  B,  so  erhält 
man  durch  DiflFerentiation  eine  Gleichung  von  der  Form 

f  zB         \  Cs^erö  4-  ^2^*  +  Ci^^  +  Cq  dz 

Cv 


Xl+A;^2)«-lj  (l+Xz^y  B' 

worin  die  Coefficienten  Cq,  Ci,  Cj,  (?3  von  x,  A  und  n  abhängen.   Die- 
sem Ergebnisse  kann  man  leicht  die  folgende  Gestalt  verleihen 

zB 


i 


(i  +  kz^y-^l 

(1  +  Axf«)«  JB 

.   rf;ef  dz  dz 


und  zwar  sind  hier  die  Werthe  der  mit  y  bezeichneten  neuen  Coef- 
ficienten : 

y,  =  -  (2«-5)-j5-,       y,=(2»  — 4)(^-^—  +  3-p-j, 
y,  =_(2«_3)(l  +2i4^  +  3-g-), 

yo=(2«-2)(l  +  -^H-^)- 

Durch  Integration   der  vorhergehenden  Gleichung  und  Substitution 
von  z  =  sin<p  gelangt  man  zu  der  Reductionsformel 

■ 

-  .  sinq)cosq)  ^((f) 

'^  (1  +Asm29)«-» 

=  ya  F„-.3  +  y»  F»-2  +  yi  F„_i  +-  yo  F«, 
welche  für  jedes  n  gilt.     Nimmt  man  der  Reihe  nach  n  =  2,  3,  4, 
etCi,   Bo  erhält  man    F2,  Fa,  F4,  etc»  ausgedrückt   durch   die  drei 
Integral« 
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ri±j^^n^.^    rr      r  dtp 

die  beiden  ersten  gehören  zu  der  schon  vorhin  betrachteten  Form, 
dagegen  bildet  das  letzte  Integral  ein  neues  Element. 

Das  Gesammtresultat   der    ganzen  Untersuchung  besteht   nun 
darin,  dass  die  Beduction  des  allgemeinen  elliptischen  Integrales 

F(x)  dx 


A 


VÄq   4-    AiX   4-   ^.2052   4.   ^3aj8   ^   ji^x^' 

theils  auf  Potenzen,  Logarithmen  und  Kreisbögen,  theils  ^uf  drei 
specielle  elliptische  Integrale  führt,  welche  entweder  in  der  algebrai- 
schen Form 

J    y(l  _  ^2)  (1  _  x2«2)  J         ^ 


f: 


dz 


(1  +  lz^)y(l  —  Z^){1  —  X2^2) 

oder  in  der  trigonometrischen  Form 


^((p)'         J      ^^'  ^'         «/  (1  +  ksin^(p)^(q>) 
dargestellt  werden  können.     Falls  die  letzteren  Integrale  zwischen 
den  Grenzen   ^  =  0  und  q>  =z  q)  genommen  sind,  pflegt   man  sie 
elliptische  Integrale  erster,  zweiter  und  dritter  Gattung 
zu  nennen  und  folgendermaassen  zu  bezeichnen: 

0  ^^^  0 


=/, 


77o(x,A,<]p)-    '  '^'' 


(1  +  Ksin^(p)^{<p)' 

die  obere  Grenze  q)  heisst  die  Amplitude,  «  der  Modulus,  A  der 
Parameter  des  betreflFenden* Integrales*). 


*)  Die  obige  Reduction  des  allgemeinen  elliptischen  Integrales  ist  von 
Legendre  in  den  fünf  ersten  Capiteln  seines  Traite  des  fonctions  elliptiques, 
Paris  1825,  angegeben  worden;  sie  empfiehlt  sich  durch  einfachen  und  natür- 
lichen Gedankengang.  Elegante  Modificationen  der  Legen dre'schen  Me- 
thode verdankt  man  Richelot  in  Cr  eile's  Journal,  Bd.  34^  S.  1,  uod 
Weierstrass  in  Abschn.  13  des  Schellbach'schen  Werkes:  Die  Lehre  von 
den  elliptischen  Integralen  und  den  Thetafunctionen,  Berlin  1864.    Die  allge- 
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Mitteißt  der  Formeln  18)  und  19)  überzeugt  man  sich  leicht 
'von  der  Richtigkeit  der  nachstehenden  Gleichungen,  welche  wir  ihres 
öfteren  Gebrauchs  wegen  zusammenstellen  und  in  denen  statt  ^((p), 
Fix,  (p),  E{x,  <p)  kürzer  J ,  F,  E  gesetzt  worden  ist. 

sm^op  ,  F  —  E 

■^d<p  = 


0 

/cos^w  , 

0 
0 

rsec'^q)         _  z/  .  tancp  -\-  (i  —x^)JP  —  E 
J     J     ^^  ~  1  —  X«  ' 

0 

/l      ,  1        /_       ii^sinq)cosw\ 


V?       ' 

E 

-(1- 

■x*)F 

X» 

^ 

.  tan<f> 

—  i: 

0 


/sin^ y        1        /E  —  (1  — x^).F  __  smycosyX 


0 

cos*g?  •     F  •—'  E       8in(p  costp 

ö 


Hieran  knüpfen  sich  noch  ein  paar  bemerkenswerthe  Folgerungen. 
Differenzirt  man  nämlich  das  mit  i57(x,  g?)  bezeichnete  Integral  par- 
tiell in  Beziehung  auf  x,  so  erhält  man 

% 
dE  rsini^w  , 

0 

d.  i.  nach  der  ewten  Formel 

dE         E  --  F 
dx  X 


meine  Theorie  der  Transformation,  deren  Auseinandersetzung  hier  zu  weit 
fahren  würde,  ist  eine  Schöpfung  Jacobi's;  siehe  dessen  Fui^damenta  nova 
theoriae  functionum  ellipticarnm,  Regiomonti,  1829.  Hinsichtlich  der  Bezeich- 
oukg  ist  za  erwähnen,  dass  Jacobi  anter  11  ein  etwas  anderes  Integral  ver- 
geht als  Leg  andre;  es  schien  daher  zweckmässig,  das  Legendre'sche  In- 
^'Kral  dritter  Gattung  mittelst  eines  Index  von  dem  später  vorkommenden 
J  a 00 bi 'sehen  Integral  zu  unterscheiden. 
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Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich  durch  DiflFerentiation  von  F(x,  (p) 

S? 

0 

d.  i.  nach  der  vorletzten  Formel 

dF  _       1        /E  —  (l  —7i^)F       xsinq>cosq>\ 
'dx  ~  1  —  x2  V  X  ^        / 


n.    Die  Landen 'sehe  Substitution  für  Integrale 

erster  Art. 

Wenn  man  in  dem  elliptischen  Integrale  erster  Gattung 

z 


F(p,  r)  =    f.        ^' 


statt  r   eine   neue  Variabele   co  einführt,  welche   mit  r  durch  die 
Gleichung 

sin  2  CO  ,       .                   sin  20} 

T  =  ardan  — : -—  oder  tan  r  = 


p  -\-  cos2g}  p  -^  cos 2(0 

verbunden  ist,  so  erhält  man  der  Reihe  nach 

^  o  ^   +  Pcos2o 

dz  ==  2    .  do, 

Vi  +  2pcos2co  +  p2 

^r^ o   .  9  1  +  pcos2w 

Vi  -(-  2pcos2c}  4-  p'^ 
mithin  durch  Division  und  wegen  cos2(0  =  1  —  2sin^(ji) 

dt  2  d(0 


Vi  —  p'^'sinH        1  +  P  1  /     _ 


stn^o 


(i+py 

Der  unteren  Grenze  r  =  0  entspricht  ö  =  0;    ferner   wachsen 
und  CO  gleichzeitig,   und  wenn   daher  r  eine  obere  Grenze  erreicll 
hat,  die  hier  kurz  mit  r  bezeichnet  wurde,  so  hat  £0  den  durch  q 
Gleichung 

sin  2  CO 
20)         tanz  = ; —  oder    sin(2(X} —z)  =z  psinz 

P  +   C0S2(O  ^  /  Jr 

bestimi<ten  Werth   angenommen.      Aus   der    vorhergehenden  Gl| 
chuug  folgt  jetzt 


i 
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/dx  2         r dfo 


(1  +py 


d.  i.  wenn  zur  Abkürzung 

on  ^Vp  ..i,-  1  -Vi  —  a' 

-1)  ; — r^  =  ^»       mithin  p  = 


l+P       ^'  "^        1+V1"3-^ 

gesetzt  wird, 

22)  li'(p,,;)  =  __2_j'(g,«), 

uud  hierin  liegt  die  Reduction  eines  elliptischen  Integrales  auf  ein 
zweites  von  anderem  Modulus  und  anderer  Amplitude. 

In  Beziehung  auf  die  Grössenverhältnisse  zwischen  p  und  q  so- 
wie zwischen  t  und  co  verdient  Folgendes  bemerkt  zu  werden. 
Wegen  i?  <  1  ist  (1  +  py  <  4  und 

.,    ,^  ..  >P  >  P*^^  d.  i.  32  >  p2  oder  g  >  p. 

Aus  Nro.  20)  ergiebt  sich  ferner 

8in(2a)  —  r)  <;  smr,  also   2«  —  t  <;  r   oder  cd  <;  r. 

Die  Gleichung  22)  zeigt  demnach,  wie  ein  elliptisches  Integral  auf 
ein  anderes  von  grösserem  Modulus  und  von  kleinerer  Ampli- 
tude zurückgeführt  werden  kann.  Ertheilt  man  der  Gleichung  22) 
die  umgekehrte  Form 

23)  F(q,co)  =  l^Fip,t), 

indem  man  q  und  (o  als  gegeben,  p  und  r  als  hieraus  abgeleitet  an- 
sieht, so  sagt  die  Gleichung  23),  dass  sich  jedes  elliptische  Integral 
auf  ein  anderes  von  kleinerem  Modulus  und  von  grösserer 
Amplitude  reduciren  lässt. 

Die  beiden  hiermit  gewonnepen  Theoreme  liefern  zwei  bemer- 
kenswerthe  Methoden  zur  numerischen  Berechnung  des  Werthes  von 
^(^i  ^) ',  sie  bestehen  einfach  darin ,  dass  man  entweder  den  einen 
oder  den  anderen  Satz  mehrmals  nacheinander  auf  das  gegebene  In- 
tegral anwendet. 

Im  ersten  Falle  berechnet  man  eine  Reihe  wachsender  Moduli 
^h  ^2,  etc.  und  zugleich  eine  Reihe  abnehmender  Amplituden  91, 
92,  etc.  mittelst  der  Formeln 

_    2Vk  _    2Vh 

*i  —  ■; — ; — 7 )        *2  = 


1  +  fc '  '        1  +  Ä, 


•        •        • 
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sin(2q)i  —  g?)  =  Jcsincp,        sin(2(p2  —  q>i)  =  Äj  sin(pi, . . . 
und  hat  dann  die  entsprechenden  Grleichungen 

Aus  diesen  zusammen  folgt,  wenn  bis  hn  und  (fn  gegangen  wird, 
oder  kürzer 


Zufolge  des  Umstandes,  dass  die  Moduli  fortwährend  wachsen,  ohne 
die  Einheit  zu  überschreiten ,  muss  fc«  bei  unendlich  wachsenden  n 
gegen  eine  bestimmte  Grenze  ^  1  convergiren.  Sie  bestimmt  sich 
leicht  aus  der  Relation 

welche  giebt 

1  —  K  +  i  _1  -  Yk  1 

l  -K  1  +  Vä,  "  1  +  *«' 

und  wonach  auf  alle  Fälle 

ist.  Zufolge  eines  bekannten  Satzes  (Theil  L,  Seite  208)  ist  nun 
Lim(l  —  Jcn)  =  0  oder  Limkn  =  1.  Weil  ferner  die  Amplituden 
unausgesetzt  abnehmen,  ohne  negativ  zu  werden,  so  muss  lAmtfn 
eine  bestimmte  endliche  Grösse  O  sein,  welche  sich  aus  der  obigen 
Rechnung  von  selbst  ergiebt.     Nach  diesen  Bemerkungen  ist 

LimF(kn.  ipn)  =    ^-74=^=2==  =  Han{\n  +  ^O) 

J    Vi  —  s?n'qp 
0  ^ 

und  hierdurch  verwandelt  sich  die  vorige  Formel  für  F(k,  q))  in  die 
folgende 

Dieselbe  gewähi-t  namentlich  bei  grossen  k  eine  bequeme  Rechnung, 
weil  dann  schon  ^3,  k^  der  Grenze  1  ausserordentlich  nahe  kommen. 
So  ißt  z.  B.  für  Ä  =  If 
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k  =  0,96;     hl  =  0,999  7917;     Jc^  =  0,999  9999; 

mithin  auf  sieben  Decimalen  Jc^  =  l.     Nimmt  man  ferner  q)  =  \7t, 
so  erhält  man 

(f    ==  600  0'  0" ; 

2  9?,  —  9  =  560  14'  28"  30  ,         <pi  =  58»  7'  U"  15 ; 

29)2  —  9>i=  580    6' 50",  (pi  =  580  6' 39"  57; 

wegen  Äj  =  ^3  •  •  •  =  1   bricht  hier   die  Rechnung  von  selbst  ab 
und  giebt 

92  =  ^  =  580  6' 39"  57. 
Es  ist  folglich  

P(H,|«)  =  Ha» 740 3' 19" 79  .  V^^^l^  =  1'278522. 

Will  man  dagegen  F(k^  (p)  durch  successive  Verkleinerung  des 

Modulus  und  Vergrösserung  der  Amplitude  berechnen,  so  benutzt  man 

die  Formel  23),  worin  p  aus  der  zweiten  Gleichung  in  Nro.  21),  und 

t  aus  der  Gleichung  20)  zu  bestimmen  ist.    Die  letztere  nimmt  eine 

für  die  Praxis  bequemere  Form  an,  wenn  in  der  Gleichung 

,  .         tanr  —  tano 

tan(t  —  o)  = 

1  +  tanrtan<o 

rechter  Hand   für  tanr  sein  Werth  gesetzt  und  Alles  durch  sinco 
UDd  C08GI  ausgedrückt  wird;  es  ergiebt  sich  nämlich 

tonfr  — o)  =  - — T-^t<m(o  =  Vi  —  a^tanto. 


(r  — o)  =  - — T-^tanco  =  Vi  —  q 
l  +  p 


Berechnet  man  nun  der  Reihe  nach  die  Grössen  Äi,  A^»  etc.  und  q)i 
9^2  >  etc.  nach  den  Formeln 

_  1  --  Vi  —  feg  _  1  -,  Vi  —  A?!^ 

"^  -  1+vi-Ä«'    ^  ~  i+vi-^r  •  •  • 

tan((pi  — ^)  =  Vi  —k^tanff,  tan (^2  —  9i)  =  Vi  —k}  tcmtpi, . . . 
80  hat  inan  als  entsprechende  Gleichungen 

ttnd  es  ist  folglich,  wenn  bis  k„  und  q)n  gegangen  wird, 

F(Ä,  9)  =  (1  +  Äx)(l  +  Ä^)  .  .  .  (1  +  ft„)Z(^L^. 

Der  Grenzwerth,  gegen  welchen  Ä«  durch  Abnahme  convergirt,  findet 
»ich  durch  die  Bemerkung,  dass 

K  +  i  _     1  -  vT—  &„»     _  Xi, 
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mithin  auf  alle  Fälle 

fCfi 

ist;  dies  giebt  lAmkn  =  0.     Hieraus  folgt  weiter 

^"  J  2« Vi  —  k^sin^q) 

9>n 


7     2«  2«  ' 

0 


dieser  Grenzwerth,  welcher  sich  bei  der  Berechnung  der  wachsenden 
Amplituden  von  selbst  ergeben  muss,  heisse  O.  Nach  den  gemad' 
ten  Bemerkungen  hat  man  nun 

Aus  der  Gleichung  tan((pnj^i  —  (fn)  =  Vi  —  k^  tanifa  geht  übri' 
gens  hervor,  dass  bei  klein  gewordenen  kn  nahezu  (fn-^i  —  ^%=% 
also  jede  folgende  Amplitude  beiläufig  das  Doppelte  ihrer  Vorgän- 
gerin sein  muss.  Genau  findet  diese  Beziehung  im  Falle  (p  =\i 
statt;  es  ist  dann  q>i  =  jt,  9)2  =  2jr,  9)3  =  4^>  •  •  •  mithin 

2»  2 

und 

F(fc,  1«)  =  I«  .  (1  +Äi)(i  +  h)ii+h) 

Der  Vergleich  mit  der  vorigen  Formel  giebt 

F(k,l7t):F(k,(p)  =  '^üt:  O, 

und  hieraus  erhellt  die  analytische  Bedeutung  von  0, 

Besonders  elegant  gestaltet  sich  diese  Berechnungsmethode,  wen 
man  sie  auf  das  Integral 

^/   Va^cos^q)  +  h^8in^(p        a     \        a  / 

anwendet,  welches  kurz  /(a,  t,  (p)  heissen  möge.     Hier  ist 

Va2  ~  52         ,  a  —  5  ,    ,    ,  2a 

k  = z .        A?!  =    .    ,    r^,        l  +  kl  =: 


tan(g)i  —  9?)  =  —  tan  9? , 


mithin  bei  einmaliger  Transformation 
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/(«,  &,  9) 


I 


dwi 


+  */  AÄ       /«  -  bV  . 


V'-(^y-- 


~  V  1/i 


/  Vi  (a  4-  ö)^  cos^ 9>i   +  (Va5)2  si»» tpi ' 
od  wenn  zur  Abkürzung 

ai  =i(a  +  6),        öl  =  Wfe 
esetzt  wird,  so  gilt  die  einfache  Relation 

m  dieselbe  mehrmals  nach  einander  anzuwenden,  berechnet  man 
jr  Reihe  nach  folgende  Grössen 


Ol  (Zj 

tan(<ps-ip,)  =  ^tmq),,... 
nd  erhält,  bis  an,  hn,  (pn  gehend, 


(0, 6, 9))  =  — /(an,  5„,  9?n)  =   f—rr=r=T=^  .    . , 

ich  dem  Früheren  ist  Limkn  =  0,  d.  h.  im  vorliegenden  Falle 

Lim\/l  —  (—Y=  0  mithin  Lmi^  =  1: 
»^  \a«/  «n 

e  Grössen  a„  und  b„  convergiren  also  gegen  eine  gemeinschaftliche 

fenze,  welche  das  arithmetisch-geometrische  Mittel  aus  a 

id  h  genannt  wird.     Bezeichnet  man  dasselbe  mit  c,  so  ist  bei  uu- 

^ich  wachsenden  n 

^  J    2^c         c  2" 

Mi  nach  dem  Vorigen 

/(a,  6,  9)  =  — -, 
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wo  0  wiederum  den  Grenzwerth  des  Quotienten   q)n  :  2"  bedeutet. 
Im  speciellen  Falle  g?  =  Ijr  wird  4^  =  |3r  mithin 


f(a,  h,  \x)  = 


\n 


c 
Als  Beispiel  diene  die  Berechnung  des  Integrales 


A 


dq) 


0  ^ 

welches  für  die  auseinandergesetzte  Methode  insofern  ungünstig  ist 
als  a  und  h  hedeutend  diflferiren.     Man  hat 

a  =  25,0000000,  h  =  7,0000000; 
ai  =  16,0000000,  hx  —  13,2287566; 
«2  =  14,6143783,  5-2  =  14,5485431; 
Oz  =  14,5814607,  63  =  14,5814235; 
a^  =  14,5814421  =  64  =  14,5814421  =  c; 

(p    =  600  O'O", 
q)^  —  (p    =    25052'19"87,    qpi  =  85052'19"87, 
^2  —  9?i  =  Ö50  0'41"23,    92  =  170*53'  1"  10, 
9?3  —  ^2  =  1700  55' 26"  47,    93  =  3410  48' 27"  57,   ^ 
^4  —  g)3  =  3410  48' 27"  72,    g,^  =  6830  36' 55"  29,   , 

\(pi  =  420  56'  9"  93,  1 

I92  =  420  43'15"27,  ' 

lg?3  =420  43' 33"  45,  | 

^94  =  420  43' 33"  46, 

0  =  arc420  43'33"456  =  0,7457087, 

>.,  .  «  1  V    0,7457087    ^^^,,.^^ 
/(25,  7, 1^)  =  ;^^^Q^^^  =  0,0511409. 

Das  nach  der  ersten  Methode  gerechnete  Beispiel  liefert  hierzu 
Probe;  es  ist  nämlich 

/(25,  7,  isr)  =  ^F(i|,  l«)  =  0,04  .  1,278522  =  0,05114088. 
Bei  denselben  Werthen  von  a  und  h  erhält  man  für  <p  z=z  ^n 

f(25  7  1«)-!^=    ^'^^Q^^^^    -  0 1077257 
/(25,  7,  ,«j  —    ^    —   14^5814421   "  «.lO^ZÖT, 

woraus  sich  durch  Multiplication  mit  25  der  Werth  von  F(^,|l 
=  2,6931425  herleiten  lässt. 


J 
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m.    Die  Landen'sclie  Substitution  für  Integrale 

zweiter  Art. 

Die  im  vorigen  Abschnitte  erwähnte  Substitution 

sin2(0 

tcmt  =  — ; — , 

p  +  cos  2» 

aus  welcher  die  nachstehenden  drei  Gleichungen  folgen : 

p  +  cos2g) 

COST  =  , 

VI  -f  2pcos2(0  +  jp2 

VI   —  p^sm^r  r=     .  , 

Vi  +  2pco82(0  +  p^ 

2(1 -\-pcos2(o) 

dt  = ^ — -^ den, 

1  +  2pcos2c3  +  jp2 

lässt  sich  auch  auf  elliptische  Integrale  zweiter  Art  anwenden  und 
führt  dann  zu  gleichfalls  bemerkenswerthen  Resultaten. 

Benutzt  man  nämlich  die  angegebene  Substitution   zur  Trans- 
formation der  rechten  Seite  folgender  Gleichung 

t 

■^(P»  ^)  +  psinr  =    /  (Vi  —p^sin^T  +  pcosr)dt, 

0 

so  erhält  man 

öl  ,  # 

7-1/       \    I         .  ^    r         1  -\-  pcos2(D 

^(P»^)  4-  pstnr  =  2  /     .  =dc3, 

J  Vi  +  2pcos2o  +  i)2 


2  rl  +1>(1— 2sm2ß)) 


^       2  rl  +!>(! 

1  +  pj   vr= 


C?G), 


0  * 


Wobei  wie  früher 

gesetzt  worden  ist.      Für    die  rechte  Seite    der  vorigen  Gleichung 
kann  man  schreiben 

/[(l  +p)Vl  -  3«s»»«ß)  +  (1  -i>>,/,       \   .  ,    ]äe> 
J  l  Vi  —  3«stn*a»J 

=  (1  +p)Eiq,  0))  +  (1  -p)F(q,  a), 
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und  damit  gelangt  man  zu  der  Formel 

24)  E(p,  t)  +  psint  =  (1  +i?)  E(q,  cj)  +  (1  -p)Fiq,  o). 

Wegen  F(q,  (o)  =  §(1  +p)F(p,  r)  ist  ferner 

E(p,  t)  +  psint  =  (1  +p)E(q,  (o)  +  |(1  -p^)F{p,t) 
oder 

25)  J(l  —p^)F(p,t)  =  Eip,  r)  -  (1  +p)E(q,  o)  +  psint, 

und  hierin  liegt  der  Satz,  däss  jedes  elliptische  Integral  erster  Gat- 
tung durch  zwei  elliptische  Integrale  zweiter  Gattung  ausgedruckt 
werden  kann. 

Die  obigen  Formeln  gestatten  ganz  ähnliche  Anwendungen  wie 
die  früheren  einfachen  Relationen  22)  uud  23);  man  benutzt  sie  ent- 
weder, um  den  Modulus  eines  elliptischen  Integrales  zweiter  Art 
successiv  zu  vergrösserri  und  zugleich  die  Amplitude  zu  verkleinern, 
oder  um  den  Modulus  zu  verkleinern  und  die  Amplitude  zu  ve^ 
grössern. 

Wir  wollen  dieses  Verfahren  an  dem  allgemeineren  Integrale 


T 


^(P^  ^)   =     /   ,y  ät 

/    VI  —p^sinH 

zeigen,  welches  aus  elliptischen  Integralen  erster  und  zweiter  Art 
besteht,  falls  A  und  (i  irgendwelche  Constanten  bedeuten.  Transfor- 
mirt  man  nämlich  die  identische  Gleichung 

0-iPi  ^)  —  ^sinr 
V 

TA  psin^z  —  coszVl  —  p^sin^T\  da> 

"  /  \         ^  P  /  Vi  -.  p^sinU 

mittelst  der  vorhin  erwähnten  Substitution  und  berücksichtigt  hier- 
bei die  Relation 

psin^t  —  cosrVl  —  p^sin^r  =  —  cos2a  =  2m^a>  —  1, 
so  erhält  man 

^/       X        ^    .  2         r/,    ,      2sm2(ö— 1\  dw 

-P  1+PJ\  P         JVl^qhin^a 

Durch  Einfuhrung  der  Abkürzungen 

26)  A-^  =  Ai.        -^  =  ^1 

P  P 

wird  hieraus 
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Das  Integral  rechter  Hand  hat  wieder  die  Form  von  G  und  möge 
mit  6ri(g,  o)  bezeichnet  werden,  um  gleichzeitig  anzudeuten,  dass 
ii  und  [ii  an  die  Stellen  von  X  und  [i  getreten  sind.  Zufolge  der 
Gleichung 

1  +P 

iit  nun  das  Integral  G  auf  ein  anderes  derselben  Art  reducirt,  wel- 
ches einen  grösseren  Modulus  q  und  eine  kleinere  Amplitude  o  be- 
ntzi  Wendet  man  diese  Reduction  mehrmals  nach  einander  auf 
das  Integral 


27)  G(p,  r)  =  --4—  ffi(g,  d)  +  Ifiisinz 


G  =    I  ^/  ^    d(p 


0 

in,  so  erhält  man  die  folgende  Reihe  der  Gleichungen 

1  +  k 


G  =  ,    ,    ,^  Gl  +  >i smg?, 


2 
Gl  =  ___Ö2  -I-  Iftjsin^i, 

ad  hierin  wird  man  so  weit  gehen,  bis  mit  hinreichender  Genauig- 
keit Ä;.  =  1  gesetzt  werden  darf.     Der  Werth  von  Gn  ist  dann 

J  cosw  ^ 

ad  hieraus  lassen  sich  rückwärts  mittelst  der  obigen  Formeln  6rn--i» 
'■-2,  ...  öl ,  Gf-  herleiten.  Die  zur  Ausführung  dieses  Gedankens 
rforderlichen  kleinen  Rechnungen  übergehen  wir,  weil  die  gleich 
tt  erwähnende  zweite  Methode  bequemere  Fornieln  liefert. 

Aus  den  Gleichungen  26)  und  27)  folgt  umgekehrt 
Gi(a,  o)  =      ^^  |ö(i?,r)  -.  Iftismrj, 

l^  =  lihP,        A  =  Ai  +  ifii. 
lenkt  nu&n  sich  Ai  und  ft^  gegeben,  etwa  A^  =  a,  fti  =  /3,  und 
araos  A  =  «j,  ^  =i  ßi  hergeleitet,  schreibt  man  femer  G  für  die 

ächlOmiloh,  Analyais.  n.  20 
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nunmeht  primitive  Function  6ri  und  ersetzt  demnach  die  abgeleitet« 
Function  G  durch, 6ri,  so  hat  man 

«1  =  «  +  Iß,    ßi  =lßPi 
und  damit  ist  das  Integral  G  auf  ein   anderes    Gri   zurückgeführt, 
welches    einen  kleineren  Modulus  p  und  eine  grössere  Amplitude  t 
besitzt.     Diese  Relation  gestattet  eine  mehrmalige  Anwendung,  in- 
dem man  aus  der  Gleichung 


J   VI  —  k^sin'^w 

0  0 


die  folgenden  Gleichungen  herleitet 


in  denen  ki,  Ä2,  .  .  .  die  abnehmenden  Moduli,  (pi,  9>2»  •  •  •  <J« 
wachsenden  Amplituden  und  cci,  a^,  ,  .  ,,  j^i ,  jSq  ,  .  .  .  Grössen  \y^ 
zeichnen,  welche  durch  die  Formeln 

«1  =  a  +  1/3;  /3j  =  1/3^1, 

«2  =  «1+  Ißu         ß2  =  iAÄ;2, 


bestimmt  werden.  Denkt  man  sich  die  vorigen  Gleichungen  bis  Gt 
fortgesetzt,  so  lässt  sich  G  durch  Cr«  ausdrücken,  und  zwar  ge- 
schieht dies  am  einfachsten,  wenn  man  jene  Gleichungen  mit  den 
entsprechenden  Factoren 

1  +  h        1  +  h      1  +  hj 
2       '  2*2'*' 

multiplicirt  und  die  Producte  addirt.     Dies  giebt 

2*2         *        2         *  *  2        ^" 


'{ 


ßsinfpi  H — /3j  SfTO9,  +  •  •  • 


.... 


und  darin  ist 
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J  Vi  -  hisin^q> 

Q  /i  ^1  ^2  «3    .  .   .  Ä« 

^»  =  ^ — 2;r— 

Wird  nun  w  so  gross  genommen,  dass  A;„  mit  hinreichender  Genauig- 
keit für  Null  gelten  darf,  so  ist  um  so  mehr  /J„  =  0 ,  mithin 

0 

1  +h    1  +  h    1  +  h        i  +  K^ 
■  •  ———^  •  — — —  •  •  •  _^____^  #j. 

2  2  2  2  " 

.  =  «.(1+^0(1  +h)(i+h) . . .  (1  +Ä„)|r» 

folglich  ist  genau  für  w  =  oo,  wenn  wie  früher  Lim-^  mit  4>.be- 
teicfanet  und  Lima„  ^  A  gesetzt  wird, 

6=.l«(l+Ä,)(l+ft,)(l+A3) 

1^/1  +fei-.-„„     .    (l+fei)(l+Ä^)     fc,    . 

"~  iP    7% ^*^  9^1     I 770 '  "TT  ^* 


Zur  Abkürzung  der  für  G  gefundenen  Formel  bemerken  wir  erstens, 
dasß  ^(1  +  Äi)  (1  +  Ä^)  .  .  .  =  F{h,  <p)  ist,  und  dass  zweitens  aus 
den  Gleichungen 

2Vh     __  '2Yk2    _,,  2V^    _  ,^ 


die  nachstehenden  folgen 

1  -|-  ^1  =  — jT — »       1  4*  ^2  =  ~"T — »       1  4"  ^3  =  -~jr — »  .... 

Nach  allen  diesen  Bemerkungen  zusammen  ergiebt  sich  zur  Berech- 
nung von  Q-  folgende  Vorschrifb:  man  berechne  zunächst  die  abneh- 
menden Moduli  und  die  wachsenden  Amplituden  mittelst  der  For- 
meln 

20* 
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1  — Vi  —  Ä!»  _  1  —  Vi  —  fti» 

t(m((pi  —  qp)  =  yi  —  Ä^fawg?,  tan((p2  —  9>i)  =  Vl  — ÄJj^tong)!,... 
so  ist  schliesslich 

28)  K^ßsin^<P 

J  Vi  —  Ä;2sin^9 

=  F(ä:,  9)  j«  +  ||8.(1  +  |Äx  +  jÄJiÄ,  +  lÄiA^Äj»  +  :..)) 

—  y  UV^iSmyi  +  \  VAji ä;2  sin (p^  +  |  Vä?i h h  sin qpa  +  •  •  •  • 

Für  «  =  1  „  j3  =  —  Ä^  erhält  man  sofort  eine  Formel  zur  Berech- 
nung von  E(Jc,  9?),  nämlich 

29)  ^(ä;,  g>)  =  F(k,  q>)  (l  -\k^{\  +  |fr,  +  \hM  +  ...)) 

+  ^I^VÄism^)!  +  \  Vki  h2  sin  (p^  + }• 

Im  speciellen  Falle  (p  =  ^n  wird  ^i  =  jr,  (p^  =  27r,  q)^  =  in 
etc.,  mithin  einfacher 

30)  £(fc,i«)  -  F(Ä,ijr)[l  -ifc'O  +5*1  +ifcifc«  +  •  •  •))• 
Nach  diesen  Vorschriften  lässt  sich  auch  das  Integral 

/  1/ /Va'  —  b*      \ 

/  yci^cos^q)  -|-  b^sin^(p^g)  =  aEi- ,q>\ 

0 

berechnen,  wobei  das  arithmetisch  -  geometrische  Mittel  zwischen  a 
und  b  wieder  benutzt  werden  kann.  Es  sind  dann  folgende  Grössen 
zu  bestimmen 


ö^i=K«  +  ^)»         bi  =  Vah,  ki  = 


Ol 


a,,=  l(ar  +  bO,      b«  =  VM^,        k,  ='^ ^\ 


tan{q}i  —tp)  =  —tantpy      tan(q)2  —  9i)  =  —tan(pi, 


und  wenn  Lintün  =  Limhn  =  c,  IAm{(pn  :  2*)  =  <P  gesetzt  wird, 
so  ergiebt  sich 
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31)  iVa^cos^g)  +  h^sin^(pd(p 


0 
0 


+  y 2 (a  —  V) tti  \lVki sin (fi  +  \Vkik2Sinq)2  +••••} 


und  specieller  für  q)  =  i  ä 


\n 


^cos^q)  +  h^$in^q)dq) 


32)         y"v^ 

0 

=  ^[a2  —  (a  —  b)ai(l-\-lki  +  ^ÄiÄ;^  +  lkih2h  +  •••[• 

Beispielweise  sei,  wie  im  vorigen  Abschnitte,  a  =  25,  6  =  7;   aus 
den  dort  berechneten  Werthen  von  «i ,  bj ,  a2 ,  ft^  etc.  erhält  man 

k\  —  0,5625000,  \ki          =  0,2812500, 

ÄJa  =  0,0948122,  \k1k2       =  0,0133330, 

fca  =  0,0022575,  Ihkik^  =  0,0000151, 

ki  =  0,0000013 ,  ^ki.,ki  =  0,0000000 , 

iVh  sinffi  =  +  0,3740272, 

\Vkik2      sintpi  =  +  0,0091474, 

iVihhh  8in(ps  =  —  0,0004282, 

^  Vki . .  k^  sin  g)4  =  —  0,0000005 , 


fV: 


2b^cos^q)  +  7^sin^(p  dtp  =  22,081387, 

I  l/25^cos2  9?  +  7'^sin'^(p  d(p  —.  27,163662. 
0 

Dieses  Beispiel  zeigt,  dass,  selbst  bei  ungünstigen  Verhältnissen  zwi* 
sehen  a  und  5,  die  Rectification  eines  EUipsenbogens  weit  leichter 
nach  der  vorigen  Methode  als  nach  den  Formeln  auf  Seite  383  des 
ersten  Theiles  ausgeführt  werden  kann.  Bei  den  angegebenen  Zahl- 
werthen  ist  nämlich  die  numerische  Excentricität  6  =  ||  wenig  von 
der  Einheit  verschieden,  und  in  Folge  davon  convergiren  die  nach 
Potenzen  von  s  fortschreitenden  Eeihen  so  langsam,  dass  man  we- 
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nigetens  50  Glieder  derselben  summiren  müsste,  um  6  richtige  Deci- 
malstellen  zu  erhalten. 

Auf  die  elliptischen  Integrale  dritter  Art  lässt  sich  die  Lan- 
de n' sehe  Substitution  zwar  gleichfalls  anwenden,  führt  aber  dabei 
zu  complicirten  und  praktisch  nicht  brauchbaren  Formeln.  Die  Ent- 
wickelung  derselben  k;önnen  wir  um  so  eher  übergehen,  als  sich 
später  zeigen  wird,  dass  die  Integrale  dritter  Art,  welche  Functionen 
dreier  Variabelen  darstellen,  auf  gewisse  Functionen  zweier  Varia- 
belen  zurückführbar  sind*). 


IV.   ReUienentwickelungen  für  die  Integrale  erster 

und  zweiter  Art. 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  der  Entwickelung  der  voll- 
ständigen Integrale  JP(/b,  gjr),  E(k,\jt)  und  bezeichnen  dieselben 
kurz  mit  K  und  E, 

a.    Entwickelt  man  in  der  Gleichung 


K 


den  Factor  von  d(p  mittelst   des  binomischen  Satzes  und  integrirt 
dann  die  einzelnen  Reihenglieder  unter  Anwendung  der  Formel 


fsi, 


.  „„      ,  1.3.5...  (2n— 1)     n: 

^     ^  2.4.6....  (2n)        2 


0 


so  erhält  man  augenblicklich 


*)  Die  Arbeiten  von  John  Landen,  nach  welchem  die  besprochene 
Substitution  genannt  wird,  stehen  in  den  Philosophical  Transäctions  von  den 
Jahren  1771  und  1775,  sowie  in  den  Mathematical  Memoirs  vom  JaKre  1780. 
Die  successive  Transformation  der  elliptischen  Integrale  zeigte  Lagrange  in 
den  Memoires  de  l'Academie  a  Tarin,  1784  und  1785,  Tome  II,  woran  sich 
die  weitere  Ausführung  von  Legendre  im  Traite  des  fonctions  elliptiqoes, 
Tome  ly  Chap*  XVII.  bid  XIX.  anschliesst.  Das  arithmetisch -g6ometrische 
Mittel  hat  Gauss  eingeführt  in  der  berühmten  Abhandlung:  Determinatio 
attractionis  etc.,  Commentat.  soci^t.  reg.  Gotting.  rec.  Vol.  IV,  1820.  Ueber 
die  geometrische  Bedeutung  der  Landen 'sehen  Substitution  vergl.  Jacobi, 
Extrait  d'une  lettre  a  M.  Hermite,  Cr  eile 's  Journal,  Bd.  32,  S.  176,  sowie 
Küpper,  Demonstration  g^ometrique  etc.,  Cr  eile 's  Joum.,  Bd.  65,  S.  89. 
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">-=fl'+(i)'-  +  G4)-+(^fl7l)-+-l- 


Zur  Ent Wickelung    von  -  E  kann   man   entweder  auf  analoge 
Weise  verfahren  oder  auch  die  auf  Seite  296  bewiesene  Kelation 
dF(k,  (p)  1       jEQc,  y)  ~-  (1  —  k^) FjJc,  y)        ksin(pcos(p 

"^  1  -  äjM 


die 


h 


^(Ä,  y) 


I 


benutzen,  welche  für  y  =  |jr  übergeht  in 


34) 


E={l^h^)(K-^h^\ 


dkj 


Aus  der  schon  bekannten  Keihe  für  K  folgt  dann 


35)  E=| 


l  \2/    1        \2  .  4/    3        \2.4.6y    5  J 


b.  Etwas  rascher  tjonvergirende  Reihen  erhält  man  dadurch, 
dass  man  erst  mittelst  der  Landen' sehen  Substitution  den  Modulus 
verkleinert  und  dann  die  Reihenentwickelung  vornimmt.     Nun  ist, 

wenn 

1  —  Vi  —  h' 


h  = 


i  4-  Vi  —  k^' 


tan((pi  — (p)  =  Vi  —  k^tanq) 


psetzt  wird, 


Fik,<p)  =  l-^F(h,>Pi) 


und  für  9  =  I« 

uithin,  wenn  F(ki ,  hn)  nach  Potenzen  von  ki  entwickelt  wird, 


86)     K  = 


«(1  +  h) 


(■ + (!)'*■  +  (^)"** 


+ 


Mit  E  kann  man  ähnlich  verfahren,  doch  ist  es  kürzer,  erst 
die  Gleichung  34)  so  zu  transformiren ,  dass  ki  an  die  Stelle  von  k 
bitt,  und  dann  die  Entwickelung  in  Nro.  36)  anzuwenden.  Man 
kat  nun 


E 


=  (l-k^)(^ 


K  +  k 


dK 


dk\ 


k 


2]/ kl 


dkl  '  dkJ'  1  4-  Ä;r 

ferner   durch    Substitution    des   Werthes  von   k   in    die  Gleichung 
fiirE 


E  = 


1  —  fei  /l  —  k 
1  +k 


i/'LziA^  .  2fe.^\. 
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hieraus  folgt  nach  Nro.  36) 

wobei  der  Coefficient  von  Ä*"  ist: 

.    „/l  .  3.  5  ...(2»-l)V 

(^"+^H    2.4.6....(2n);- 

1  —  Jk' 
Ersetzt  man   in  Nro.  37)   den  Factor   1  —  hx  durch        ,    ^  und 

multiplicirt  die  Reihe  mit  1  —  Ä{^,  so  wird 

-'-=iäf*öi'+a)'''+(ö)v+(^)v+..| 

Dies  giebt  zugleich  eine  Formel  für  die  Länge  des  Quadranten  einer 
aus  den  Halbachsen  a  und  h  construirten  Ellipse;  für 

^^  _  Vgg  —  &2  ,^    _  g  —  b 

a  a  -j-  0 

und  dui'ch  beiderseitige  Multiplication  mit  a  erhält  man  nämlicli 


i" 


/  Va^cos^ff  +  h^sin^q)d(p 

=f'^{>+(i)'(^y+(j^y(^)'+ -i 

Um  über  die  praktische  Brauchbarkeit  dieser  Reihen  ein  Ur 
theil  zu  gewinnen,  wollen  wir  wenigstens  bei  einer  derselben  uIlte^ 
suchen,  wie  viel  Glieder  zur  Erreichung  einer  vorgeschriebenen  Ge- 
nauigkeit berechnest  werden  müssen.  Bezeichnen  wir  die  n  erstea 
Grlieder  der  Reihe  in  Nro.  33)  mit  u^,  Ui,  W2»  •••  •  w«— 1  und  den 
Rest  mit  22„,  so  haben  wir 

K=  t^  +  Ui  +^*3  +••'+  W/i-i  +  Ä», 

f 

Bei  einigermaassen  bedeutenden  n  ist  nun  annäherungsweis  (Theii  L| 
Seite  237) 

/l  '.  3  .  5  .  .  .  (2n— 1)Y_  2 

\2  .  4  .  6 (2w)     /  ""  (2n  +  l)n' 

2n  +  1  2w  +  3 

?i ; — ;:  =  1 1         -^ i — :  =  1  >    u.  s.  w. 

2n  +  2  '  2w  .+  4 

also  nahezu 


*"  -  2  V   2.4...  (2«)   ;  *     r  +  V2n  +  2;  *   + 
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1.211  Mn 


2n  +  1'     '         '        '       '        (2n+l)(l— Ä;2) 
Soll  nun  die  Rechnnng  auf  8  Decimalen   genau  werden,   so  muss 

Ä«  <  -jTT^  sein,  folglich  n  der  Bedingung 

(2»+l)(l-fe») 

oder 

,  Zo<,(2n  +  1)  +  «  .  70^(1^  >  ö  +  log(^^^-^ 

genügen,  woraus  man  n  durch  Versuche  leicht  findet.  Hiernach  ist 
für  Ä  =  I  und  bei  einer  Genauigkeit  von  6  Decimalen  n  so  zu  wäh- 
len, dass 

log(2n  +  1)  +  n  .  0,19382  >  6,4437 
und  hierzu  gehört  mindestens  die  Gliederzahl  w  =^  25.     Aehnliche- 
Betrachtungen  gelten  für  die  übrigen  Reihen,  und  man  ersieht  dar- 
aus, dass  die  vorigen  Formeln  nur  bei  kleineu  h  praktischen  Werth 

besitzen. 

c.  Um  Reihenentwickelungen  zu  erhalten,  die  für  grosse,  d.  h. 
der  Einheit  nahe  kommende  h  eine  leichte  Berechnung  von  K  und 
E  gestatten,  schicken  wir  eine  Erörterung  über  gewisse  bestimmte 
Integrale  voraus. 

In  der  Gleichung 


w  =  ff±^ä. 


0 

kzeichne  W  den  noch  unbekannten  Werth  des  rechts  stehenden  In- 
tegrales; man  erhält  dann  durch  beiderseitige  Diflferentiation  in 
Beziehung  auf  /3,  welche  hier  aus  nahe  liegenden  Gründen  erlaubt 
ist, 


Od 


'dW        ..    r  x^dx  n 


dß       "''J 

0 

(l  +  a2a;»)(l  +  /J»a;»)~ 

mithin  umgekehrt 

* 

w  — 

n 
a 

■ 

H'^  +  ß)  +  Gonst. 

«(«  +  /S)' 


Die  Constante  bestimmt  sich  durch  die  Bemerkung,  dass  W  ver- 
schwindet, wenn  ß  =  0  wird;  es  ist  folglich  Const.  =  —  Icc  und 
vermöge  der  ursprünglichen  Bedeutung  von  W 
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0 

Durch  Substitution  von 


a  =    ,  ,       /3  =  1,       X  =  cotB 


folgt  weiter 


U 


.             f_lsindd6__       n     l(l  +  Vi  —  t») 
^^  7  1  _  s»s«„aö 2  ■        Vi  -  ««        ' 

worin  selbstverständlich  B  ein  echter  Bruch  sein  muss.  Schreibt  man 
statt  dieser  Gleichung  die  mit  ihr  identische 

dz 


1^    Isindde      ___  _  f^    f 1^ 

7  1  —  eUin^d  ~        2  7  l/TZI 


SO  kann  man  beide  Integrale  leicht  in  convergirende   Reihen   ent- 
wickeln, die  nach  Potenzen  von  6  fortschreiten.    Die  Vergleichung 
der  Coefficienten  von  a^"  giebt  dann 
1, 


0 


2  2.4.6...(2n)      J   l   +  z 


und  durch  Ausführung  der  auf  z  bezüglichen  Integration 


^n 

0 


40)  ,  I  sin^'^e  .Isinddd 

0 

71     1.3...(2w— 1)  L^        1     .     1  ,11 

r=r . ^ ll2 •••    H [• 

2  2.4...(2n)       1  1^2  ^   2n\ 

Die  Formel  39)  lässt  sich  ferner  wegen   der  identischen  Glei- 
chung 


+  vr^.  =  ;i/^+^ 


1  +  VI  —  8'^  =  B  v  -  '  ;/      ^^ 

V    1  —  Vi  —  £2 
folgendermaassen  darstellen 


y; 


0 

oder  auch 


i  sind  dp    _  ___  ^       ?f      _  7c_  ;  /  MiVLj::ii!\ 

1  •—  sHin^e  ~        2  *  yi  ^  £2        T      Vi  __  yi  —  £27 
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i^  1 

Jiß_ 2^    r    l  sine  dB      _  __     r_ 

riTTi  ^  TcJ  1  -^  e^sin'^6  ~       J  \ 


du 


]/l  _  £2   ^    TT  J     1    --   £2sm'^0  7     1    —   (1  —  f2)w^ 

Wir  setzen  hierin  €  =  ksinq)^  multipliciren  beiderseits  mit  dq)  und 
integriren  zwischen  den  Grenzen  ^  =  0  bis  ^  =  gÄ;  es  ist  dann 

j    J(ksmq))dq)  2     r      r      lsinddq)dd 

J  l/l  —  Ic^sin'^q)        ^J     J  ^  —  h^  sin^  <p  sin^  6 

dtp  du 


k^f    1 


(1  —  7c^sin^(p)u^ 

])&b  erste  Integral  linker  Hand  zerfällt  in 
j^  In 

n 


,    I  dcp  \      r      ^-8inq>d(p 

/  Vi  —  ¥^sin^(p       /  Vi  —  k^sin^tp 


\n 


J    Vi    -:    Ä!2ä41 


Vi  —  Jc^sin^q)' 

ias  nächste  Doppelintegral  wird  bei  umgekehrter   Anordnung  der 
Integrationen  zu 


\n  \ti 


^  J  J  cos^g)  +  (1  —  Ä' 


,    +  (1  —kHin^d)sin^(p 


IsinßdO 


Vi  —  k^sin^e' 

robei  die  Formel  9)  auf  Seite  409  des  ersten  Theils  angewendet 
forden  ist.  Im  letzten  Doppelintegral  giebt  die  umgekehrte  An- 
nlnung  der  Integrationen  (abgesehen  vom  Vorzeichen) 


1  sn 

J  ^^J  {\—u'')cos''(p  +  [1- 


+    [1  —  (1— Ä;2)w2]si^2^ 

2/  V(1-m2)[1- (1-^2)1*2]         2      V  '2/ 

^zeichnen  wir  zur  Abkürzung  Vi  —  k^  mit  k*  und  F{k\  \n)  mit 
*  t  BD  haben  wir  nach  allen  gemachten  Bemerkungen 
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Kik  +  r^±£££_  4.  r_^ 

/  Vi  —  Ä^stVg)       j/  Vi  — 


sinddO  n    , 


^      .  .         fcag^VÖ  2 


Die  beiden  hier  vorkommenden  Integrale  sind  gkich,  weil  auf  den 
Integrationsbuchstaben  nichts  ankommt;  es  folgt  daher 


1" 

ri  Sine  de    ^  _        _ 

J  Vi  —  Jfc'sm»« 
und  analog,  wenn  A^  fttr  A;  gesetzt  wird, 

^     Vi— Ä;'2sm3Ö  ^ 

Diese  Gleichung  ist  es,  welche  bei  grossen  h  also  kleinen  M  zur 
Berechnung  von  K  dienen  kann.     Schreibt  man  nämlich 


/ 


I- 


%         \k'J        n  J  V\Z: 


sinHdO 


^     Vi  — A^'a^m^ö' 
so  hat  man  erstens  nach  Nro.  33) 

|r  =  .  +  (i)V.  +  (H)V.  +  (i^)V.  +  ... 

ferner  kann  man  (1 — J^^sin^d)  *  mittelst  des  binomischen  Satzes 
entwickeln  und  die  einzelnen  Reihenglieder  nach  Formel  40)  inte- 
griren ;  als  Resultat  der  angedeuteten  Operationen  findet  sich 

^  \2  .  4.  6y'   l\Jc'J  3.4       5.6 

+ 

Hieraus  entspringt  folgende  Vorschrift.     Mittelst  der  Formeln 


«0 


=  l(^).     a,  =  «e-l, 


2 


•  •  •  »I 


«*  =  '^-3-l'     "«  =  "*- 576-    «»  =  "«-7-8 
berechne  man  successiv  die  Grössen  «o,  «2»  ^4  etc.,  welche,  beiJäui 

gesagt,  gegen  die  Grenze  M  "77  )  convergiren ;  nachher  hat  man 


Die  elliptischen  Integrale.  317 

43)      K=a,  +  (j)'«,*'»  +  (ItI)*«^*'*  + 

Um  die  entsprechende  Formel  für  E  zu  erhalten,  transformiren 
wir  erst  die  Gleichung  34)  so,  dass  Isf  an  die  Stelle  von  k  tritt. 
Nun  ist 

nnd  daraus  wird,  wenn  für  Je  sein  Werth  Vi  —  Ä/^  gesetzt  wird, 
Auf  die  Gleichung  42)  angewendet,  giebt  diese  Relation 

+(in['(i)---^]- 

.  +(H)'IKF)-'-3^-.-^h 

+ 

vind  daraus  entspringt  folgende  Vorschrift,     Mittelst  der  Formeln 

berechne  man   die  Grrössen  /}},  /}4,  etc.,  welche  gegen  die  Grenze 
'It7J  convergiren;  es  ist  dann 

+(H)>--+' 

Beispielweis  nehmen  wir  ä;  =  ^,  also  Jtf  =  j^,  die  Werthe  von 
)}« i34t  etc.  sind  in  diesem  Falle 

Ä  =  2,1592  6004,  /J4  =  1,5709  2671,  ft  =  1,4592  6004, 
fc  =  1,4080  6956,  fto  =  1,3791  0131 ,  ft,  =  1,3604  1444, 
»d  liefern  weiter 
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1=1 

— /SgÄ^s  —  0,0846  4299 

{^  T''*^'*  =0,00181622 

(i-^y|-^«fc"'  =0,0000  8241 

(^)'t^'''''  =0,0000  0455 

-E  =  1,0865  4646. 

Durch  Multiplication  mit  25  ergiebt  sich  hieraus  die  Länge  des 
Quadranten  einer  aus  den  Halbachsen  25  und  7  construirten  Ellipse 
=  27,163662,  übereinstimmend  mit  dem  auf  Seite  309  gefundenen 
Zahlwerthe  *). 

d.     Um  nun  auch  die  unvollständigen  Integrale  ^(Ä;,  9)  und 
jE?(Är,  ^)  in  unendliche  Reihen  zu  verwandeln,  setzen  wir  zunächst 

1  _  vTz^     _  •        _      2Vä;" 

—  Kl    oder    K  = 


1  ^  Vi  —  Aj2  1  +  kl 

und  erhalten 


Vi  —  Jc^sin^q) 
1  +  Ä^i 


Vl  +  2Ä;iC0s29)  +  Ä^2 

worin,  wie  gewöhnlich,  i  =  V —  1  ißt.  Die  hier  vorkommenden 
Potenzen  vom  Grade  —  |  lassen  sich  nach  dem  binomischen  Satze 
in  Reihen  entwickeln,  welche  auch  dann  noch  convergiren,  wenn 
man  deren  Glieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reducirt.     Jene  Rei- 


*)  Die  in  Abschn.  a.  entwickelten  Heihen  finden  sich  schon  in  Enler's 
Werken;  die  Formeln  42)  und  44)  sind  zuerst  von  Legendre  nscb  eioeio 
nicht  hinreichend  genauen  Verfahren  abgeleitet  worden  in  den  M^moires  de 
PAcademie,  1780,  pag.  630  und  im  Trait^  des  fönet,  ellipt.  Tome  I,  p.  65. 
Den  obigen  Beweis  hat  der  Verfasser  gegeben  in  der  Zeitschr.  f.  Matheo» 
und  Phys,  Jahrg.  2,  S.  49. 
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hen  dürfen  daher   ohne  Weiteres   miteinander  multiplicirt   werden 
und  liefern  ein  Product,  welches  unter  Anwendung  der  Formel 

die  folgende  Gestalt  annimmt 

46)       .  =ao  —  a<iCos2(p  ^  a^cos4.q)  —  a^cos^q)-^**- 

Vi  —  ÄJ^stn^y 

Die  Coefficienten  a©,  02»  0^4»  ^tc.  sind  selbst  wieder  unendliche  Rei- 
hen, und  zwar 

.«.  =  (1.+  fc,){l  +  (1)'^!*    +    (jf|)'*l'    +   •    •   •  • 

«.  =  2(1 +.0  jl^.  +  {\)\h  +  (irö'^^^  +  •  •  •} 

u.  s.  w. 
Wie  man  aus  Nro.  36)  ersieht,  kann  man  Qq  kürzer  durch 

«0  =  —  Ä^ 
n 

ausdrücken,  und  es  ist  daher  zu  erwarten,  dass  auch  a^t  6^4,  etc.  auf 
vollständige  elliptische  Integrale  zurückführbar  sein  werden.  In  der 
That  hätte  sich  schon  a^  rascher  aus  der  Gleichung  46)  bestimmen 
lassen;  multiplicirt  man  nämlich  letztere  mit  d(p  und  integrirt  zwi- 
schen g?  =  0  und  (p  =-5^,  so  bleibt  nichts  weiter  übrig,  als 

1 

/dcp  n 

^     Vi  -.  h^sin^q)    ~  ^  2  ' 

woraus  für  «o  derselbe  Werth  wie  vorhin  folgt.  Multiplicirt  man 
ferner  die  Gleichung  46)  mit  2co8  2<p,  zerlegt  rechter  Hand  jedes 
doppelte  Cosinusproduct  in  die  Summe  zweier  Cosinus,  setzt  dann 
noch  den  Factor  d(p  hinzu  und  integrirt  wie  vorhin,  so  ergiebt 
sich 


In 

r      cos2(pd(p  7C 

2    j     .  —  —  ^IC 

J  Vi  —  k'^sin'^tp  2 


mithin 'Umgekehrt  wegen  cos2^  =  1  —  2sin'^(p 

4     r  28in^(p  —  1     ,  4  f^K  —  E  \ 

^  J  Vi  —  Ä^sm^y    ^        n\        1^'^  J 

l'eberhaupt  kann  man  auf  ähnliche  Weise  «a«  durch  das  bestimmte 
Integral 
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/  Vi  —  k^sin^g) 

ausdrücken,  jedoch  würde  die  völlige  independente  Entwickelung 
desselhen  ziemlich  weitläufig,  ausfallen.  Es  ist  deswegen  hesser,  die 
Coefficienten  a^,  «g ,  etc.  auf  die  vorigen  zurückzuführen ,  wozu  fol- 
gende Bemerkungen  dienen  werden. 

Durch  DifiPerentiation  der  Gleichung  46)  ergiebt  sich 

k^  sing)  cos  q) 
V(l  —  k^sin^(py 
=  2a^sin2(p  —  4a^sin4:(p  -f-  Qa^sinßq)  —  .  .  .  .; 
diese  Gleichung  multipliciren  wir  mit 

4(l-fc^8inay)  _  2(2-fe») 

p  -  p  +2C0S2(p 

und  zerlegen  rechter  Hand  die  doppelten  Producte  aus  Sinns  nnd 
Cosinus  in  Summen  je  zweier  Sinus ;  wird  .hierbei,  zur  Abkürzung 

2(2  — A;«) 

¥      —*■ 

gesetzt,  so  ist  das  gehörig  angeordnete  Product 

2  sin  2  op 
^j  =  (2Aa2  — 4ta4)sin2w 

Vi  —  k^sin^tp 

-\-  (202  —  4Aa4  +  6a6)sin4(p 

—  (4a4  —  6kas  +  Sas)sin6(p 

+  (6a6  —  SAag  -|-  lOaio)8in8(p 


Andererseits  erhält   man  direct  aus  Nro.  46)  durch  MultipUeation 
mit  2  sin  2  q) 

2sin2w  .  N    .   r. 

77==========  {2a^—a4)stn2(p 

Kl  —  k^si^n^cp 

+  {<h — «2)5**^49)  —  (og  —  a^sin^fp 

+  (ßia  —  a^)sinS(p  —  ■  •  • 
mithin  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  von  sin2(p 

2ao  —  ÖP4  =  2Aa2  —  ^a*    oder    804  =  2(Aa9 — Oe) 
und  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  von  sin{m  —  2)9,  wobei 
m  eine  gerade  Zahl  ^  4  sein  muss, 

(w  —  l)a^  =  (w  —  2)7iam^2  —  (m  —  3)a«i_4.      - 
Zur  Berechnung  der  Grössen  Oq,  02 ,' 0^4  etc.   dienen  also  folgende 
Formeln 
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^  TT  ,  8  2 


,,    4Aa4  —  3«2  öAae  —  604 

"ß  —  g 1         «8  =   ;:^ ,  u.  8.  w. 

Multiplicirt  man  nun  die  Gleichung  46)  mit  dq)   und  integrirt 
von  9  =  0  bis  9  =  g?,  so  gelangt  man  zu  der  Entwickelung 
47jF(/.-,  (p)  =  aog?  —  la.2sin2(p  +  ia4sm49  —  laesmög?-! 

Nach  einem  völlig    analogen   Verfahren   lässt   sich  E(k,q))  in 
eine  Reihe  von  ähnlicher  Form  verwandeln.     Aus  der  Gleichung 

Vi  —  kUin^q)  —  (1  +  jfc,  ^+  ^^9>f  (l  4.  A^j  e^^m^ 

1    4-   A'i 

erhält  man  zunächst  mittelst  des  binomischen  Satzes  eine  Entwicke- 
lung von  der  Form 

48)  Vi  —  k^sin'^q)  =  ho  -\-h2COs2(p'—h^cos4:{p  +  h6C0s6(p , 

worin  sich  die  beiden  ersten  Coefficienten  wie  früher  bestimmen  las- 
sen.   Es  ist  nämlich 


1 
2^ 


/  Vi  —  k^sm^(pd(p  =  bo~    oder   &o  =  — -£?; 
/  2  7t      ' 


ierner 


§71 


^Jy^  —  k^sin^g)  .  eos2(pd(p  =  hj^ 

0 


mithin 


1 
2^ 


bj  =  —   I  Vi  —  Z'2sm2  9?(l  —  2sin^(p)d(p 

0 


nnd  durch  Reduction  dieses  Integrales 

,  4      (2  — Ä:2)j7_  2(1— ^2)^ 

^         jr  3  /c2 

Multiplicirt  man  ferner  den  Differentialqüotienten  der  Gleichung  48) 
mit  ^  -f-  2  cos  2  g),  so  erhält  man  linker  Hand  denselben  Ausdruck, 
als  wenn  man  in  Nro.  48)  beiderseits  den  Factor  2sin2q)  zusetzt' 
die  Vergleichung  der  Coefficienten  in  den  so  entstehenden  Reihen 
giebt 

664  =  2(A62  — &o) 
und  fiir  jedes  gerade  m  >  4 

i^chlömilcTi,  Analysis.  IT.  21 
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(m  +  l)h,n  =  (m  —  2)  Ab^-2  —  (w  —  5)fe«,-.4. 
Zur  Berechnung  der  Grössen   boi   h  etc.  dienen  hiernach  folgende 
Formeln 

hs    =  i^ »  «^8    —    ^  »  U-   8-  W. 

und  nun  ergiebt  sich  aus  Nro.  48)  durch  Multiplication  mit  d(jp  und 
Integration  Von  (p  ^^  0  his  (f  =  ff 

49)  E(k,(p)  =  ho(p  +  lhsin2<p  —  lh^sin4(p  +  \hsmß(p  — 
Will  man  für  einen  und  denselben Modulus  gleichzeitig  F(li,(f) 
und  E(k,  (p)  berechnen,  so  ist  es  von  Vortheil,  die  Coefficienten  bo, 
ba,  etc.  aus  ao,  «2,  etc.  herzuleiten.  Die  hierzu  nöthigen  Reduc- 
tionsformeln  ergeben  sich  dadurch,  dass  man  die  durch  Differentia- 
tion von  Nro.  48)  erhaltene  Gleichung 
k^sinq)cos<p 


Vi  —  k^sin^g) 
mit  der  früheren  Entwickelung 
2sin2q) 


=  2h28in2q)  —  4:b^sin4:(p  -\- 


•  ■  ■  * 


, =  =  (2aQ'-a4)sin2<p  —  (a2  —a6)sin4:(p  +    •• 

Vi  —  k^sin^q) 

vergleicht,  indem  man  die  erste  mit  4,  die  zweite  mit  k^  multipli- 
cirt;  es  findet  sich  zunächst 

5^  =  |Ä;2(2ao  — a*) 
und  für  jedes  gerade  m  ^  2 

i.  ^^  r  ^ 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  Nro.  49),  so  kann  das  Resultat  in 
folgende  Rechnungsvorschrift  gekleidet  werden :  man  bestimme  die 
Grössen  Co,  Cq,  C4,  etc.  mittelst  der  Formeln 

2  _,  2ao  —  0^4 

Co=-:^,     Ca  =  — 14 i, 

7t  4 

• «2  —  öfß  a^  —  a^ 

C4  —        jä""    >     Cß T^       »  n.  s.  w.; 

es  ist  dann 

50)    E(k,q>)  =  Co  -f  \k^{c2Sin2<p—'eiSin4(p-\-c^8in6(p ) 

Um  zu  zeigen,  in  wie  weit  diese  Formeln  praktisch  anwendbar 
sind,  wollen  wir  nach  denselben  den  Fall  ä;  =  ||,  9  =  Ja  behan- 
deln.   Es  ist  dann 
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A  = 


337 


-— ,  iCrrr  2,6931425,  i;  =  1,0865465  ; 


010  = 
«12== 

«16  == 


0,6366  JT 
1,4898  K  — 
1,8999  JT  — 
2,6632  K  — 
3,9852  K  — 
6,2188^  — 
9,9700  K  — 
16,276  JT  — 
26,910  Ä'    — 


=  1,71451 

2,7631  E  =  1,01018 

4,3109  je;  =  0,43306 

6,4131  E  =  0,20468 

9,7851J5;=  0,10125 

15,3675^=  0,05143 

24,6887  E  =  0,02658 

40,331  E    =  0,01390 


Co  =  0,69172 
Ca  =  0,74899 
C4  =  0,05034 
Cß  =  0,00922 
Cß  =  0,00239 
c,o=  0,00075 
Ci2  =  0,00026 
Cu=  0,00010 
Ci^  =  0,00004 
Cis  =  0,00002 
C2o=  0,00001 


-  66,697  E  =  0,00733 

44,911ir  —111,321^  =0,00388 

75,495  Ä"  —  187,134  J5;  =0,00205 

a22=  127,63  JT   —  316,37^  =  0,00105 

a,4=  216,77  JT   —  537,35  iJ  =  0,00049 

F(M,  1^)  =  1,27853;  E(M,  |;r)  =  0,88326. 

Die  Coefficienten  «a »  «2 »  etc.  sind  hier  vollständig  durch  K  und  E 
ausgedrückt  worden  (was  für  gewöhnlich  überflüssig  ist),  weil  da- 
durch ersichtlich  wird,  dass  der  Coefficient  a,n-  die  Form  pK  —  qE 
hat,  worin  p,  q  rasch  wachsen.  Will  man  daher  eine  erhebliche  Ge- 
nauigkeit erreichen,  so  muss  man  vorher  K  und  E  sehr  scharf,  d.  h. 
auf  ungefähr  12  Decimalen  bestimmt  haben  und  selbstverständlich 
Weit  mehr  Reihenglieder  berechnen,  als  hier  geschehen  ist.  Aus  die- 
sen Bemerkungen  geht  zur  Genüge  hervor,  dass  die  Formeln  47)  und 
50)  nur  einen  theoretischen  Werth  besitzen  *). 

Für  die  elliptischen  Integrale  dritter  Ai^t  lassen  sich  zwar  Rei- 
hen von  ähnlicher  Gestalt  entwickeln,  jedoch  sind  die  darin  vor- 
kommenden Coefficienten  von  so  complicirtem  Bau,  dass  die  betref- 
fenden Reihen  keinen  Nutzen  gewähren. 


*)  Die  oben  abgeleiteten  Formeln  stimmen  im  Wesentlichen  mit  den  von 
Legendre  im  Traite  des  fonct.  ellipt.  Chap.  34  gegebenen  uberein,  nur  sind 
lie  liier  einfacher  dargestellt  worden. 


21* 
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V.    Das  Additionstbeorem  für  die  Integrale 

erster  Art. 

Aus  den  Elementen  der  Integralrechnung  weiss  man ,  dass  sich 
die  Integrale  echt  gebrochener  rationaler  Functionen  durch  Loga- 
rithmen und  Kreisbögen  ausdrücken  lassen,  und  dass  die  Integrale 
irrationaler  Functionen,  falls  letztere  nur  ein  Eadical  von  der  Form 

ya  4*  ^^  H"  <^^^  enthalten,  gleichfalls  auf  jene  einfachen  Functio- 
nen zurückkommen.  Steigt  aber  die  unter  der  Quadratwurzel  ste- 
hende Grösse  auf  den  dritten  oder  vierten  Grad,  so  reichen  die  frü- 
heren Integrationsmittel  nicht  mehr  aus ,  und  die  Reduction*  führt 
dann  auf  die  drei  elliptischen  Integrale,  welche  demnach  den  Loga- 
rithmen und  Kreisbögen  gewissermaassen  verwandt  sind  und  sich  iü 
der  That  bei  verschwindendem  Modulus  auf  jene  Functionen  redu- 
ciren.  Man  kann  daher  sagen,  dass  die  Logarithmen ,  die  cyclome- 
trischen  Functionen  und  die  elliptischen  Integrale  ihre  gemeinsame 
Quelle  in  der  Integralrechnung  haben,  denn  wenn  auch  die  beiden 
ersten  Functionen  nicht  schon  aus  der  Algebra  und  Trigonometri» 
bekannt  wären,  so  würde  man  durch  die  Integralrechnung  genöthisf? 
worden  sein,  Integrale  von  den  Formen 


X 


Cäx         r    dx 


zu  betrachten  und  irgendwie  zu  benennen.  Für  die  vorliegenden 
Functionen  gelten  nun  bekanntlich  die  Gleichungen 

Ix  ^  ly  =  l(xy), 
aresin X  +  arcsiny  =  arcsm{xV\  —  y^  _|_  y^i  —  a;s), 

sie  haben  also  die  Eigenschaft  gemein,  dass  zwei  mit  verschiedenen 
Argumenten  x  und  y  versehene  Functionen  derselben  Art  zu  einer 
Function  def  nämlichen  Art  vereinigt  werden  können ,  deren  Argu- 
ment nach  einer  bestimmten  Regel  aus  x  und  y  zusammengesetzt  ist. 
Allgemein  ausgedrückt,  heisst  dies,  sowohl  für /(«)  =  7ic  als  für 
f(x)  =  aresin  X  besteht  eine  Gleichung-  von  der  Form 

f{x)     +/(y)    =/(;,), 

worin  z  auf  gewisse  Weise  von  x  und  y  abhängt.  Bei  der  Ver- 
wandtschaft zwischen  den  eben  genannten  Functionen  und  den  ellip- 
tischen Integralen  lässt  sich  erwarten,  dass  für  letztere  ähnliche  Re 
lationen  bestehen  werden,  und  es  ist  dann  zu  untersuchen,  wie  in 
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diesem  Falle  z  von  x  und  y  abhängt.  Bevor  wir  dazu  übergehen, 
wollen  wir  erst  die  beiden  einfachen  Fälle  f{x)  =  Ix  und  f(x)  = 
aresin  X  betrachten,  um  an  diesen  das  nöthige  Verfahren  auseinander 
zu  setzen. 

Wir  denken  uns  die  Function /(ä;)  definirt  durch  die  Gleichung 


X 


51)  fix)  =  f^ 

1 

und  stellen  die  Aufgabe,  y  ^o  zu  bestimmen,  dass  die  Gleichung 

52)  fix)  +  f{y)  =  a 

erfüllt  wird,  in  welcher  C  irgend  eine  Constante  bezeichnet.     Durch 
Differentiation  folgt  zunächst  vermöge  der  Bedeutung  von  / 

X  y 

oder 

53)  ydx   -{-  xdy  =^  0\ 
mithin  ist  durch  Integration 

I  ydx  ■}-    j  xdy  •=z  cotist^ 

Wendet  mau  auf  jedes  dieser  Integrale  die  theilweise  Integration  an, 
ßo  erhält  man 

2xy  —    I  (xdy  -\-  ydx)  =  consf. 

l  i.  wegen  Nro.  53) 

2xy  =  const.    oder    xy  =  c. 

)€iii  ursprünglichen  Sinne  der  Aufgabe  entspricht  also  die  Lösung 

/(x)  +  /(£-)  =  G; 

m  ijpecielleu  Falle  x=:l  verschwindet /(äj),  daraus  folgt  0  =  f(c)y 
nithin  ist  auch 


.m  +  /(■^)  =  /(«)• 


leachtet  man  noch,  dass  c  und  ebenso  —  jeden  beliebigen  Werth  ha- 

X 

len  kann ,   so  darf  man  —  mit  irgend  einem  Buchstaben,  also  auch 

X 

ftit  y  bezeichnen,  woraus  c  "=  xy  folgt.   Die  nunmehrige  Gleichuug 
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drückt  in  der  Tliat  die  Fundamentaleigenschaft  des  Logarithmus 
aus  und  ist  hier  lediglich  aus  der  Integraldefinition  in  51)  her- 
geleitet.   ■ 

Es  sei  zweitens 

und  wiederum  die  Gleichung  52)  zu  erfüllen;  die  Differentiatiou 
gieht  dann 

54)  ^^      I      ^y     —  0 

Vi  —  a?»  Vi  —  y2 

oder  

Vi  —  y'  .  dx  +  Vi  --  aj2  ,dy  =  0, 
mithin 

/  Vi  —  y^  .  dx  -\-    J  Vi  —  x^  .  dy  =  const. 

Bei  theilweiser  Integration  ist  ferner 

mithin  durch  Addition 

</      Wi  — x»     Vi  — «»/ 

Wegen  Nro.  54)  verschwindet  das  Integral  und  es  bleibt  einfacher 

xYl—y^  +  yVl—x^  =  c, 

womit  nun  die  Bedingung  gefunden  ist^i  unter  welcher  die  RelatioD 

/(^)  +  f(^)  =  G  besteht.     Für  a;  =  0  wird  y  =  c,  /(O)  =  0  imc 

0  =  /(c)  also 

/(ir)  +/(j,)=/(c). 

Da  0  jeden  beliebigen  Werth  haben  kann,  so  kann  man  schli 
lieh  auch  z  für  c  schreiben  und  sagen ,  die  Gleichung  f{x)  +  / 
=  f(z)  gilt  unter  der  Bedingung 

z  =  xYl—y^  +  yVl— aj^ 

womit  das  Additionstheorem  für  f(x)  =  aresin  a;  analytisch  ab( 
leitet  ist. 

Dasselbe  Verfahren  lässt  sich  auf  die  Function 
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X 

55)  f{x)  =  r__i2=_ 

J  y(i  —  a;2)  (1  —  A;»aj2) 

in  folgender  Weise  anwenden.     Wenn  zunächst 

5«)  f{x)  +f(t,)=C 

sein  soll,  so  gieht  die  Dififerentiation 

57)  ^^  ,  ^y  ^  0 

V(l  —  x^)  (1  —  k^x^)        V(l  —  y^)  (1  —  k^y^) 

oder 

58)   V(l  -  y«)  (1  —  k^y^  .  (iaj  +  V(l  —  a?2)  (1  —  k^x^) .  dy  =  0. 

Diese  Gleichung  dividiren  wir  durch  1  —  k^x^y^  und  integriren; 
68  ist  also 

Mittelst  theilweiser  Integration    findet   sich   leicht,    wenn   zur 
Abkürzung 
xy[2k^ix^  +  y^)'-'(l+k^(l+k^x^y^)]_  2fe2a?V     _ 

(1  —  Ä'^aj^«)»  ~    '      (1  —  A;2icy)2~  ^ 

gesetzt  wird, 

^(1  -  y»)  (!'-  fc'ff')  \/(l  -  y»)  (1  -  fc»y3) 

-   r  ,         ^    ^  —    /"oVri  —  tfä)  (1  —  fc»««)  d«. 

./ V(i-y*)(i-*y)     -^ 

Die  entsprechende  Transformation  für  das  zweite  Integral  in 
Nro.  59)  ergiebt  sich  hieraus  durch  gegenseitige  Vertauschung  von 
X  and  y]  dabei  ändern  sich  aber  die  symmetrischen  Functionen  P  und 
Q  nicht,  mithin  ist 

Y(l_a;2)(i— A;V)^  V(l  —  x^)  (1  --  k^^) 


/^ 


/ 


1— ft'as'y«  ^  1— fc'ajäy«         * 


Nach  SubBtitutioB  dieser  Ausdrücke  verwandelt  sich  die  Glei- 
chung 59)  in  

X  V(l  -  y^)  (1  -  k^p')  +  y  1/(1  —  X'')  (1  -  k'^x^) 

1— Ä«a;«y« 

_  fp(  ^'^  j <^y  I 

J     lV(l  —  as»)  (1  —  Ä»«*)       V(l  —  y')  (1  —  Ä;«y«)/ 

JQlVil  —  y') (1  —  fc^y') d«  +  V(l  -a;«)(l  -A;»a;»)dyj  =« 
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d.  i.,  weil  nach  Nro.  57)  und  58)  die  beiden  Integrale  verschwindeu, 

xV(l  -  y^)(l  -~W)  4-  y  V(l  -  x'^)  (1  -  k-^x^)  ^ 
^"^  1  —  Ä;2a?2y2 

Diese  Gleichung  spricht  die  Bedingung  aus ,  unter  welcher 
/(^)  +  /O/)  =  0  ist.  Für  rr  =  0  giebt  sie  y  ^=^  c,  und  da  gleich- 
zeitig /(O)  =  0  ist,  so  bleibt  C  =  /(c),  mithin  enthält  Nro.  60)  die 
Bedingung  für  die  Existenz  der  Gleichung 

/(^)  +  /(y)  =  f(c). 

Schreibt  man  endlich  ;?  statt  der  willkührlichen  Grösse  o,  so  hat 
man  den  Satz:  wenn 

xV(i-  y')  (1  -  k^y^)  +  y  l/(i  —  a?'0(i  —  i^) 

f  ~  1  —  h^x^y'^ 

genommen  wird,  so  ist 

f  äx  f^  dy 

■J  V(i  -  »2)  (1  —  A««')      /  V(i  —  y")  (1  -  h'^y') 


z 

f 


dz 

1/(1  —  ^2)  (1  —  ]cH^) 


0 

Für  X  =  sinq),  y  zzrz  sinrl^,  ^  =  sm0  erhält  dieiser  Satz  fol- 
gende Form :  wenn 

,. , .  sin  wcosrb  ^  (rb)  +  sin  ilfcoso)  ^  (qp) 

61)  smO  =  — z. — \,    .  , .  ^  ,     — ^^— 

l—k^sin^tpsm^il) 

genommen  wird,  so  ist 

F{h,q>)  +  F(k,tl,)  =  F(1c,0). 

Zufolge  dieses  sogenannten  Additionstheoremes  lassen  sich 
zwei  mit  gleichem  Modulus  und  verschiedenen  Amplituden  versehene 
elliptische  Integrale  ers.ter  Art  zu  einem  einzigen  Integrale  gleicher 
Art  zusammenziehen. 

Bei  der  fundamentalen  Bedeutung  dieses  Theoremes  ist  vielleicht 
ein  zweiter  Beweis  desselben  nicht  überflüssig,  welcher  darauf  hin- 
auskommt, das  Integral 

cc 

^    Vi  —  k^stn^ri 

durch  Einführung  einer  neuen  Variabelen  zu  tratfsformiren.    Setzt 
man  nämlich 

63)  cosßcosrj  —  sinßsinr}Vl  —  k^sin^t  =  cos^, 


Die  elliptischeii  Integrale.  829 

so  entspricht  der  unteren  Grenze  i^  =  0  der  Werth  ^  =r  ß,  und 
wenn  rj  z=  a  geworden  ist,  so  hat  £  einen  Werth  y  angenommen, 
welcher  aus  der  Gleichung 

64)  cos ß  cos a  —  sinßsina  Vi  —  k^sin^y  =  cosy 

25 u  berechnen  ist.  Um  ferner  dri  durch  d^  auszudrücken,  könnte 
man  7j  aus  der  Gleichung  63)  entwickehi  und  dann  differenziren ; 
rascher  führt  die  Bemerkung  zum  Ziele,  dass  die  Gleichung  63)  auch 
unter  den  beiden  Formen 

65}  cos^cosß  +  sin^sinß  Vi  — k^sin^ri  =  cosi], 

66)  costcosri  +  sln^sinri  l/l  — k^sin^ß  =  cosß 

dargestellt  werden  kann.  Man  überzeugt  sich  hiervon  leicht,  wenn 
man  die  Gleichungen  64),  65)  und  66)  rational  macht;  weil  aber 
dabei  die  Vorzeichen  der  Radicale  verloren  gehen,  so  bedarf  die 
Richtigkeit  dieser  Vorzeichen  eines  besonderen  Nachweises.  Nun 
^'eht  die  (rleichung  63)  für  Ä:  =  0  in  cos(ß  -\-  rf)  =  cost  über^ 
daraas  folgt  cos(i  —  ß)  =  cos 71  und  cos(i  —  rf)  =  cosß]  dasselbe 
^^eben  auch  die  Gleichungen  65)  und  66)  für  Ä  =  0,  woraus  die 
Richtigkeit  der  gewählten  Vorzeichen  erhellt.  Durch  Differentiation 
der  Gleichung  66)  wird  nun,  wenn  wir  das  vorkommende  Radical  für 
den  Augenblick  mit  B  bezeichnen, 

(JBcosrjsint  —  sinricos^)dri  =  (cosrjsini  —  B  sinri  cosi)  d^^ 

ferner  giebt  die  Substitution  des  aus  Nro.  66)  genommenen  Werthes 
von  B 

cosß  cosri  —  cost  ,  cosn  —  cosß  cos^  , . 

r- dri  = :-T^ dl 

stnri  sin^  « 

d.  i.  nach  Nro.  63)  und  65) 

sinß  Vl  —  k'^sm^dri  =  sinß  Vi —kUin'^tid^ 
oder 

dti  dt 


Vi  —  k^sin^rj        Vi  —  kHin'^^ 

Subätituiren  wir  dies  in  Nro.  62)  oder,  was  Dasselbe  ist,  iute- 
giiren  wir  die  vorstehende  Gleichung  mit  der  Rücksicht,  dass  den 
^irenzen  rj  =^  0  und  rj  =  cc  die  Grenzen  ^  =  ß  und  t  ^=  y  ent- 
eprechen,  so  erhalten  wir 

(t  y  y  ß 

riiL-  rJL-  Ns      rJL 

d.  i.  F{k,  tt)  =  F(k,y)  —  F(k,ß),  wobei  die  Amplituden  a,ß,y 


68X 
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an  die  Gleichung  64)  gebunden  sind.     Indem  wir  noch  9?,  t/^,  Ö  fiü* 
«,  /3,  y  schreiben,  erhalten  wir  den  Satz,  dass  die  Gleichung 

stattfindet,  sobald  die  Amplituden  %  t,  <5  der  Bedingung 
67)  cosq)Cos^  —  $fn(psint  ^(ö)  =  cosö 

genügen,  welche  dem  Früheren  analog  auch  unter  den  Formen 

cosöcoscp  4-  sinösinq)^(^)  =  cost, 
cosö  cos t  +  sinösinil^^iq))  =  cos(p 
dargestellt  werden  kann.     Eliminirt  man  cosö  aus  den  beiden  letz- 
ten Gleichungen,  so  ergiebt  sich 

cos^q)  —  cos^tl^ 

^*^^  ~  cosq)sini\>d((p)  —  cos^sin(p  ^^{^) 
oder,  wenn  Zähler  und  Nenner  mit  cosq>sin'^  d{(p)  +  cos^  smy  ^(*) 
multiplicirt  werden, 

sinwcostlf^(ilj)  +  sint  cos(p  ^(q>) 

^9)  ^^"^  =  l^1c^sin^q>sm^t  ' 

was  mit  Nro.  ßl)  übereinstimmt. 

Durch  Substitution  hiervon  in  eine  der  Gleichungen  68)  erhält 
man  ferner 

cos(p  costp  —  sinq)  sint  ^iv)  ^  W 

70)  cosö  =  ^ i^hUin^tpsin^t 

und  aus  Nro.  67) 

J((p)  J(il;)  —  h^  sincp  cos(p  sint  cos'i) 

71)  ^(ö)  =  i^h^sin^tpsin^'tij  ' 

endlich  als  Quotient  von  69)  und  70) 

tanq>  z^  W  +  tantl;J  (y) 

72)  ^«^^  =  i^tanq>tan^/l{SP)^W ' 

Die  letzte  Formel  bietet  die  meiste  Bequemlichkeit  für  die 
numerische  Berechnung  von  Ö,  Bestimmt  man  nämlich  zwei  Hülfs- 
winkel  9)'  und  i\>*  mittelst  der  Formeln  tanq>'  =  tanq>^^(t)  und 
tant'  =  tanilf^iq)),  so  wird  sehr  einfach  0  =  9    ■}-  '^ - 

Einen  bemerkenswerthen  speciellen  FaU  des  Additionstheoremes 
liefert  die  Annahme  (J  =  Ijr,  nämlich 

f  11 

73)  I  Vi— Ä;2       'fc 

I     F(k,q))  +  F(k,t)  —  F{k,\nh 
die  beiden,   den  Amplituden  (p  und  t  entsprechenden    elliptischen 
Integrale  ergänzen  sich  dann  zum  vollständigen  Integrale  K. 


Die  elliptischen  Integrale.  331 

Bevor  wir  die  Folgerungen  erörtern,  welche  sich  an  die  Addition 
der  elliptischen  Integrale  knüpfen,  wollen  wir  noch  einige  später 
brauchbare  Combinationen  der  obigen  Formeln  entwickeln.  Elimi- 
nii-t  man  nämlich  cosö  aus  Nro.  67)  und  der  zweiten  Gleichung  in 
Nro.  68),  so  erhält  man 

sinq)  cos^  ^(^)  +  cosq)  sintj; 

^^^  ~  8^  ' 

auf  gleiche  Weise  geben  Nro.  67)  und  die  erste  Gleichung  in  Nro.  68) 

.  sintcos(p^(<i)  -f-  cosilfsintp 

folglich  ist 


74) 


^(9)  -  ^(^)  =  ^^^-^  sin(<p  -  ^). 


Die  Subtraction  der  elliptischen  Integrale  ist  leicht  auf  die 
Addition  zurückzuführen,  indem  man  ^  negativ  nimmt  und  die  Ke- 
lation  F(k,  —  ^)  =  —  F{k^ii)  beachtet.  Schreibt  man  gleichzeitig 
r  statt  <t,  so  hat  man  den  Satz,  dass  die  Gleichung 

unter  der  Bedingung 

sing)  cosj)  ^{^)  —  sint^  costp  ^(y) 

1  — Ä^stVysm^^ 

stattfindet.     Für  die  Formeln  70),  71)  und  72)  treten  analoge  Ver- 
änderungen ein. 

Die  Multiplication  der  elliptischen  Integrale  lässt  sich  als 
eine  successive  Addition  derselben  auffassen  und  demgemäss  ausfüh- 
ren. Im  einfachsten  Falle  giebt  das  Additionstheorem,  wenn  ^  =  qp 
genommen  und  (p^  für  6  gesetzt  wird, 

wobei  €pi  aus  einer  der  Formeln 

2sinq>  cosw  ^(w)  1-^2  sin^w  4-  k^sin^w 

sinw.,  =  — ^       ,o    .  .         >  cosq)2  =  :: ,^       — 

^^  1  —  Ä«  sm^q)  ^^  1  —  k^sin^q) 

zu  bestimmen  ist.    Bezeichnet  ferner  (p^  diejenige  Amplitude,  welche 
der  Gleichung 

F{k,  (Pb)  =  3  F(k,  (p)  =  F(k,  <jpO  +  F(k,  (p) 
entspricht,  so  ist 

;  sin  q>2  cosq)  ^(y)  +  sinq>  cos  q>2  ^  ((Pi) 

1  —  k^  sin^  (p2  sin  (p 
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und  durch  Substitution  der  vorigen  Werthe 

[4  (1  --  fc^  sin^  q))  cos^  q)  —(1  —k^  sin^  g?)^  sin  q) 

^^fp  ^MJO  ■      ''  ■     — — »^  ■  ■  ■■■■  ^  ■  ■■■■,■  ■         ip  I  ,   ,  »  ,,         I.  a 

^^        (1  — Ä;2ßm4gj)2  __  4^2  (1  _  k^sin^q))  cos^q)  sin^q) 

Wie  man  auf  diesem  Wege  weiter  gehen  kann  erhellt  von  selbst. 
Um  aber  complicirte  Ausdrücke  zu  vermeiden,  wollen  wir  noch  eine 
Abkürzung  des  Verfahrens  erwähnen.  Wenn  die  drei  Amplituden 
q>n—ii  q>ni  9n  +  i  den  Gleichungen 

F(k:q)n^r)  =  (n-l)Fik,q>), 

F(k,q)n)  —  nF(k,q)), 

F(k,q),  +  0  =  (n  +  l)F(k,q)) 
genügen  sollen,  so  ist  gleichzeitig 

-     F(k,  q>n^i)  =  F{k,  <3P„)  +  F(k,  9), 

F(k,  q)n-i)  =  F{k,  q)„)  —  F(k,q)), 
und  durch  Anwendung  des  Additions-,  sowie  des  Subtractionstheo- 
remes  findet  man  hieraus 

2  ^  (q))  cos  q>  sin  q)n 


sinq)n^i  +  sinq)n^i 


1  —  k^sin^q)sin'^q)n  * 


,  2cosq)cos(f>n 

cosq)nJ^i  +  oös<3P«-i  =  YZI 


k^sin^q)siW^q)n 
Der  Quotient  beider  Gleichungen  ist 

tan\{q)n^i  +  q)n-i)  =  J{q))tanq)n, 
und  nach  dieser  Formel  lassen  sich,  wenn  man  von  q)^  =  {)  und 
9)1=9  ausgeht,  der  Reihe  nach  92»  ^3»  9^4»  etc.  leicht  berechnen. 
Die  Division  der  elliptischen  Integi-ale  folgt  aus  deren  Mul- 
tiplication,  sobald  man  der  Gleichung  F(Jc^ 9?^)  =  mF(k,  q))  die  um- 
gekehrte Form  F(k,q))  =  —F(k,  9,,»)  ertheilt  und  dabei  q)m  als  be- 

fn 

kannt,  q>  als  unbekannt  ansieht.  Bezeichnet  tl^  den  gegebenen  Werth 
von  q)mi  so  entspricht  z.B.  der  Gleichung 

F(k,<p)  =  \F(k,il>) 
die  Bedingung 

1  —  2sm2cp +  Ä;2sm4qp        l  —  ^x'^  +  k^x* 

COStlf  = — ■ —  =  , 

l—kHin^q)  l-^k'^x* 

worin  zur  Abkürzung  die  Unbekannte  sin  q)  =  x  gesetzt  worden  ist. 
Wie  man  sieht,  erfordert  die  Bestimmung  von  q)  immer  die  Auflö- 
sung einer  algebraischen  Gleichung  höhereu  Grades. 

Das  Multiplicationstheorem  lehrt  auch  die  Bedingung  kennen, 
unter  welcher  die  allgemeinere  Gleichung 

pF(k,q>)  =  qF(1c,t) 
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besteht,  worin  p  und  q  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Denkt 
man  sich  nämlich  ein  drittes  elliptisches  Integral  F(kj  coi)  als  ge- 
meinschaftlichen Werth  beider  Seiten  der  obigen  Gleichung,  so  folgt 
ans  pF(k,(p)  =  F(k,co)  eine  Bedingungsgleichung  zwischen  <p 
und  0),  andererseits  giebt  q,F(k^  ^)  ==  F(Ä?,  w)  eine  Bedingungsglei- 
chung zwischen  ^  und  cs;  endlich  führt  die  Elimination  von  (O  aus 
den  erwähnten  beiden  Gleichungen  zu  der  gesuchten  Relation  zwi- 
schen (p  und  V'. 

Das  Gesammtresultat  dieser  Untersuchung  besteht  in  folgendem 
Satze:  wenn  r,  s,  f,  etc.  beliebige  positive  oder  negative  rationale 
Zahlen,  ^,  ^•,  ^,  etc.  gegebene  Amplituden  bezeichnen,  so  lässt  sich 
das  aus  einer  endlichen  Gliederzahl  bestehende  Aggregat 

rF{k,ip)  +  sF(h,i>)  +  tF(k,x)  +  •  •  • 
in  ein  einziges  elliptisches  Integral  zusammenziehen,  dessen  Modulus 
wiederum  h  ist,  und  dessen  Amplitude  durch  algebraische  Operatio- 
nen aus  9,  ^,  %^  etc.  abgeleitet  werden  kann*). 

VI.    Die  Additionstheoreme  für  Integrale  zweiter 

und  dritter  Art. 

Bei  den  folgenden  Erörterungen  setzen  wir  immer  voraus,  dass 
zwiflchem  den  drei  Amplituden  g?,  ^,  6  die  Gleichung    - 
75)  cos  ö  =  cosq)  cos  ilf  —  sinq)  sin  i^  ^  (6) 

bestehe,  worin  ö  als  eine  gegebene  Grösse,  d.h.  als  eine  willkühr- 
liche  Constante  betrachtet  werden  möpre;  nach  dem  Früheren  gelten 
dann  die  Gleichungen 


*)  Die  DiÖerentialgleicliung  57),  worauf  die  ganze  obige  Untersachung 
beruht,  wurde  zuerst  von  Etiler  in  den  Institutiones  calculi  integralis,  Vol.  I, 
Sectio  2,  Cap.  6  mittelst  eines  Verfahrens  integrirt,  welches  der  Hauptsache 
nach  mit  dem  in  Thl.  I,  §  109  benutzten  übereinstimmt.  Eine  andere  Methode 
zeigte  Lagrange  in  der  Theorie  des  fonctions,  §.79.  Das  hier  angewendete 
•ehr  elegante  Verfahren  wurde  von  Liouville  aus  den  Papieren  von  Stnriu 
ttitgetheilt  in  den  Comptes  rendus  de  TAcademie,  1856,  Nro.  21.  Hinsicht- 
lich geometrischer  Constructionen  des  Additionstheoremes  verweisen  wir  auf 
{81  und  82  der  Theorie  des  fonctions  von  Lagrange  und  auf  eine  Abhand- 
lung von  Jacob i  in  Crelle's  Journal,  Bd.  3,  S.  376,  deren  Grundgedanke  von 
Hichelot  in  Crelle's  Jonrn.,  Bd.  38,  S.  353  weiter  ausgeführt  worden  ist. 
Eine  vollständige  Darstellung  der  beiden  letzten.  Arbeiten  giebt  Dnr^ge  im 
11.  Abschn.  seiner  Theorie  der  elliptischen  Functionen. 
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und  es  entsteht  nun  die  Frage,  oh  unter  diesen  Umständen  die  Sum- 
men EQc.cp)  +  E(k,t)  und  77o(ä;,(3P)  +  n,(k,t)  eine  der  vorigen 
ähnliche  Zusammenziehung  gestatten, 
a.     Setzen  wir  zur  Ahkürzung 

S=  Eihcp)  4-  Eik,t). 
so  folgt  durch  Differentiation 

und   zu  dieser.  Gleichung  addiren   wir  die  aus  Nro.  76)  fliessende 

Gleichung 

0  =  J(rlf)d(p  +  ^{q))dt, 

wodurch  entsteht 

dS  =  [^((P)  +  ^Wl  (d^  +  ^*> 
Zufolge  der  ersten  Formel  in  Nro.  74)  ist  dies  soviel  wie 

^g  =  di$±lsin(q)  +  t)  d{q>  +  ^) 
sin6 

oder,  wenn  für  den  Augenblick  q)  ■\-  t\>  =  %  gesetzt  wird, 
Hieraus  folgt  durch  Integration 

Die  Integrationsconstante  C  bestimmt  sich  durch  die  Speciali- 
sirung  9  =  0;  in  diesem  Falle  wird  ip  =  Ö,  E{k,q>)  =  0,  E{k,t) 
=  E{k,6)  und  S  =  E(fc,  ö),  mithin 

^  '   ^  sinö 

und  durch  Subtraction  dieser  Gleichung  von  der  vorigen 

8-E(Jc.,6)=^^[cos6-cos(<p  +  m 
oder 

S^W-  o  * 

Berücksichtigt  man  noch,  dass  wegen  ^ro.7b)mC -COSipmif 
=  —  sin(psinrl>^((0  ist.  so  erhält  man 

S  =  E(fc,  ö)  +  ^-^=^^  mg)  «ntf. 

oder  endlich  vermöge  der  Wbrthe  von  S  und  J{a) 

77)  £(ik,  <p)  +  E(k,  tl>)  =■  E{k,  fl)  +  Ä'  si»()P  sm^  smö. 
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Dies  ist  das  Additionstheorem  für  die  Integrale  zweiter  Art. 
Man  kann  hieraus  ganz  ähnliche  Consequenzen  ziehen  wie  aus  doni 
früheren  Additionstheoreme,  jedoch  sind  dieselben  nicht  so  wichtig, 
dass  sie  vollständig  entwickelt  werden  müssten ;  das  BemerkenHWor- 
there  davon  wird  überdies  im  nächsten  Abschnitte  vorkommen. 

b.  Um  auch  für  die  elliptischen  Integrale  dritter  Art,  welche  mit 

bezeichnet  werden  mögen ,    das  entsprechende  Additionstheorotn  asu 
finden,  setzen  wir 

So  =  77o(ä,ä;,9)  +  77o(ä,ä:,^) 
und  erhalten  zunächst 


wofür  wegen 

dilj    dg) 

geschrieben  werden  kann 


dtp 


(1  +  hsin^(p)  (1  +  hsin^t)      ^((f^) 

Andererseits  ist,  wenn  wie  früher  6  al»  Constante  ang<fMfh<fti  wird, 

^{(p)d(p  -\-  /iHt)di;  =  k^8in6d(Hm(p»miif) 

und  nnter  Benutzung  der  vorletzten  Relation 

dw 
(sin^if  —  9m^ip)     J     =  fnn6  d(»in4pffinif)  - 

Für  dSo  ergiebt  $nch  hiernach 

k^n  6  d(äir/  fp  fiin  p) 


d8,= 


oder,  wenn  zur  Abkärzmig 

gesetzt  wird, 

qS\  =  — : '    -    # 

Um  noch  p  dorek  q  A^^Tvirit.k.*ft,  }ß^.'Az^»  w;f  n.^  it\t^^i.',t,u 
and  ziehen  danos 
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mithin 

p  =  1  +  g2  —  [cosö  +  2^(ö)]2 

Diesen  Werth  snbstituiren  wir  in  die  Formel  für  dSo  und  füh- 
ren dabei  folgende  Abkürzungen  ein 

^  =  1  +  hshi^ö,  B  =  hd{6)cos6,  C  =:=  h(h  -f-  k^sin^ö), 

M  •=  hsinö\ 

es  wird  dann 

mithin  durch  Integration 

„  r  Mdq  ,     ^ 

Die  Constante  bestimmt  sich  durch  die  Specialisirung  q)  =  0, 
welche  giebt  ^  =  (J,  g  m:  0,  /So  =  JJ^Qh^k^C)  und 

Es  ist  demnach 


0 


üfdg 


2^g  +  Ca^ 


oder  zufolge  der  Werthe  von  So  und  q 

.sin  (p  sinxp 

78)  77„ (Ä, *, ,,)  +  77,  (Ä,  fc, ,(-)  =  /7„  (Ä, fc,  <5)  ■^f^_^^^,    ^  v 

Hierin  besteht  das  Additionstheorem  für  die  Integrale  dritter  1 
Art.  Es  ist  dabei  die  auf  q  bezügliche  Integration  nicht  ausgeführt 
worden,  weil  sie  verschiedene  Werthe  liefert  jenachdem  AC  —  S^ 
positiv,  Null  oder  negativ  ist.  Zufolge  der  Bedeutungen  von  A^  J5,  C 
müssen  hiemach  die  Fälle  unterschieden  werden,  ob  Ä(l  -|-  /*)  (Ä  -f"  Ar*) 
^0,  =  0  oder  <^0  ist,  was  weiter  keine  Schwierigkeiten  hat. 

c.  Wir  wollen  bei  dieser  Gelegenheit  noch  den  eigenthümlicheii 
Zusammenhang  zwischen  den  Integralen  zweiter  und  dritter  Art  eut- 
wickeln.  Bezeichnet  (p  eine  veränderliche,  «  eine  constante  Ampli- 
tude, und  werden  die  variabelen  Amplituden  6  und  r  mittelst  tier 
Formeln 

sin  q>  cos  a  ^(cc)  -f  sfw  a  cos  (p  ^isp) 

1  —  K^sin^(psm^a 
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sinwcosaJCa)  —  sina  cos  op  ^((p) 

StflV  =r  ■  

1  —  k^8in^(psif9^a 

bestimmt,  so  gelten  zufolge  der  beiden  ersten  Additionstheoreme  die 

vier  Gleichungen: 

F(q>)  +  Fia)  =  F(ö)  ,  F((p)  -  F{a)  =  F(r), 
^{^)  +  F(a)  —  E{6)  =  +  Ic^sinfpsinasmöy 
E{q>)  —  E{a)  —  ^(r)  =  —  iG^'sin^psinasinx. 

Die  Differenz  der  beiden  letzten  Gleichungen  ist 

2E{a)  —  E{p)  4-  Eix)  =  k^ sing)  sin a  (sin 6  -\-  sinv) 

oder  vermöge  der  Werthe  von  sind  und  sinv 

^  '        .  1—  k^sin^astn^q) 

Diese  Gleichung  multipliciren  wir  mit  dem  Factor 

d  V    ___    d(S    dr 

and  integriren  zwischen  den  Grenzen  0  und  9,  welchen  die  Gren- 
zen 0  und  öj  0  und  r  entsprechen;  nach  beiderseitiger  Division  mit 
2  erhalten  wir 

0  0 

/h^  sina  cos a  ^(a)-  sin^ q)dq> 
(1  — k^sin^asin^ip)^(q)) 

oder,  weil  in  bestimmten  Integralen  nichts  auf  die  Bezeichnung  der 
Integrationevariabelen  ankommt, 


=/ 


k^ sina  cosa  ^(a) .  sin^(p  dtp 


(1  —  k^  sin^asin^q))  ^(q)) 
0 

Das  Integral  rechter  Hand  ist  leicht  durch  n^(hjkfq>)  auszu- 
drücken nämlich 

/■  sin^q>dq>  _/7,(fe,fe,y)-F(A;,y)  j^^_j^,^^,^ 

J  (l  —  k^sin^asin^q))^{ip)  k^sin^a 

und  nunmehr  zeigt  die  Gleichung  79),    dass  das   Integral  dritter 
Gattong  auf  die  Integrale 

Schlömilob,    Analysis  II.  22 
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E{h, «),  F(k,  <p)  und  J^k^-ftp 

zurückgeführt  werden  kann,  welche  immer  nur  Functionen  zweier 
Variabelen  sind.  Nach  der  jetzigen  Anschauungsweise  betrachtet 
man  nicht  mehr  iTo(Ä,  Ä,  g))  sondern 

n(h,k,w)  =  k^sinacosaJ(a)  / ,„   .  o      -o    \  ^r — 

als  Normalform  der  elliptischen  Integrale  dritter  Art,  wobei  h  = 
—  k^  sm^  a,  und  a  der  sogenannte  Winkel  des  Parameters  ist.  Dieser 
Winkel  erhält  zwar  nur  in  dem  Falle  einen  reellen  Werth,  wo  h 
negativ  und,  seinem  absoluten  Werthe  nach,  kleiner  als  k^  ist,  in- 
dessen hindert  selbst  das  Vorkommen  imaginärer  a  den  Gebranch 
der  Formel  79)  nicht,  weil  später  gezeigt  werden  wird,  wie  elliptische 
Integrale  mit  imaginären  Amplituden  zu  behandeln  sind. 

Yertausoht  man  in  Nro.  79)  die  Grössen  a  und  q)  gegeneinander, 
so  bleibt  0  ungeändert,  dagegen  geht  r  in  —  t  über,  und  es  wird 
daher 


0 
a 


/k^  sinif  cos(p  ^((f)  •  sin^a  da 
(1  — A;2  8in^  (p  sin^  a)  J(a) 

Ferner  ist,  wenn  man  in  dem  von  0  bis  —  v  gehenden  Integrale 
—  9  an  die  Stelle  von  q)  treten  lässt 

mithin  ergiebt  sich  als  DiflTerenz  von  Nro.  79)  und  der  vorhergehen- 
den Gleichung 


J 


a 
V  sinq)  cosq>  ^((p) .  sin^a  da 


(1  —  k^  sin^  g>  sin^d)  d{a) 

Ein  elliptisches  Integral  dritter  Gattung  läset  sich  demnach  auf 
ein  anderea  zurückführen,  worin   die  ursprüngliche  Amplitade  all 
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Parameterwinkel   und    der  frühere   Parameterwinkel  als   Amplitude 
Torkommt. 

Im  speciellen  Falle  q>  z=z\7C  wird 

^^^     J    (l-A;»«.V«U^y)J(y)    =  "^^"^  ^^»"^  "  ^^'«^  ^">' 

das   vollständige  elliptische  Integral  dritter  Art  kann  daher  auf  un- 
YoUst&ndige  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  reducirt  werden*). 


Vn.    Die  Rectiflcation  der  Lemniscate,  Ellipse 

und  Hyperbel. 

a.  Bezeichnet  wie  gewöhnlich  a  die  Halbachse  OÄ  einer  Lemnis- 
cate, r  den  ßadiusvector  OP  eines  Lemniscatenpunktes  P,  endlich 
d  den  Winkel  ÄOP,  so  ist  bekanntlich 

Fig.  38.  y -r 

r  =  aVco8  20; 

""'--.^  die  Länge  s  des  Bogens  ÄP  ergiebt 

'">N  sich  hieraus 


Q 


/^>Ojm[  J  ycos2d 


=«/ 


dd 


J   Vi  —  3  Äi«ft«/J  • 


0 


und  specieller  für  die  Länge  q  des  Lemniscatenquadranten 


r      de 

J  ]/l  —  2  8in^d 


Statt  des  Winkels  0  wollen  wir  einen  anderen  Winkel  einfüh- 
ren, 'welcher  bei  der  Construction  der  Curve  Vorkommt.  Beschreibt 
man  nämlich  mit  OÄ  als  Halbmesser  aus  0  einen  Kreis,  zieht  in 
diesem  den  Radius  OM  willkührlich  unter  dem  Winkel  ÄOM  =  ö, 
nimmt  man  femer  MN  =  MÄ  und  fällt  von  N  auf  OÄ  eine  Senk- 


*)  Jacobi,  Fundamcnta  nova  theoriae  functionum  ellipticarum ,  pag.  139» 
§.  49  und  §.  60. 

22* 
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rechte,. so  schneidet  letzter^e  den  über  0,4.  als  Durchmesser  constrairten 

Halbkreis  in  einem  Punkte  Q,  für  welchen  0Q  =  ay^s  2  0  ist ;  der  zum 
Winkel  0  gehörende  Curvenpunkt  P  ergiebt  sich  also  dadurch,  dass 
man  auf  OM  die  Strecke  OP  =  OQ  abträgt.  Gleichzeitig  ist  für 
den  Winkel  ÄOQ  =  (p,  welcher  die  Amplitude  heissen  möge, 


mw  =  -r^  =  =  K  2  .  stnO 

AO  a 


stn 


und  umgekehrt 


sinH  = 


V2 


stnq). 


Durch  Substitution   dieses  Werthes    gehen  die  Formeln  für  s 
und  q  in  die  folgenden  über 

__    a       r         d(p  a       p         dq> 

^~  V2  J  V\  —  \sm^(p  '    ^  ~  vT  u/  Vi— ls»w«<p  * 


oder 


s==^F(y\,v), 


«  =  :^J^(V|,J>r). 


Hieraus  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass  alle  in  Abschnitt  V  für  die 


Fig.  39. 


elliptischen  Integrale  erster  Art  bewie- 
senen Sätze  ohne  Weiteres  auf  Lemnis- 
catenbögen  übertragen  werden  können. 
Sind  z.  B.  zwei  Bögen  APi  und  iJPj 
durch  ihre  Amplituden  bestimmt,  so 
lässt  sich  mittelst  des  Additionstheo- 
remes  die  Amplitude  desjenigen  dritten 
Bogens  ATz  finden,  welcher  gleich  der 
Summe  der  beiden  gegebenen  Bögen 
ist;  ebenso  leicht  kann  ein  gegebener 
Bogen  A  P  vervielfacht  oder  in  gleiche 
Theile  zerlegt  werden.  Als  bemerkens- 
werthen  speciellen  Fall  erwähnen  wir  noch  die  Halbirung  des  Qua- 
dranten.    Soll  nämlich  s  =  Jg  oder 

2F(V1,  <p)  =.  F(V\,\^) 
werden,  so  giebt  die  Formel  73)  für  i^  =  qp  und  Je  =  y| 

tanq)  =  ^2. 
Um  hiernach  den  Mittelpunkt  des  Lemniscatenquadranteu  zu 
construiren ,   errichtet  man  im  Punkte  A  senkrecht  auf  AO  die  Ge- 


Fig.  40. 
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rade  ÄC  =  yÄO.ÄB  und  zieht  die  Hypotenuse  OC,  welche  den 
über  OÄ  beschriebenen  Halbkreis  in  2>  schneidet;  es  ist  dann  [^AOD 
die  Amplitude  des  gesuchten  Punktes.  Der  letztere  ergiebt  sich  da- 
durch, dass  man  DE  \\  OB  legt,  den  Elreisbogen  OE  in  F  halbirt 
und  auf  dem  Radius  OF  die  Strecke  OG  =■  OB  abträgt. 

b.  Statt  der  gewöhnlichen,  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezoge- 
nen Gleichung  einer  aus  den  Halbachsen 
a  und  h  construirten  Ellipse  benutzen 
wir  die  beiden  Gleichungen 

welche  einer  bekannten  Construction 
mittelst  des  um-  und  eingeschriebenen 
Kreises  entsprechen.  Die  sogenannte 
Amplitude  fp  des  Ellipsenpunktes  P 
ist  dann  der  Winkel  Bf  OP^  wenn  P* 
denjenigen  Punkt  des  umschriebenen 
lA.  Kreises  bedeutet,  welcher  die  nämliche 
Abscisse  wie  P  besitzt.  Für  den  vom 
Endpunkte  der  kleinen  Halbachse  an  ge- 
rechneten EUipsenbogen  BP  =  s  folgt 
uch  den  obigen  Gleichungen 

9> 


=   /  Va^cos^q)  +  h^sin^cp.dip 


oder,  wenn  die  numerische  Excentricität 

Vo2  —  h^ 


—  k 


a 


gesetzt  wird, 


8 


9 

0 


1  —  Ä;«m»9).eJg?  =  aJE;(Ä;,9). 


Für  den  Ellipsenquadranten  g  ist  specieller  . 

g  =  ajK(Ä;,5Ä). 

Mittelst  des  Additionstheoremes  für  die  Integrale  zweiter  Art 
liflet  eich  nun  zu  zwei  gegebenen  EUipsenbogen  BPi  und  BP^  leicht 
äu  dritter  Bogen  BP-^  von  der  BeschaflTenheit  finden,  dass  arc  BPi 
+  arc  BP2  —  arc  BP3  ein  algebraischer  Ausdruck  ist    Besonders 
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elegant  gestaltet  sich  dieses  Ergebniss  für  den  Fall,  wo  die  dritte 
Amplitude  6  =  \7C  genommen  wird,  wo  also  die  Gleichung 

81)  tanw  tan^  =  , ,  =  — 

Vl  —  k^        ^ 

stattfindet;  das  Additionstheorem  in  Nrö.  77)  lautet  dann 

F(h,(p)  —  [E(k,\n)  —  E(k,tlf)]  =  7cUin<psint, 

oder,  wenn  mit  a  multiplicirt  und  [^  B^OQ'  =  il^  genommen  wird. 


82) 


a2  — 5« 
arc BP  —  arc  AQ  =  — ^^-^sinq) sin^. 


a 


Zu  jedem  vom  Endpunkte  der  kleinen  Halbachse  an  gerechne- 
ten Ellipsenbogen  lässt  sich  also  ein  zweiter,    vom  Endpunkte  der 


BV 


Fig.  41. 
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grossen  Halbachse  an  gerechneter  Bo- 
gen der  Art  finden,  dass  die  Diffe- 
renz beider  Bögen  ein  algebraischer 
Ausdruck  ist.  Um  diese  Verhältnisse 
geometrisch  darzustellen  nimmt  man. 
entsprechend  Kro.  81),  die  Amplitude 
^'  ö  6'  gleich  dem  Winkel  zwischen 
0^  und  der  zum  Punkte  P  gehören- 
den Ellipsennormale  Jlf  P;  die  Norma- 
len der  Punkte  P  und  Q  haben  dann 
gleiche  Entfernungen  0  M"  =  0  xV 
vom  Mittelpunkte  0,  und  die. Glei- 
chung 82)  wird 


arcBP  —  arcAQ  =  OM, 
Setzt  man  noch  specieller  tl}  =  (p  mithin 

-Vi. 


tan 


so  erreicht  0  M  sein  Maximum  a  —\ 
und  die  Amplitude  (p  bestimmt  dann 
einen  Punkt  C,  für  welchen  <*• 

arcBC —  arcAO  =  a  —  h 

ist.  Der  nämliche  Punkt  wurde  bereit» 
auf  Seite  150  des  ersten  Theiles  be- 
sprochen (P  in  Fig.  35). 

Als  zweite  Anwendung  des  Addi- 
tionstheoremes  diene  die  Aufgabe,  ei 
nen   Ellipsenbogen  P  Q  zu  bestimmen, 
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welcher  der  Hälfte  des  Quadranten  gleichkommt.  Nennen  wir  C  den 
vorhin  ermittelten  Ellipsenpunkt,  für  welchen 

arcBC-^arcÄC  =  a — h 

arcBC=  l(arcÄCB  +  a  —  h) 
ist,  so  gelten  für  dessen  Amplitude  J5'0(7'  =  y  die  Formeln 

^    ^  Va  +  h  .Va  +  b  »^ö 

Femer  mag  <p  die  Amplitude  von  P,   ebenso  ip  die  Amplitude 
von  Q  bedeuten;  wir  wählen  diese  Winkel  so,  dass  die  Gleichung 

FQc,  t)  -  Fih,  9)  =  F(k,  y) 
stattfindet,  wozu  die  Bedingung 

83)  cosq>cos'p  +  sing)sinilf  ^J(y)  =  cosy 

gehört.      Für  die   elliptischen   Integrale   zweiter  Art  gilt  dann   die 

Relation 

E(1e,  tl^)  —  E(k,  (p)  =  E(k,  y)  —  äj»  smqp  sintif  siny 

d.  i.  nach  Multiplication  mit  a 

«2  —  2,2 

arc  J?  ^  —  arcBP  =  arc  BC sin(p  sin^f  siny 

oder  wegen  des  vorhin  angegebenen  Werthes  von  arc  BC 


arc 


JPQ  =  \arcÄCB  -\-(a  —  b)|| ^^ sincp sin^f  sinyo 


Soll    der   Bogen  P  Q  die  Hälffce    des  Quadranten    ausmachen, 

80  muss 

a  -\-h   ,        ...  1 

84)  8tn(psm^  smy  =  5 

sein,  und  nun  führen  die  Gleichungen  83)  und  84)  zur  Bestimmung 

der  Amplituden  qp  und  ^.     Die  letztere  Gleichung  giebt  zufolge  des 

Werthes  von  siny 

sinq>simlf  =  \siny; 

nach  Substitution  hiervon  erhält  man  aus  Nro.  83) 

cos(pcos^  =  Icosy 

mithin 

co8(ilf  —  9>)  =  cos  j«  cos(y  —  J»), 

cosiilf  4-  qp)  ==  cos\n cos(y  +  \7t). 
c.     Von  einer  Hyperbel  sei  0^  =  a  die  Haupt-,  AB  =  h  die  Ne- 
benhalhachse,    OB  =  Va^  +  h^  die  lineare  Excentricität  und  CD 
eine  Grerade,  welche  in  der  Entfernung 

0C  =  -7= 
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parallel  zu  AB  gelegt  ist ;  bezeichnet  ferner  P'  die  Projection  von 
P  auf  CD,  endlich  q>  den  Winkel  AOP,  so  hat  man  für  die  Ordi- 
jl^te  des  Punktes  P 

h^tcmq) 


Fig.  43. 


und  für  die  Abscisse  findet  sich  mit- 
telst der  Grlöichung  der  Curve 

^  "^  cös^    y       ■"  a«  +  b» ' 
Setzt  man  noch  zur  Abkürzung 


a 


so  wird  der  Hyperbelbogen  ^JP  =  s  durch  die  Formel 


=  fc, 


—  ^  r 

"    cj    r 


d(p 


cos^fp  Vi  — ÄJ^sm^qp 


ausgedrückt,  wofür  zu  schreiben  ist 


85) 


52 

s  =  —  F(Ä,  g?)  —•  c  ^(fc,  g?)  +  c  -^(9)  ton  <jp. 


Ein  hyperbolischer  Bogen  lässt  sich  also  mittelst  der  elliptischen 

Integrale  erster  und  zweiter  Art  rectificiren.     Es  verdient  hierbei 

bemerkt  zu  werden,   dass  das  Product  C/J((p)  tanq>  die  Entfernung 

des  Coordinatenanfanges  von  der  zum  H3rperbelpunkte  P  gehörenden 

Normale  MP  darstellt ;  für  OM  =  p  ist  daher 

h^ 

p—s  =  cE(k,<p) F(k,(p) 

c 

oder,  wenn  Alles  durch  a  und  k  ausgedrückt  wird, 

E(k,<p)-^(l--k^)F(k,(p) 
p  —  s  —  a 

Dem  unendlich  entfernten  Hyperbelpunkte  entspricht  der  Werth 
(p  z=^n,  und  OM  fällt  dann  mit  der  Asymptote  zusammen;  als 
Di£Perenz  zwischen  dem  ins  Unendliche  fortgesetzten  Hyperbelzweige 
ÄP  und  der  zugehörigen  Asymptote  ergiebt  sich  jetzt  die  endliche 
Grösse 

Lim{p  —  8)  =  a ^ 

d.  L  vermöge  der  Werthe  von  E  und  K 
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welches  Resultat  übereinstimmt  mit  Formel  11)  auf  Seite  385  des 
ersten  Theiles. 

Sind  9>,  V',  <f  die  Amplituden  dreier  Hyperbelbögen  ÄF,  AQ^ 
ÄR^  so  folgt  nach  Nro.  85) 

arcÄP  +  arcAQ  —  arcÄB  =  —l F((p)  +  F(tp)  —  F(6)  | 


-  c  {  E((p)  +  E(t)  -  E(6)  j 


-f  c  [  ^((p)  tanq)  -\-  ^{^)  tantjj  —  ^(ö)  ta/nö } ; 

im  Fall  g?,  ^,  6  der  Gleichung 

cosöcosilf  -\-  sin 6 Sinti; ^((f)  =z  cosq) 

Bfenügen,  wird  einfacher 

arcÄP  —  arc  QR 

=zc[J((p)tanq)  +  ^(xl;)taml;  —  /1{o)tan6  —  h^  smq)  sinil)  sin6\ 

Zu  jedem,  vom  Scheitel  an  gerechneten  Hyperbelbogen  lässt  sich 
iemnach  ein  zweiter  Bogen  construiren,  der  von  dem  ersten  um  eine 
algebraische  Grösse  differirt.  Denkt  man  sich  q>  als  gegeben ,  ^ 
and  (J  dagegen  mittelst  der  Gleichungen 

cos6cosi\f  -\-  sinösintlf  ^isp)  =  cosq) 
^(fp)  tan  q)  -\-  d  (ip)  tan  ^  —  -^  (<J)  tan  6  =  k^  sin  q>  sin  ^  sin  6 
bestimmt,  so  ergiebt  sich  specieller  arcQB  =  arc  AP,    Ueberhaupt 
können  aus  der  Relation  zwischen  drei  Hyperbelbögen  ähnliche  Con- 
^uenzen  gezogen  werden  wie  aus  der  Relation  zwischen  drei  Ellip-^ 
wnbögen,  nur  sind  die  Resultate  weniger  einfach. 

Schliesslich  möge  noch  die  Yergleichung  eines  Hyperbelbogens 
nit  zwei  Ellipsenbögen  Platz  finden.  Wenn  A^  und  q)i  mittelst  der 
•"ormeln 

2  Vk 
kl  =       .      ,        sin(2q)i  —  qp)  =  ksin<p 

•eBtimmt  werden ,  so  ist  zufolge  der  Landen^schen  Transformation 
Formel  25) 

1  -  fr«)  F(k,  (p)  =  2{  E(k,  qcr)  —  (1  +  A;)  E(ki,(pi)  +  ksintp  }, 
ind  andererseits  nach  Nro.  85) 

_      (1  —  k'^F(k,(p)  —-  E(k,q))  +  J(jp)tanq) 
^—"^  k  ' 

US  beiden  Gleichungen  folgt  durch  Elimination  von  F(k,<p) 

%}*  8==^lE(k,(p)  — 2(1  +  k)  E(ki,q)i)  +  ^(g))tan(p  +  2ksin<p\^ 

kr  Hyperbelbogen  s  lässt  sich  also  durch  die  Bögen  zweier  Ellipsen 


346  Die  ellip^scben  Integrale, 

ausdrücken,  deren  erste  die  Halbachsen 

^  =  Va»  +  5«  und  b 
und  deren  zweite  die  Halbachsen 

besitzt;  die  Amplituden  der  Ellipsenbögen  sind  tp  und  9>i*). 

Vm.    Die  Complanation  der  centrischen  Flächen 

zweiten  Grades. 

Die  Gleichungen  der  drei  aus  den  ELalbachsen  a,  5,  c,  construir- 
ten  centrischen  Flächen  zweiten  Grades  mögen  sein 

x^  t/2  z^ 

a«   -r   5,    i-   c«         ^' 

x^        y^    .    js'^  

wofür  in  solchen  Fällen,  bei  denen  es  keiner  Unterscheidung  der 
einzelnen  Flächen  bedarf,  kürzer 

Ax^  +  By^  +  C;^2=  1 

geschrieben  werden  soll.     Hieraus  folgt 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  die  allgemeine  Complanationsformel 

/ = //V'+(U)'+(uy--» 

sujbstituirt,  so  entsteht 


*)  Die  VergleichQDg  der  Lemniscaten-,  EUipBen-  and  Hyperbelbdgen  ist 
eine  Schöpfung  von  Fagnano  Conte  de  Fagnani;  s.  Metodo  per  misori 
la  lemniscata  .in  dem  Giornale  de  letterati  d'Italia,  Yenezia  1718,  femer  deaj 
selben  Verfassers  Produzione  mathematiche,  T.  II,  p.  317  und  336  sowie  Novi 
acta  eraditornm  a.  1766.  Vielfache  Untersuchangen  dieser  Art  lieferten  Eulerj 
in  den  Comment.  novi  Petropolit.  T.  VI,  T.  VII  (pag.  3  und  p.  128),  T.  XII  *an 
Legendre  im  Trait^  des  fonct.  ellipt.  Die  Formel  86)  fand  John  Landen,  s.| 
Philosophical  Transactions  1775. 
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Das  hier  vorkommende  Radical  bedeutet  geometrisch  die  Se* 
cante  des  "Winkels  zwisohen  der  Berührungsebene  im  Punkte  xpz  und 


Fig.  44. 


der  Horizontalebene  xy  oder  auch 
die  Cosecante  des  Winkels  PNP*, 
welchen   die  Normale  im  Punkte 
xy£}  mit  der  :r^-Ebene  einschliesst;  « 
dieser   Neigungswinkel    möge    o 
heissen  und  künftig  als  neue  Yaria- 
bele  gelten.    Es  bezeichne  ferner  ö 
den  Winkel  PNX\  welchen  die 
Horizontalprojection  der  Normale 
mit  der  o?- Achse  bildet ;  wir  betrach- 
ten   denselben  gleichfalls  als  neue  Variabele.      Zufolge  der   Bedeu- 
tungen von  ö)  und  ö  finden  zwischen  diesen  Winkeln  und  den  Coor- 
dinaten  x^y  folgende  Beziehungen  statt 


sm*  Ol  = 


C{l'-Ax^~By'^) 


tanO  = 


By 


G  —  Ä(C-'Ä)x^'-B(C—B)y^'  Äx 

aus  denen  x  und  y  leicht  als  Functionen  von  co  und  ß  darzustellen 
sind.      Wird  nämlich  zur  Abkürzung 

G     cos^(o 

Tb'  BCcos^(acos^d+  GÄcos^asin^d  +  ÄBsin^to 
gesetzt,  80  ergiebt  sich 

X  =  BBcosd,        y  =  AEsinQ. 
Die  bislierige  Complanationsformel 


S 


=  /■/■- 

J  J  sin 


CD 


dxdy 


geht    nun  durch  Einführung  von  cd  und  ö  statt  x  und  y  in  die  fol- 
gende über 

dy  dy     dx 

dd 


8=    f  f^^(^ 

J   J  SiflG)  \dcD 


•) 


dfodd. 


C3      dd  dC3 

worin  für  x  und  y  die  vorhin  angegebenen  Werthe  zu  substituiren 
sind..  Zufolge  der  Bemerkung,  dass  B  von  ö  und  0  abhängt,  er- 
hält man  zunächst 

dx     dy         dy     dx 

dd 


d<o   de 


8g} 


=  AB 


dB 
dca 


cosdi-^sind  -\-BcosQ\ — AB-^ — smO(-^cosfl--12smö  j 


da        ^  OG) 


ABGsinco  cosG) 


(B  G  COSTCO  cos^e  +  GA  cos^co  sin^d  +  ABsin^m)^ ' 
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und  damit  gelangt  man  zu  der  rationalen  Formel*) 

coscadiDdO 


87)  S=-ABcff. 


(BC€08^c}cos^e+  GÄcos^atsin^e+ÄBsin^oY 
Wie  bei  allen  derartigen  Aufgaben  hängen  die  Integrations- 
grenzen von  der  Begrenzung  ab,  welche  man  dem  zu  quadrirenden 
'Flächenstücke  geben  will.  Meistentheils  wird  die  begrenzende  Curve 
durch  die  Gleichung  ihrer  Horizontalprojection,  etwa/(a?,y)  =  0  be- 
stimmt; nach  Substitution  der  Werthe  von  x,y,B  wird  hieraus  eine 
Gleichung  zwischen  co'  und  d,  welche  zeigt,  wie  an  der  Grenze  0  von 
o  oder  (o  von  0  abhängt.  Es  bedarf  nur  eines  Blickes  auf  die  be- 
treffenden Formeln  um  einzusehen,  dass  sich  die  Resultate  in  der 
Regel  sehr  complicirt  gestalten  werden,  und  deshalb  beschränken 
wir  uns  vorläufig  auf  den  einfachsten  d.  h.  auf  denjenigen  Fall ,  wo 
das  obige  Doppelintegral  vier  constante  Grenzen  besitzt.  Hierzu 
dient  folgende  Betrachtung.* 

Geht  man  auf  der  Fläche  von  einem  Punkte  xy£  aus,  dessen  Nor- 
male unter  dem  Winkel  o  gegen  die  xy-Ebene  geneigt  ist,  so  kann 
man  noch  unendlich  viel  andere  Flächenpunkte  finden,  deren  Nor- 
malen den  nämlichen  Winkel  o  mit  der  Horizontalebene  einschliessen. 
Alle  derartigen  Punkte  bilden  in  stetiger  Folge  eine  auf  der  Fläche 
liegende  krumme  Linie,  welche  die  Gurve  der  isoklinen  Norma- 
len für  den  Neigungswinkel  cd  heissen  mag.  Die  Gleichung  ihrer 
Horizontalprojection  ergiebt  sich  aus  der  Formel 

^n,a> C(l-Ax«— By«) 

sfna—  G—A(G-Ä)x^—B(C-B)if\ 

wenn  man  o  als  Constante  betrachtet  und  demgemäBS  schreibt 
Qg^  AjAtm^a-^C)  ^,  ^  B(Btan^a>+0  ^,  ^  ^ 

c  c 

£s  ist  leicht  zu  sehen,  dass  dieser  Gleichung  immer  eine  Ellipse 
entspricht.  Bei  dem  Ellipsoide  erhellt  dies  unmittelbar,  bei  den 
Hyperboloiden  ist  durch  die  Natur  der  jedesmaligen  Fläche  o  auf 
ein  gewisses  Intervall  beschränkt,  und  in  Folge  dieses  UmstandeB 
werden  die  Coefficienten  von  x'^  und  y^  positiv.  Zu  dem  nämlichen 
Resultate  führt  die  nicht  überflüssige  Bemerkung,  dass  die  vorlie- 
gende Gleichung  auch  entsteht,  wenn  js  aus  den  Gleichungen 


*)  Die  Winkel  co  und  6  hat  Jacob i  eingeführt  (Crelle's  Journal  Bd.  X 
S.  110)  jedoch  nur  um  die  Formel  für  die  Oberfläche  des  ganzen  Ellipsoides 
einfacher  als  Legendre  za  beweisen.  Dass  sich  aber  noch 'andere  (im  Texte 
folgende)  merkwürdige  Sätze  an  die  Formel  87)  knüpfen,  scheinen  Jscobi 
und  seine  Nachfolger  übersehen  zu  haben. 
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Ax^  -f  By^  +  Gjs^  =  1, 

eliminirt  wird.  Jede  Gurve  isokliner  Normalen  lässt  sich  demnach 
als  Durchschnitt  der  gegebenen  Fläche  zweiten  Grades  mit  einem 
coDcentrischen  elliptischen  Kegel   ansehen,    und   daraus  folgt,  dass 


Fig.  45. 


der  Durchschnitt,  wenn  er  über- 
haupt existirt,  eine  elliptische  Ho- 
rizontalprojection  haben  muss. 
Aendert'  man  in  Nro.  88)  den 
Winkel  (O  um  eine  beliebig  kleine 
Grösse ,  so  erhält  man  auf  der 
Fläche  eine  zweite  Curve  isokli- 
ner Normalen;  diese  schneidet 
die  erste  nicht,  weil  die  Hori- 
zontalprojectionen  beider  Curven 
keinen  gemeinschaftlichen  Punkt 
besitzen.  Eine  unendlich  kleine* 
Aendemng  Ton  o  führt  demnach 
zu  einem  unendlich  schmalen  Streifen,  welcher  sich  bandförmig  um 
die  Fläche  legt.  Lässt  man  endlich  d  yon  einem  gegebenen  Anfangs- 
werthe  a^  bis  zu  einem  gleichfaUs  gegebenen  Endwerthe  aoi  stetig  fort- 
schreiten,  so  entsteht  eine  Zone,  deren  Flächeninhalt  Z  mittelst  der 
Formel  87)  durch  Einführung  der  Grenzen  o  r=r  w^,  w  r=  o,  und 
0  =  0,  0  =  23C  gefunden  wird;  es  ist  daher 

ft»i   in 
89)  Z-^—AHC  r  f casadwäft 

Die  auf  0  bezügliche  Integration  bat  keine  Schwierigkeit,  werni 
man  sm^m  durch  shi^o(eos^O  -j-  »in!* ff)  eneizt  und  für  den  Augen- 
blick die  Abkürzungen 

m  =  B(Cco8*a  -\-Asin*e})^         n  ^  AiCeos^oy  f  Bfnn^ia} 
benatzt;  es  ergiebt  sich  zanadifet 

««  in 

Z=  ABC  feosi&dfo  i  _4^- -.  .  . 

and    nach    bekannten    Meihodffn    (z,  h,    mitU-M    tinr  Sn)M'iiuih/ti 
ianfj  =  t) 

1    I    /!//*W 

«  f  Vmn 
Zum  Zweite  mtitene  R«dnctton  n«hni<rri  wir  \ßt4  <i«H«  K  lip^yi'l- 


Z  =*:  xABC 


J  -^ 
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a  ^  h  '^  c,   bei  den  Hyperboloiden  b  <C  a,  durch  welche  Voraus- 
setzungen die  Allgemeinheit  nicht  beeinträchtigt  wird.     Femer  sei 


90) 


-V^-l  ^=v^^ 


die  Grössen  a  und  ß  sind  dann  immer  reell  und  bedeuten  geome- 
trisch die  numerischen  Excentricitäten  der  beiden  Yerticalspuren  der 
Fläche;  gleichzeitig  ist  in  allen  Fällen  a  >•  /3.  Für  m  und  n  ha- 
ben wir  jetzt 

m  =  BlC  —  (G'-Ä)sin^(o]  =  J?  0  (1  —  a«  sin«  o), 

w  =  ^[(?—(0  — ^)sm2cö]  =  ÄC(l—ßUin^Gi) 
mithin  

cVäb 


n 


z  = 


r\         A  B  \  cosodca 

J  ll  — ««sin»»  "^  1  — /J2sm2öJ  V(l  —  a« sin^fo)  (l  —  ßUin^aj 
m 

Mittelst  der  Substitutionen 

91)  smo  =  w,      smoo  =  ^o»      sincni  =  Ui 
vereinfacht  sich  diese  Formel  und  wird 

OV^ilJBj/  U~a'w2  "^  1-/3M  V/(l-a«t|2)(l -/$¥■•) 
Um  endlich  Z  durch  elliptische  Integrale  auszudrücken  setzen  ^r 

ß         \/C--B         ,  sinq) 

92)  X  =  ^  =   1/ -.  'und    u  =  — 21. 

es  ist  dann     . 

n       A  B       I  du 

/    ll-a^t*«   "^    1-/3«W   V{1  ^«2^2)^1  _^8u«) 

aj   \co8^(p    ^  1  — x2s*n«9J  \/i— x^sin^y 

j(i  -  xo:f(x,9)  -  J5;(x,(3p)  -f  z^(x,  (jp)  tow<|pj 


«(1— x») 


i 
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Benutzen  wir  noch  die  Abkürzung 

93)  G(x,g,)  =  ^—^^^-JLtang> 

und  bestimmen,  entsprechend  Nro.  92),  die  Grenzen  von  q)  mittelst 
der  Gleichungen 

94) 

sintpx  =  aui  =  asimoi , 

80  erhalten  wir  schliesslich     % 

%)Z=-^=^—=\(C-'Ä)[E((po)  -  E(q),)] 
VÄBCiC  —  A)\ 

+  ^[F(()Po)-F(9,)]  +  ^(9o)-ff  (ijPi) 

Zafolge  des  Subtractionstheoremes  für  die  elliptischen  Integrale  er- 
ster und  zweiter  Art  ist  auch 

^  =  ]/ABC(G-ä)  {^^"^^ ^^^^  +  ^-^'^^^  "•"  ^^^"^ "  ^^'''- 

—  x^  sin  r  sin  g?o  s^w  g)] 

worin  r  durch  die  Formel 

sinyo  cQsyi  ^(yO  —  ginyi  cosyp  ^:/(yo) 

1  —  x^stn^q)QSin^q)i 

bestimmt  wird.  Das  Resultat  der  bisherigen  Untersuchung  besteht 
Htm  in  dem  Satze,  dass  sich  auf  jeder  centrischen  Fläche 
«weiten  Grades  unendlich  viel  Zonen  construiren  lassen, 
deren  Gomplanation  mittelst  elliptischer  Integrale  erster 
und  zweiter  Art  ausführbar  ist.  Jede  derartige  Zone  wird  von 
zwei  Corven  isokliner  Normalen  begrenzt;  die  Horizontalprojectionen 
der  letzteren  Gurven  sind  Ellipsen,  für  welche  die  Gleichungen 
gelten 


[A(Aiam;^^^  +  C)    ,    ,    B(Btan^CDo  +  0)   , 


96) 


C 


ÄjÄtan^cDi  +  C)   2    ,    B(Btan^Gii  +  G)   ^_ 


C  •  C 


An  diesen  aUgemeinen  Satz  wollen  wir  noch  die  speciellen  Fol- 
gerungen knüpfen ,  welche  sich  auf  die  einzelnen  centrischen  Flä- 
chen zweiten  Grades  beziehen. 

a.    Bei  dem  Ellipse ide  können  (Dq  und   Oi   alle  möglichen 
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Werthe  haben  und  eer  darf  immer  cDq  l>  OJi  vorausgesetzt  werden, 


Fig.  46; 


damit  die  erste  Ellipse  in- 
nerhalb der  zweiten  liegt, 
wie. dies  die  Figur  46  zeigt, 
in  welcher  DJ)  F©  Fi  üi  einen 
.  Quadranten  der  Zone  Z  dar- 
stellt. Für  (Dq  =z  \n  zieht 
sich  die  Curve  UqVq  .  .  . 
auf  den  Punkt  C  zusam- 
men, und  die  Zone  wird  za 
einer  Kappe  GUiVi  .  . ., 
deren    Fläche    Zi    heissen 

möge.     Aus  Nro.  94)  folgt  dann  smq)Q  =  «  oder,  wenn  wir  diesen 

besonderen  Werth  von  (po  mit  0  bezeichnen, 

97)  •'-  ^«^"^' 


sinö  =  «  == 


a 


und  nach  Nro.  95)  ist 

^^)  ^'  =A/  r^     J(«'-c*)[^W--E(yi)]+c«fJ'(g)-.F(y.)] 

4-a«c»[(?(ö)-ff(9),)]). 

Wenn  zweitens  in  der  allgemeinen  Formel  (»1  =  0  gesetzt 
wird,  so  fällt  die  untere  Curve  C7i  Fj  ...  mit  der  Horizontalspur  des 
£llipsoides  zusammen  und  es  entsteht  eine  von  den  Gurven  AB  .  .  - 
und  Uq  Fq  .  .  .  begrenzte  Zone,  deren  Fläche  Zq  heissen  möge;  die 
Formeln  94)  und  95)  geben  als  Werth  derselben 

99)  Zo  —  ,.    "^^        {(a2  -  c'O  E(ipo)  +  c^F((po)  +  a^c^  G^(<jPo)[ 

Für  Oq  =  ^71  also  (pQ  =  Ö  geht  diese  Zone  in  das  Halbellipsoid 
über ;  es  ist  demnach,  wenn  Sl  die  Gresammtoberfiäche  des  Ellipsoi- 
des  bezeichnet, 

=  -^42L=|(«2_c2)^((j)  -f  c'2F(ö)  +  a^c^a(ö)\ 

oder,  zufolge  der  Werthe  von  sin  6  und  G-(0) 

100)  Sl  =  2    cibE(ö)tan0  +  hF(6)cot6  +  cj- 
Aus  den  Gleichungen  98)  und  99)  ergiebt  sich  weiter 


£1 
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^-^^  =  i7===^|(«'-^')[^(<]po)  +  ^(9>i)  -  Em 

und  wenn  hier  »o  nnd  «i  so  gewählt  werden,  dass  90  und  91  der 
Gleichung 

cosö  =  00590  (^os^>\  —  sm  g)o  s«wg)i  -^(ö) 
genügen,  so  wird  einfacher 

2ö  —  Zj  =     .     ,  |((it2  —  c^)  x2s«n  9o  5«w  9^1  s«'w  ö 

+  a2c2[ö((|Po)  +  ff((jpO  -  ©(ö)]). 

Um  das  hiermit  gewonnene  Resultat  besser  übersehen  zu  können, 
venneiden  wir  alle  Abkürzungen,  drücken  sinq)^,  C08(pQ^  etc.  durch 
öl),  »]  aus,  und  gelangen  damit  zu  dem  Satze:  wenn  die  Neigungs- 
winkel »0  und  (Ol  der  Bedingung 

=  c\ah  +  (a^  —  c2)  stn  a>o  sm  cöi  I 
genügen,  so  ist 

102)  Z,^Zi=n  [^^^^Z^^^lzZ^smooSirKO,  —  c^ 

l  ab 

[C*  —  (a2  —  C2)  (5^  —  C-)  COS^Oq]  stUGio 


+ 


+ 


V(a2cos2  Oo  -(-  c^sm^  «o)  (b^cos^  «o  +  c^smä  q,^) 

[C*  —  («2  -.  c-0  (62  —  C2)  C0S2  O, ]  siw  üj 


V(a^cos^G)i+c'^sin'^(Oi)(b^cos^Oi+c'^sin^a}i) 

Auf  dem  dreiachsigen  Ellipsoide  lassen  sich  demnach  un- 
endlich viel  zusammengehörende  Zonen  und  Kappen  an- 
geben, deren  Flächeninhalte  um  algebraische  Ausdrücke 
differiren. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Sache  in  dem  speciellen  Falle 
Wo  =:  öl  I  d.  h.  wenn  nur  eine  Curve  isokliner  Normalen  vorhanden 
ist,  welche  die  Fläche  des  Halbellipsoides  in  eine  Kappe  Zi  und  in 
die  Zone  Zq  theilt.     Aus  Nro.  101)  folgt  dann  für  0  die  Formel 


tan  CD  := 


Y  (a-hb 


(a  -\-b  +  c)c 
und  ans  Nro.  102)  die  Relation 

a  +  b 

Schlftmich,  Analyüifl  II.  23 


2ji    Zq   =   7t 


ab  — 
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Die  Curve  der  isoklinen  Normalen  ist  in  diesem  Falle  der  Durch- 
schnitt des  EUipsoides  mit  einem  aus  den  Dimensionen 


Fig.  47. 


FH=—,       GH=—, 

c  c 


OH 


-v^ 


be 


construirten  eUiptischen  Kegel 
(Fig.  47);  die  Halbachsen  ihrer 
Horizontalprojection  sind 


OM 


ON 


V  (a  + 


+  h  +  e) 


{a  +  Dia  +  cY 


+  h  +  e) 


+  e){b+a) 
Es  wird  wohl  kaum  der  Bemer- 
kung bedürfen,  dass  diese  Sätze  die  stereometrischen  Gorrelate  zu 
den  F a gn an  o 'sehen  Theoremen  über  die  Ellipse  bilden. 

b.  Für  die  Hyperboloide  gelten  ganz  ähnliche  Entwickelnn- 
gen,  welche  indessen  keine  so  einfachen  Specialisirungen  zulasseD, 
weil  Oq  und  (Oi  bestimmte  Grenzen  nicht  überschreiten  dürfen.  Je- 
doch werden  folgende  Bemerkungen  von  Interesse  sein. 

Bei  dem  einfachen  Hyperboloide  kann  man  (Oq  -=  0  und 

C  ,        .  ah 


tan^coi  =  — 


oder    tan  (Ol  = 


A  +  B    "  ^-    '^"    '        c  Va»  +  ft« 
nehmen ;  die  erste  Curve  der  isoklinen  Normalen  fallt  dann  mit  der 
Horizontalspur  der  Fläche  zusammen,  und  die  zweite  hat  einen  mit 

dem  Radius  ya^  -j-  h^  beschriebenen    Kreis    zur   Horizontalprojec* 
tion.     Femer  wird  (pQ  =z  0^ 

iVa^  +  c2 


stnq)i 


oder  tanq>i  = 


bVoM^« 


und  nach  Substitution  dieser  Werthe  erhält  man  Z  aus  Nro.  95). 

Bei    dem    getheilten    Hyperboloide    empfiehlt    sich    die    Wah 

^0  =  1^,  wodurch  die  Zone  in  eine  Kappe  übergeht ,  und  als  spe* 

cieller  Fall 

Va2  +  62 

tan  (Ol  = ■ 

c 

Die  Horizontalprojection  der  Curve  isokliner  Normalen  ist  jetzt  eil 

Ellipse  mit  den  Halbachsen  -r-  und  — ,  welche  der  cfrösste  und  kleii 

0  a 


Die  elliptischen  Integrale.  355 

sie  Krümmungshalbmesser   einer  aus  den  Halbachsen  a  und  h  con- 
stmirten  Ellipse  sind. 

c.  Nachdem  wir  im  Vorhergehenden  solche  Zonen  bestimmt 
haben,  deren  Oberflächen  durch  unvollständige  elliptische  Integrale 
ansdrückbar  sind,  wollen  wir  noch  untersuchen,  ob  sich  auch  Zonen 
finden  lassen,  deren  Complanation  auf  vollständige  elliptische  Inte- 
grale führt.  Zu  diesem  Zwecke  geben  wir  der  Formel  87)  die  fol- 
gende Gestalt 

coscodOd(o 


--^//i 


und  seteen  zur  Abkürzung 

103)  r 

Da  es  sich  um  eine  Zone  handelt,  muss  0  von  0  bis  2^  ausgedehnt 
werden,  während  die  Grenzen  für  ö  von  der  Natur  der  Begrenzung 
der  Zone  abhängen.  Diese  Begrenzung  lassen  wir  vorläufig  unbe- 
stimmt und  bezeichnen  mit  g)q  und  Oj  die  Integrationsgrenzen  für 
o,  welche  selbstverständlich  gewisse,  später  zu  bestimmende  Func- 
tionen von  0  sind.     Hiemach  ist  der  Flächeninhalt  Z  der  Zone 

AB    r  ^   P      co8(od(o 

^—    C  J  ^J  (p  —  q8in^(o)^ 

oder,  wenn  sin  gü = ti  und  dem  entsprechend  sin  (Oq  =  t«o ,  sin  Oi  =  Ui 
gesetzt  wird, 

Stt  ttq 

du 


^=^M, 


_    (p-gw2)2 

0  ui 

Dkges  Integral  zerlegen  wir  auf  folgende  Weise 

^_AB  r    \  r    du     _  f    du 
c  J  "'"y  (p-qu^y     J  (p-iu'y- 

und  substituiren  im  Minuenden  ti  =  tte*,  im  Subtrahenden  u  =  Uit, 
wodurch  die  auf  die  neue  Yariabele  t  bezüglichen  Integrale  die  glei- 
chen Grenzen  0  und  1  erhalten  und  wieder  zusammengezogen  wer- 
den können,  nämlich 

23* 
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Für  die  Integrationsgrenzen  Uq  und  Ui  treiFen  wir  nun  eine  solche 
Wahl,  dass  das  vorliegende  Doppelintegral  in  ein  Product  zweier 
einfachen  Integrale  übergeht;  dieser  Fall  tritt  nämlich  ein,  wenn 

104)  wo=rAo\/^,       w,  =  Ai  \/| 

gesetzt  wird,  wo  Aq  und  Aj  beliebige  Constanten  bezeichnen.  Dies 
giebt 

AB  f'_de_  h^ ^i_L«. 

der  Werth  des  auf  t  bezüglichen  Integrales  heisse  zur  Abkürznog 
\M;  es  ist  dann 

105)   M=3-— ^,-^-3^  +  5«^yti;t^v 

und  nach  dem  Vorigen 

__  ÄBM    rj6_  _  2ÄBM    /^  (le 
2  0    J  pYpq  C       ^  pVpq 

Um  dieses  Integral  zu  reduciren,  benutzen  wir  die  Substitution 

tanO  =  y-ztcrnq), 

welche  giebt 

AB _  AB(a^cos'^(p  +  ß^sin^q>) 

^  ~  Äcos^q)  +  Bsin^q)'         ^  ~       Äcos^q)  +  Bsin^q)      ' 

,.  VäB  .  d(p 

Acos^q)  -\-  Bstn^q) 


In 


^^      23f        r  Äcos^q)  +  Bsin^q) 

CVabJ  Va^cos^q)  +~ß^^n^(p    ^' 

unter    dem    Integralzeichen    setzen     wir    noch     Ä  =  0(1  —  «2), 
B  =  0(1  —  ß^  und  erhalten  so 

In 


J     V. 


oder 
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worin  der  Modulus  x  durch  die  Formel 

Va2  —  /32        1/J5  —  ^ 


-  ß'  _  1 A^ 

«         —  K  0  — 


^~         «         —  KO  —  ^ 

bestimmt  wird.  Auf  jeder  centrischen  Fläche  zweiten  Gra- 
des lassen  sich  demnach  unendlich  viele  Zonen  angeben, 
deren  Complanation  mittelst  vollständiger  elliptischer 
Integrale  erster  und  zweiter  Art  ausführbar  ist.  Eine  der- 
artige Zone  wird>  von  zwei  Curven  begrenzt,  welche  durch  die  Be- 
dingungen in  104)  oder 


107) 


V  Ba' 


Bcosn)  +  Asin'^d 
stncDQ        '    '  ' 


Sin  (Ol 


cos^e  +  ÄßHin^O 

bestimmt  sind.  Die  Gleichungen  der  Horizontalprojectionen  beider 
Curven  ergeben  sich  hieraus  mittelst  der  Substitutionen 

\/     1  —  Äx^  —  By^  .     .       By 

r    1  —  Äa^x^  —  Bß^y^  Äx 

sie  lauten: 

(Äx^  +  £y^)(Aa^x^  +  Bß'^yO  =  ^^^^^^'  +  ^f'^Pv- 

Für  die  Construction  der  betreffenden  Curven  vierten  Grades  wür- 
den übrigens  Polarcoordinaten  bequemer  sein ;  setzt  man  zu  diesem 
Zwecke  in  der  ersten  Gleichung 

x  =  roC08X,    y  =  resmx,    -j t^  =  A,    —. iT-=^o 

1        Aq  1  Aq 

and  benutzt  für  die  zweite  Gleichung  eine  analoge  Bezeichnung,  so 
findet  sich 


j Aq  cos^x  +  ^0  sin^x 


(Äcos^X  +  Bsin^x)  (^  ^^  <^os^X  +  Bß^  sin^x) ' 


3 Äi  cos^x  +  Bi  sin^x 


^        (Äcos^X  +  Bsin'^x){Aa'^cos'^x  +  Bß^sm^x) 

Bei    dem    Ellipsoide   müssen   Tq  und  f]    kleiner  sein   als    der 
Iladiusvector 

1 
r  = 


Väcos^X  +  Bsin^x 
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welcher  in  der  Horizontalspur  der  Fläche  zum  Winkel  %  gehört;  es 
folgen  hieraus  die  Bedingungen  0  <;  Aq  <  /3  und  0  <ü  ^i  <i  ß- 
Bei  dem  einfachen  Hyperboloide  müssen  Vq  und  fi  mehr  als  r  betra- 
gen, wozu  nur  gehört,  dass  Aq  und  Xi  positive  echte  Brüche  sind. 
Bei  dem  getheilten  Hyperboloide  können  r^  und  ri  irgend  welche 
reelle  Werthe  haben;  dies  erfordert  negative  Aq,  Bq,  Ai,  Bu  welche 
entstehen,  wenn  1  <C  ^o  <C  /^  und  zugleich  l  <i  ^i  <^  ß  genom- 
men wird*). 


IX.   Die  Oomplanation  gewisser  Fusspunktfläohen. 

Wie  bei  den  Untersuchungen  des  vorigen  Abschnittes  sei 

Ax^  +  By^  +  Cjs^  =  l 

die  Gleichung  einer  centrischen  Fläche  zweiten  Grades;  die  Berüh- 
rungsebene  im  Punkte  xye  hat  dann  zur  Gleichung 

Axt  +  Byti  +  G^t=  1, 
worin  |,  i^,  ^  die  laufenden  Coordinaten  der  genannten  Ebene  he- 
zeichnen.  Eine  Senkrechte  vom  Coordinatenanfange  (dem  Mittel- 
punkte der  Fläche)  auf  die  Tangentialebene  schneidet  letztere  in 
einem  Punkte,  dessen  Coprdinaten  |,  ij,  ^,  bekannten  Formeln  zu- 
folge, sind 

u Ax 


V  = 


A^x^  +  B^y^  -f  (Pa^' 

By 

Ä^x^  +  B^y^  +  C2j&2' 

Cz 


A^x^  +  B^y^  +  (Pz^ 

Die  Punkte  £17^  bilden  in  ihrer  stetigen  Folge  die  sogenannte  Fuss- 
punktfläche  zur  ursprünglichen  Fläche;  als  Gleichung  der  neuen 
Fläche  erhält  man  durch  Elimination  von  Xj  y,  ß 

fc3  f)^  £2 


*)  Die  Oomplanation  des  dreiachsigen  EUipsoides  mittelst  elliptischer  In- 
tegrale ist  zuerst  von  Legcndre  gezeigt  worden  im  Traite  des  fonction» 
elliptiques,  Tome  I,  p.  350  bis  360.  Alle  übrigen  Resultate  des  Abschnittes 
YIII  hat  der  Verfasser  (zum  Theil  mittelst  anderer  Methoden)  entwickelt;  s. 
Sitzungsberichte  der  E.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  aus  dem  Jahre 
1862  (Leipzig  1863),  S.  23,  und  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Pl^ik,  Bd. 
IX,  S.  205. 
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Um  dieselbe  in  Polarcoordinaten  auszudrücken,  nennen  wir  r  den 
Radiusyecior  des  Punktes  |i?f ,  ferner  ^  den  Neigungswinkel  von 
r  gegen  die  Horizontalebene  |iy,  endlich  %  ^^^  Winkel,  welchen 
die  Horizontalprojection  von  r  mit  der  Achse  der  |  einschliesst;  es 
ist  dann 

^  =  rcostl^cosXi     rj  ^=  r costif sinx,     ^  =z  rsint, 
und  die  Gleichung  der  Fusspunktfläche  wird 

109)  r^  = __i^+__ +  __. 

Zur  Complanation  der  besprochenen  Fläche  benutzen  wir  die 
Formel  6)  auf  Seite  470  des  ersten  Theiles,  welche  wir  dem  vorlie- 
genden Goordinatensysteme  dadurch  anpassen,  dass  wir  erst  die 
Achsen  der  x  und  0  gegen  einander  vertauschen,  dann  d  =  ^n  —  ^*, 
G7  =  l^r  —  X  °^^  ^  unter  das  Wurzelzeichen  setzen.  Die  betref- 
fende Formel  lautet  jetzt 

und  liefert  zufolge  des  vorigen  Werthes  von  r^ 

Schreibt  man  1  —  cos^t  statt  sin^ip  und  setzt  zur  Abkürzung 

P  =  'j^cos^X  +  -^sin^X  —  1» 
80  hat  man  einfacher 

S  =  -^    /    /  Vi  +  Fcos^t  .  cost^xät- 

Das  auf  ilf  bezügliche  Integral  gewinnt  eine  bessere  Form,   wenn 
man  die  Substitution 

^^^^  1  +   Fcos^tlf  ~ 

anwendet,  aus  welcher  folgt 

es  wird  nämlich  rational 

1      r  r    1  4-  P 

^  =  -cJ  J{i  +  pt^y'^^^'' 


-IfV 
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oder  zufolge  des  Werthes  von  P 
^         ,,^,,,   r  r  (B^cosh  +  Ä^sin^x)dxdt 

Eine  weitere  Vereinfachung  bewirkt  die  Substitution 
111)  tanx=^  -jtanO, 

welche  giebt 

BHos^X  +  A^^^n^l  =  ^2coswTB^sinVr 

ÄBdd 

^  ~  Ä^cos^e  +  B^sinHr 

düdt 


S 


=  ABcff^ 


Setzt  man  schliesslich 

112)  ^  =  sin(o, 

so  erhält  man 

r   r costodcodO 

S  —  ^BCJ  J  (■^2cos''C3cos^e  +  BUos^cjsin^d  +  C^^sin^ay 

Dieses  Integral  hat  dieselbe  Form,  wie  das  Integral  in  Nro.  87). 
welches  zur  Complanation  der  centrischen  Flächen  zweiter  Ordnung 
diente;  es  liegt  daher  eine  Vergleichung  beider  Integrale  nahe. 
Denken  wir  uns  zu  diesem  Zwecke  ausser  der  Fläche  zweiten  Gra- 
des, deren  Fusspunktfläche  construirt  worden  ist,  noch  eine,    durch 

die  Gleichung 

A'x^  +  B'y^  -f  Cz""  =  1 

bestimmte  Fläche  zweiten  Grades,  so  gilt  für  letztere  die  Formel 

S'  = 

AB'C  coscodcjdO 


-IL 


(B'C'cos^cacos'^d  +  G'Ä'cos^casin'^O  +  Ä'B'sin'^Giy 
Es  wird  nun  8'  =  S,  wenn   erstens   Ä\  B\  C  mittelst  der  Pro- 
portion 

^  .  XI   .  o   —  A^  '  B^  '   (P 

bestimmt,  und  wenn  zweitens  die  Integrationsgrenzen  in  beiden 
Doppelintegralen  zur  Coincidenz  gebracht  werden.  Die  erste  Be- 
dingung verlangt  positive  A\  B\  C;  die  neue  Fläche  zweiten  Gra- 
des ist  daher  ein  EUipsoid,  dessen  Halbachsen  a',  V,  d  sich  verhal- 
ten wie  A^  i  B^  :  G^,  d.  h.  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  Halb- 
achsen der  ursprünglichen  Fläche,  so  dass  einfach 
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,        hc  ,,        ca  ,        ab 

a'  =  — ,         V  =  —,        c'  =  — 
a  h  c 

• 

gesetzt  werden  kann.  Um  die  zweite  Bedingung  zu  erfüllen ,  leitet 
man  aus  den  ursprüglich  gegebenen  Grenzen  für  ^  und  %  ^i©  neuen 
Grenzen  für  g)  und  ö  mittelst  der  Formeln  110),  112)  und  111)  ab, 
nämlich 

113)  sm^w  = ^ : 

114)  tanO  =  -r^tanX' 

Jedem  irgendwie  begrenzten  Stücke  der  Fusspunkt- 
fläche  (108)  entspricht  demnach  ein  gleichgrosses  Stück 
der  Oberfläche  des  Ellipsoides  mit  den  Halbachsen  a',  h\  c'. 

Lassen  wir  beispielweis  in  dem  Ellipsoide  6  von  0  bis  2n  und 
w  von  einem  constanten  Werthe  cOq  bis  zu  einem  zweiten  Werthe 
^\  <^,  ^Q  gehen ,  so  ist  in  der  Fusspuuktfläche  x  von  0  bis  2  JT  aus- 
zudehnen, und  an  den  Grenzen  gelten  zwei  Gleichungen ,  die  aus 
Nro.  113)  entspringen,  wenn  erst  «j  und  dann  «o  für  co  geschrie- 
ben wird.  Für  den  Fall,  dass  die  Fusspuuktfläche  aus  einem  Ellip- 
soide hergeleitet  wird,  sind  diese  Gleichungen 


sin*GiQ  = 


a^cos^ifcos^X  +  h^cos^^^sin^x  +  c^sin^ij^ 
oder  in  rechtwinkligen  Coordinaten 

•    2  _  ^'^' 

Hierin  liegt  folgender  Satz:  Der  Durchschnitt  der  Fuss- 
puuktfläche 

(^''  +  r-  +  t^y  =  aH'  +  h^V'  +  0^^^ 
mit  den  beiden  elliptischen  Kegeln 

a*S2    _^    &4^2  =  C^COt2(X)i^'2 

giebt  eine  Zone,  welche  denselben  Fläeheninhalt  besitzt 
wie  diejenige  Zone  des  aus  den  Halbachsen  a',  h',  d  con- 
Btrnirten  Ellipsoides,  deren  Begrenzungslinien  die  Gur- 
vcn  isokliiier  Normalen  mit  den  Neigungswinkeln  coi   und 


1 
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(Oq  sind.  Um  bei  dieser  Complanation  die  früheren  Formeln  unge- 
ändert  benutzen  zu  können,  ist  a  <C  6  <C  c  anzunehmcD,  wodurch 
a'  ^  y  '^d  wird;  die  Formeln  97)  bis  102)  gelten  dann  unmittel- 
bar, wenn  in  denselben  a,  h^  C  durch  a\  h\  c'  ersetzt  werden. 

Für  fiJi  =  0 ,  coo  =  §  Ä  geht  die  Zone  der  Fusspunktfläche  in 
die  halbe  Fusspunktfläche  über  und  die  ellipsoidische  Zone  wird  zum 
Halbellipsoide ;  die  ganze  Fusspunktfläche  besitzt  demnach  denselben 
Flächeninhalt  wie  das  Ellipsoid  aus  den  Halbachsen  a\  b\  if. 

Construirt  man  auf  dem  Ellipsoide  die  ejne  Gurve  isokliner 
Normalen,  welche  durch  die  Formel 

Y   (a'-f  5  4-c)c 
bestimmt  ist,  so  zerfällt  das  Halbellipsoid  in  eine  Kappe  und  in  eine 
Zone,  deren  Flächeninhalte  um  den  algebraischen  Ausdruck 


/ 


7t 


a'6'- 


(a'^  +  V''')c' 


y  1 


difieriren ;  hieraus  folgt  der  entsprechende  Satz,  dass  die  halbe  Fuss- 
punktfläche von  dem  Kegel 

gleichfalls  in  eine  Zone  und  in  eine  Kappe  zerlegt  wird,   deren  Flä- 
chendiflerenz  durch 

dargestellt  wird. 

Auf  dem  Ellipsoide  a'b'd  lassen  sich  ferner  Zonen  angeben,  de- 
ren Flächen  durch  vollständige  elliptische  Integrale  ausdrückbar 
sind.  Hierzu  gehört,  dass  0  von  0  bis  23r  ausgedehnt  wird,  und 
dass  an  den  Grenzen  für  (o  die  Gleichungen  107)  oder  hier 


sin^mn  = 


^'(C  — ^Ocos^ö  +  Ä'(C'  —  B')sin^d' 


B\a'-A')cosW  -f  A\a~JBr)sin^O 
stattfinden.     Den  Grenzen  ö  =  0  und  d  =  2jt  entsprechen  wieder 
die  Grenzen  ;j  =  0  und  %  =  ^^l  ferner  ist,  wenn  man  Ä\  ff,  C 
durch  Ä,  B,  G  und  0  durch  %  ausdrückt, 

stn^Oo  =  7-TS 7^::^^?::^ — tt 


stn'^cji  = 


k^A^B' 

(^2_  C^)B^co8^x  +  (B^—  G^Ahin^x 
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Nimmt  man  hierzu  die  Gleichung  113),  indem  man  erst  cOq,  nachher 
(ö,  für  a  schreibt,  setzt  dann  für  -4»,  B^  C*  ihre  Werthe  und  be- 
nutzt die  Abkürzungen 

^0  «2  ^1  —   ||2 


60  gelangt  man  zu    folgenden   auf  die  Grenzen   bezüglichen  Glei- 
chungen 

^^n  w  —  ^f^^a^)cQs'^x  +  (c*  — 6*)sm3;t' 


"  (c*  — o^)cos^;U  4-  (c*  —  5*)sm3;|f 
In  rechtwinkligen  Goordinaten  sind  dieselben 


r-  +  1?«  +  S*        (c*  — a0|2  +  (c*-60i?»' 

I''  +  1?*  +  g^  ~  (c*  -  a*)  I*  +  (c*  - 1^01^2 
und  repräsentiren  zwei  Kegel  vierten  Grades.     Letztere   schneiden 
aus  der  Fusspunktfläche  eine  Zone  heraus,  deren  Flächeninhalt  durch 
vollständige  elliptische  Integrale  bestimmt  wird  *). 


*)  Den  speciellen  Satz  von  der  Complanation  der  ganzen  Fusspunktfläche 
des  EUipsoides  hat  Tortolini  gefunden,  Crelle's  Journal,  3d.  31,  S.  17. 
Alle  übrigen  Resultate  des  Abschn.  IX  sind  vom  Verfasser  entwickelt  worden, 
theils  in  den  Sitzungsberichten  der  K.  Sachs.  GeseUsch.  d.  Wissensch.  Jahrg. 
1S62,  S.  51,  theils  in  der  Zeitschr.  f.  Mathematik  u.  Physik,  Bd.  IX,  S.  205. 
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ELLIPTISCHEN   FUNCTIONEN 


Die   elliptischen  Functionen. 


L   Definition  und  reelle  Periodicität  der  elliptiselien 

Functionen. 

Nach  einer  schon  früher  gemachten  Bemerkung  würde  eine 
systematische  und  von  geometrischen  Kücksichten  freie  Ausbildung 
der  Analysis  zwar  später  als  gewöhnlich,  aber  ebenso  sicher  zu  den 
goniometrißchen  und  cyclometrischen  Functionen  geführt  h^ben.  Die 
letzteren  hätte  man  in  diesem  Falle  als  Integral werthe  definirt, 
DämHch 


j      .  ,        dis  ^     .  r    dz 

Ärcstn 


ine  =  I ,  ,  ,      Ardang  =    I  - — ; — - ,  etc. 

0  0 

und  nachher  durch  ümkehrung  der  Gleichungen 

Arcsinjs  =  u,      Arctanz  =  v,  etc. 

die  goniometrischen  Functionen 

e  :=  sinu,      z  =  ta/iiv^  etc. 

aus  ihnen  hergeleitet.  Auch  die  reelle  Periodicität  von  smu,  tanv^ 
etc.  würde  sich  dann  auf  rein  analytischem  Wege  ergeben  haben, 
nnd  zwar  mittelst  des  Satzes,  dass  die  vorhin  erwähnten  Integrale 
im  Allgemeinen  unendlich  vieldeutig  sind  (S.  72  bis  77).  Angesichts 
der  ausserordentlichen  Leichtigkeit  und  Bequemlichkeit,  womit  sich 
die  goniometrischen  Functionen  bei  vielen  analytischen  Untersu- 
chungen verwenden  lassen,  liegt  es  nahe,  auch  die  elliptischen  Inte- 
grale umzukehren,  also  diejenigen  Functionen  zu  betrachten,  welche 
entstehen,  wenn  man  sich  Gleichungen  wie 
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/dz                              r  dz 

■■  1^  I   —  — -—   \i      gfu 

V(l— ;^2)(l_^2^2)  '      o/    1/(1  +  ^2)(1  +  li^Z^) 

narch  Ä  aufgelöst  denkt.  Diese  Umkehrungen  der  elliptischen  Inte- 
grale mögen  elliptische  Functionen  heissen  *);  sie  sind  gewisser- 
ma^sen  höhere  goniometrische  Functionen  und  gehen  in  speciellen 
Fällen  (z.  B.  für  Ä;  =  0  oder  A;  =  1)  in  die  goniometrischen  Func- 
tionen über. 

Wir  betrachten  zunächst  das  einfachste  elliptische  Integral 


ivrr 


1)  /  ^^  ^  =  u    oder    JP(Ä;,  (p)  =  « 

Ä;2  sW  xp 


und  denken  uns  hierbei  den  Modulus  Je  und  den  Integralwerth  u  als 
gegeben,  q)  dagegen  als  Function  von  u  und  nebenbei  von  k.  Um 
dafür  eine  sprechende  Bezeichnung  zu  erhalten,  möge  daran  er- 
innert sein,  dass  linker  Hand  (f  die  Amplitude  des  Integi*ales,  also 
auch  die  Amplitude  von  u  bedeutet;  man  benutzt  daher  den  Aus- 
druck „Amplitude  von"  als  Functionszeichen  und  schreibt  abgekürzt 

2)  9  =  «Wtt»      (mod.  =  k) 
oder 

3)  (p  =  am(u,  k), 

wobei  die  Angabe  des  Modulus  wegbleiben  kann,  wenn  der  Werth 
desselben  von  selbst  bekannt  ist.  In  den  zwei  speciellen  Fällen 
jfc  =  0  und  k  =  1  lässt  sich  die  Function  am(u,  k)  leicht  durch 
gewöhnliche  Functionen  ausdrücken.  Für  A;  =  0  wird  nämlich  aus 
Nro.  l)  (p  =  u  und  aus  Nro.  3)  9?  =  am(u,0),  mithin 

am(u,  0)  =  u. 

Für  A;  =  1  giebt  die  Gleichung  1) 

ltan(\7C'{-lq))  =z  u    oder    9?  =  2arctane^  -f-  ^^  —  l^r, 

und  die  Gleichung  3)  g?  =  äm(u,  1)  mithin 

am(u,  1)  =  2arctane^  +  (m  —  |)3r, 

wo  m  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Dieselbe  bestimmt  sich  durch  die 
Bemerkung,  dass  (p  und  u  gleichzeitig  wachsen,  und  zwar  q)  von  0 
bis  I^T,  wenn  u  von  0  bis  00  geht;  bei  positiven  u  liegt  demnach  (ji 
zwischen  0  und  |jt,  mithin  ist  m  =  0. 

Wir  kehren  nun  zu  den  allgemeinen  Gleichungen  1)  und  3)zu- 


*)  Wir  folgen  hier  der  zweckmässigen  Noraenclatur  Jacob i 's,  während 
Legendre  jP(A:,  ^),  E(ky(p)y  JI(k,(p)  elliptische  Functionen  nennt ,  was 
offenbar  weniger  bezeichnend  ist,  als  der  Ausdruck  etUptische  Integrale. 
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rück  und  denken  uns  darin  die  Amplitude  q)  von  beliebiger  Grösse, 
nämlich  als  das  m- fache  des  Quadranten  \7C  plus  einem  Eeste  Q,  der 
kleiner  als  Itc  ist.     Hierbei  sind  gerade  und  ungerade  m  zu  unter- 

N 

scheiden.  Im  ersten  Falle  m  =  2n  geht  die  Gleichung  9?"  = 
m  ,\ii  ■{-  Q  in  (p  =  nTC  +  q  über  und  es  ist  dann 

Das  erste  Integral  rechter  Hand  lässt  sich  nach  dem  Schema 
nn  n  271  371  nn 

0  0  TT  271  (n— 1)71 

in  n  einzelne  Integrale  zerlegen,  und  wenn  man  hier  folgende  Sub- 
stitutionen vornimmt, 

im  ersten     Integrale  <p  =  1I;, 
„    zweiten         „         ^  ==  ;r  +  V, 
„     dritten  „  tp  =  27t  -{-  if, 


im  n-ten  Integrale     (p  =  (n  —  l);r  -|-  ^, 

80  erhalten  alle  jene  Integrale  die  nämliche  Form  und  es  wird 

«71  n 

/d(p     r  di\f 

oder  auch,  weil  -^(1^)  von  ^  =  i;r  bis  ^  =  3r  dieselben  Werthe 
hat,  wie  von  ^  =  0  bis  ^  =  jjr^ 

»obei  zur  Abkürzung  JP(Ä,  \7t)  =  K  gesetzt  worden  ist.  Ferner 
{eht  das  letzte  Integral  in  Nro.  4)  durch  Substitution  von  9?  = 
»«  +  ^  über  in 

/nn  +  Q  Q 

ä(p  _     r  d'ilf 

J{fp)  -  J  z/(^)  ' 
0  0 

ich  Nro.  4),  5)  und  6)  zusammen  ist  also 

fei  ungeraden  m  =  2n  —  1  wird  die  Gleichung  9  =  m  .  Ja  -f-  p 

BehlOuiloh,  Asalysls.  IL  24 


370  Die  elliptischen  Functionen. 

zu.  q)  =  nTC  —  Q^TC  —  q)  oder  kürzer  (p  =  n7t  —  0,  wo  0  wieder 
ein  Bogen  des  ersten  Quadranten  ist.     Man  hat  nun 

nn—<T  nn  nit  nn 

dq) 


J  J(w)  —  J  J(w)         J  ^(w)  —  ^^^        J 


z/((3p)        J    ^((jp)        J    ^(cp)  "        J   J{ip) 

und  wenn  man  im  letzten  Integrale   (p  =  nn  —  "^  setzt,  so  wird 

nn — G  ff 


Die  Gleichungen  7)  und  8)  lassen  sich  zu  der  einen  Relation 

nnj^X 

9)  r  ^'p  —c^^^  r  ^9 


«^±X  X 

zusammenfassen,  welche  zeigt ,  wie  ein  Integral  mit  beliebiger  Am- 
plitude durch  das  vollständige  Integral  K  und  durch  ein  unvollstän- 
diges Integral  ausgedrückt  wird,  dessen  Amplitude  %  zwischen  0 
und  \7C  liegt. 

Es  bedarf  nur  einer  anderen  Schreibweise  der  Gleichung  9),  um 
zu  einer  Fundamentaleigenschaft  der  Function  amu  zu  gelangen. 
Setzt  man  nämlich 

/nn+x 
d(p    r  (?y    

so  ist  einerseits  nach  Nro.  9) 

V  =  2nK  +  u. 
Andererseits  folgt  durch  Umkehrung  der  vorhergehenden  Gleichungen 

X  =  amu,       nie  +  ;u  =  amv, 
und  wenn  man  die  Werthe  von  %  und  v  in  die  letzte   Gleichung 
substituirt,  so  gelangt  man  bei  umgekehrter  Anordnung  beider  Sei- 
ten zu  der  Formel 

10)  am(2nK  +  u)  =  fiTt  +  amu. 

Es  sei  ferner 

Ol 

d(p 


/: 


.  -»(f) 


=  w    mithin    OJ  =  amw, 


man  findet  dann  sehr  leicht 


/ 


—  Ol  ' 

=  —  w   und   —  (o  =  am  ( —  fo) 


,     ^(9') 
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d.  i.  durch  Yergleichong  beider  Ergebnisse 
11)  am( — «7)  =  —  atntp. 

Mittelst   der    gewonnenen  Formeln   kann  man   sich  von  dem 
Laufe  der  Function  amu  ein  Bild  machen,  falls  u  auf  reelle  Werthe 

Fig.  48. 


beschränkt  wird.    Construirt  man  nämlich  u  als  Abscisse,  <pz=amu 
als  Ordinate,  so  gehören  zu  den  Abscissen  (Fig.  48) 


0,       OKi  =  K, 
die  Ordinaten 


0K2  =  2jr,     OKs  =  3jr, 


•  •  •  • 


0, 


7t 


-KiXi  =  -r-, 


KqL 


2-^2 


2~,    KzLs  =  3-—, 


•  •  •  • 


die  Punkte  Xi,  Z^,  Xs,  .  .  .  liegen  demnach  in  einer  durch  den 
Coordinatenanfang  gehenden  Geraden.  Ist  ferner  für  irgend  einen 
Püflkt  P  die  Abscisse  ==  w,  die  Ordinate  =  amu  und  t  der 
Winkel  zwischen  der  Tangente  in  P  und  der  Abscissenachse,  so  hat 

man 

damu  d(p 


tont  =:i 


=  Vi  —  Ä« 


sm^g) 


dtp  :  Vi  —  7c^sin^(p 
mithin  im  Coordinatenanfange  tant  =  1,  und  nachher,  wenn  P 

nach  Li  gelangt  ist,  tan  r  ^=  Vi  —  Ä* ;  der  Winkel  r  fängt  also 
mit  450  an  und  vermindert  sich  bis  ardanld.  Wegen  am{2K — v) 
=  «—•  am«  ist  der  Bogen  LiIj2  congruent  dem  Bogen  OIj\,  aber 
von  entgegengesetzter  Lage;  aus  aw(2Ä'-f-w)  =  ä  -f"  ^*ww  folgt 
weiter,  dass  der  Bogen  X3X3  dem  Bogen  OZi  in  gleicher  Lage  con- 
gruent ist,  u.  8.  f.  ins  Unendliche  nach  beiden  Seiten  hin. 
Die  ümkehrung  des  elliptischen  Integrales 


12) 


r ds _^ 


){l—h*g^ 


24* 
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ergiebt  sich  nun  leicht  aus  dem  Vorhergehenden.  Für  jer  =  siwqp 
wird  nämlich  die  Gleichung  zur  folgenden 

J  ^(9)     "' 

diese  liefert  fp  =  amu,  mithin  ist,  wegen  e  =  sin^>, 
13)  z  =  sinamu 

die  Umkehrung  von  Nro.  12).  Eine  ganz  ähnliche  Behandlung  ge- 
statten alle  elliptischen  Integrale,  welche  sich  auf  das  elliptische  In- 
tegral erster  Art  zurückführen  lassen.     Aus  der  Gleichung  z.  R 

J    V(l—j?2)(fe'2^;k2^2) 

folgt  für  z  =  cosq) 


f 


dw 


und  nach  dem  Vorigen 

15)  e  =:  cosamv. 
Ebenso  liefert  die  Gleichung 

16)  /,  ^'  = 

J  V(l  —  z'')  (js^  —  Ä;'5) 

welche  für  z  =  Vi  —  Tfi^sin^^p  in 


«^ 


/: 


dw 

— - —  =  w 

0     ^(9» 


übergeht,  die  ümkehrnng 

17)     .  jp  =  Vi  —  Ic^sinl^afnw  =  ^Jamw. 

Die  hier  aufgeführten  drei  Functionen  der  Amplitude  sind  die 
wichtigsten  unter  denjenigen  Functionen,  welche  durch  Umkehrmig 
der  elliptischen  Integrale  erster  Art  entstehen;  sie  bilden  eine  Gruppe, 
welche  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  ungefähr  dieselbe 
Stelle  einnimmt,  wie  der  Sinus  und  Cosinus  imter  den  goniometri- 
sehen  Functionen.  Man  erkennt  dies  leicht  aus  den  betreffenden 
Differentialformeln;  die  Gleichung 

damu  =  Vi  —  h^sin^q)  •  du  =  datnu  .  du 
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liefert  nämlich 

Idsinamu  =  cosamu  ^amu  .  dfu, 
dcosamu  =  —  sinamu^amu  .  du, 
d^amu   =  —  k^  sin  am  u  cosamu  .  du. 

Auch  hinsichtlich  der  Periodicitat  findet  eine  nahe  Verwandt- 
schaft zwischen  den  elliptischen  und  goniometrischen  Functionen 
statt.    Wegen  am(2K — w)  =  jt  —  am  u  ist  nämlich 

sin  am  (2K  —  u)  =  sin  {it  —  am  u)  =  sin  am  m; 
auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich 

sinam{2K-\-u)  =  —  sin  am  u, 
mam(JLK — u)  =  —  sinamu,  sin  am  {4c  K  -^-u)  =  +  sinamu, 
woraus  erhellt,  dass  das  vollständige  Integral  K  dieselbe  Bedeutung 
für  den  Amplitudensinus  hat,  wie  die  Zahl  \7t  für  den  gewöhnlichen 
Sinus.  Beachtet  man  noch  die  Kelation  am{ — v)  =  —  amv,  so 
gelangt  man  leicht  zu  folgenden  Formeln 

19)  mam{u'¥2E)  = — sinamu,    cosaw(w  +  2X)  =  —  cosamu, 

^am(u-¥2K)  =  z/aww, 

20)  sinam(u-^r4tK)  =  sinamu,    cosam(u  +  4iK)  =  cosamu, 

^am(u^4tK)  =  ^amu. 

Die  elliptischen  Functionen  bleiben  demnach  viiigestört,  wenn  die 
Variabele  um  4tK  wächst,  d.h.  sie  besitzen  eine  reelle  Periode, 
deren  Index  z=  4tK  ist.  In  dem  öpeciellen  Falle  Je  =  0  wird 
K=\7C,  sinamu  =  sinu,  cosamu  =  cosu,  /dlamu=  1  und 
dann  enthalten  die  Formeln  20)  den  bekannten  Satz  von  der  reellen 
Periodicitat  der  Functionen  sinu  und  cosu.  Nimmt  man  dagegen 
i  =  1,  so  wird  K  =  CO-,  aus  Nro.  12)  und  13)  ergiebt  sich 

stnam(u,  1)  = ; =  -r — ; — - 

und  ii^  der  That  besitzt  dieser  Ausdruck  keine  reell^  Periode  mehr. 
Erinnert  man  sich  aber,  dass  zufolge  der  Gleichung 

die  Ezponentialgrösse  6^**  als  eine  periodische  Function  anzusehen 
ißt,  deren  Periode  den  imaginären  Index  n  V —  1  besitzt,  so  erkennt 
nian  auch  in  sin  am  (u^  1)  eine  periodische  Function  mit  dem  Index 

3t  V—  1.  Ob  diese  Eigenschaft  von  sinamu  nur  in  dem  speciellen 
Falle  Ä;  =  1  oder  auch  für  andere  Moduli  besteht,  das  bedarf  einer 
näheren  Untersuchung. 
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n.    Die  doppelte  Periodicität  des  Amplitudensiniis. 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  dem  Integrale 

dz 


A 


setzen  dabei  z  als  beliebige  complexe  Variabele  voraus  und  u^te^ 
suchen  die  verschiedei^en  Werthe,  welche  das  Integral  auf  verschie- 
denen Integrationswegen  erhält  (vergl.  Seite  73).  Zur  Abkürzung 
sei  hierbei 

/(^)  =  .y  ^    ==, 

und,  wo  es  nöthig  ist,  möge  der  absolute  Werth  von  f(js)  mit  [f{z)\ 
bezeichnet  werden. 

Dem  Anfangswerthe  £r  =  0  entspricht  /(O)  =  i  1 ;  um  die 
hierin  liegende  Doppeldeutigkeit  zu  vermeiden,  nehmen  wir  /(O)  = 
4-1.     Da  ferner 

...         1  1  1  1  1 


h    MT^Tz  Vi  + 


Vi^  VT^ 


ist,  so  besitzt /(-e^)  vier  ausgezeichnete  Punkte 

^=  +  1,    z  =  —  \,    ^  =  4-—,    ^  =  — — , 

in  welchen  f(z)  unendlich  wird ;  diese  Punkte  sind  gleichzeitig  Ver- 
zweigungspunkte, deren  Umkreisung  einen  jedesmaligen  Vorzeichen- 
wechsel von  f{z)  zur  Folge  hat.  Die  beiden  ersten  Punkte  liegen 
auf  der  Abscissenachse  in  den  Entfernungen  0¥\  =  +  1  und 
OF2  =  —  1 ,  die  beiden  anderen  liegen  auf  oder  ausserhalb  der 
OJ- Achse,  jenachdem  7c  reell  oder  complex  ist;  der  Allgemeinheit 
wegen  setzen  wir  das  Letztere  voraus  und  denken  uns  demgemäss 

1  1 

Gl  und  6r3  als  Repräsentanten  von  -f"  "t  nnd  —  -7-  (Fig.  49).  Las- 

sen  wir  nun  die  Variabele  0  von  0  aus  eine  geschlossene  Curve 
durchlaufen,  welche  nur  den  Punkt  Fi  einmal  umkreist,  und  nennen 

wir  I{Fi)  den  entsprechenden  Werth  \oiiff{z)dz,  so  ist,  wie  auf 

S.  74 
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Im  zweiten  Integrale  setzen  wir  0  =  1  —  re*^,  wo  r  den  Halbmes- 
ser des  Kreises  AiBiC]Ai  bedeutet,  und  bemerken  noch,  dass  f(0) 
auf  dem  Eückwege  von  Äi  0  das  entgegengesetzte  Zeichen  hat  wie 
auf  dem  Hinwege  0  Ai ;  wir  haben  dann 

Fig.  49. 


1 — r  2n  0 

I(Fi)  =    //(«)  de  —  ir  //(l  -  re<&)  &edO  +   /{—  U(M  ^«- 

0  0  1— r 


0  0 

Das  auf  den  Kreis  bezogene  Integral  ist 


271 


271 


=  iVrJ  ', 


i'^ 


dd 


0    V(2  —  re*ö)  (I  —  A;  +  Jcre^O)  (1  +  Ä  —  kre*0) 
und  geht  für  r  =  0  gleichfalls  in  Null  über;  es  bleibt  daher 

10  1 

i(F,)  ==  Jmdz  -  Jf{z)dz  =  2  Jmdz 


=./ 


dz 


=  F, 


0  V(i— ^2)(i_A;2^2) 
Wobei  F  zur  Abkürzung  dient.  Bei  einem  zweiten  Umlaufe  um  Fi 
gelten  wieder  dieselben  Schlüsse,  nur  ändert  sich  das  Vorzeichen, 
weil  jetzt  f(z)  mit  dem  Endwerthe  —  1  anfängt  und  mit  dem  End- 
werthe  -f-  1  nach  0  zurückkehrt;  für  den  zweiten  Umlauf  gilt  also 
der  Integral werth  —  F,     Bezeichnet  überhaupt  J»(Fj)  den  Werth, 
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welchen  das  Integral  nach  n  Umkreisungen  des  Punktes  Fi  allein 
erhält,  so  ist 

/«(Ji)  — 0,     Is(Fi)z=F,     I^(Fi)  =  0,    Js (f,)  =  f  u.  g.  f. 

Mittelst  ganz  analoger  Betrachtungen  gelangt  man  zu  denWerthen, 
welche  das  Integral  annimmt,  wenn  man,  von  0  ausgehend,  den 
Punkt  F^  mehrmals  umläuft;  es  findet  sich  zunächst 

dg 


"^''='/w 


=  —  F 


und  nachher 

I,(F,)  =  0,  I»(Fi)  =  -F,  MFi)  =  <i,  MF^)  =  - F u.s.'^. 
Nach  derselben  Methode  ergeben  sich  auch  die  Werthe  des  Integra- 
les, welche  den  Umläufen  um  öi  allein  oder  um  öa  allein  entspre- 
chen; setzt  man  nämlich  zur  Abkürzung 

1 


/         d^  _  f, 

// V(i— ««)(i— fc»«») 


80  erhält  man 

/l(öO=ö,       l2(öl)  =  0,       Is(Gi)=a,       24(öi)  =  0,ILB.W. 

Ii(ö^j)  =  — ö,    I2(Ö2)  =  0,   Ib(G2)  =  —G;    14(6^2)  =  0,il B.w. 

Der  allgemeinste  Integrationsweg  von  0  nach  irgend  einem  Punkte 
P,  welcher  die  complexe  Zahl  ;er  =  a?  -|-  ^y  repräsentirt,  besteht  nun 
aus  beliebig  vielen  Umläufen  um  die  vier  Verzweigungspunkte  und 
aus  dem  geradlinigen  Wege  von  0  nach  P.  Jene  Umläufe,  in  irgend 
welcher  Ordnung  genommen,  liefern  zufolge  der  ihnen  entsprechen- 
den Werthe  einen  Ausdruck  von  der  Form  ftJP  +  v6r,  worin  ft  und 
V  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  positiv,  Null  oder  negativ  sein  können. 
Der  allgemeine  Werth  des  Integrales  ist  daher 

21)  ff{e)äz  =  /iF  +  vff  +  J{±  um  dz, 

0  0 

und  zwar  bestimmt  sich  im  geradlinigen  Integrale  das  Vorzeichen 
von  f(z)  durch  den  Endwerth,  womit  f{z)  nach  jenen  Umläufen  in 
0  ankommt.  Um  hierüber  zu  entscheiden,  untersuchen  wir  die  fol- 
genden allein  möglichen  vier  Fälle 

ft  gerade,  v  gerade, 

fi  ungerade,       v  ungerade, 

fi  gerade,  v  ungerade, 

fi  ungerade,       v  gerade. 
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Der  erste  Fall  tritt  ein,  wenn  man  mehrmals  Fi ,  dann  F2 ,  wieder 
Fl  und  Fi  etc.  umgeht,  aber  mit  Umkreisungen  des  Punktes  F2  ^^nf- 
liört,  dann  ebenso  mit  Gi  und  G2  (oder  mit  -G-z  und  Qi)  verfuhrt 
und  schliesslich  den  geraden  Weg  OP  geht.  Nun  ist  f(js)  positiv 
längs  OFi,  negativ  von  Fi  bis  F2»  positiv  von  JPg  bis  0,  und  so  oft 
auch  diese  Hin-  und  Hergänge  wiederholt  werden  mögen,  so  erhält 
doch  f(0)  den  positiven  Endwerth  /(O)  =  +  1 1  sobald  man  nur 
immer  mit  F2  aufhört.  Dasselbe  gilt  nachher  bezüglich  der  Punkte 
Gl  und  G2 ;  im  geradlinigen  Integrale  fangt  daher  f(ßi)  mit  dem  po- 
sitiven Werthe  /(O)  =  -|-  1  ö''^  ^^^  bleibt  positiv,  weü  zwischen  0 
und  P  kein  Yerzweigungspunkt  liegt.  Für  fi  =  2 jp  und  v  =  2  g 
ist  daher 

t  z 

ff{z)dz  =  2pF  +  2qG  +  Jf{^)de. 
0  0 

wof&r  man  auch  schreiben  kann 

z  t 

22)  ff{z)d0  =  {2p  +  2q)F  ~  2gi{F—  G)  ^  Jf{z)dz. 
0  0 

Der  zweite  Fall  entsteht,  wenn  man  mehrmals  Pi,  JPg»  J^i>  -^2  etc. 
umkreist,  aber  mit  Umkreisungen  des  Punktes  Fi  aufhört  und  nach- 
ber  ebenso  mit  Gi  und  G2  verfahrt.  Nach  den  Umgängen  um  Fi , 
^j,  Fj ,  ^2>  •  •  •  •  -^1  kommt /(jer)  mit  dem  negativen  Zeichen  in  0 
an;  den  weiteren  Umläufen  um  6ri,  G^^  öi,  Ö2»  •  •  •  •  ^i  entspre- 
chen ebenso  viele  Zeichenwechsel,  nach  dem  letzten  Umlaufe  ist  da- 
her/(ff)  wieder  positiv  und  bleibt  es  längs  OP.  Für  ft  =  2j9  —  1 
und  v  =  2  3  -|-  1  hat  man  also 

»  z 

f/(,e)dz  =  (2p-l)F  +  (22  +  1)  ö  +Jf(.e)dg 

0  0 

oder  auch 

t  z 

23)  Jf(0)dz  =  (2p  +  2q)F'-(2a  +  1)(F~  G)  +  Jf{z)dz. 
0  0 

^'ie  man  sieht,  lassen  sich  die  Gleichungen  22)  und  23),  welche  den 
beiden  ersten  Fällen  entsprechen,  zu  der  folgenden  einen  Gleichung 
zuBammenfassen 

u  z 

24)  Jfie)dz  =  2mF  +  n(F—  G)  +  Jf{ß)dz, 
0  0 

worin  m  und  n  ganze  Zahlen  sind. 


378  Die  elliptischen  Functionen. 

Der  dritte  Fall  tritt  bei  folgender  Anordnung  der  Umläufe  ein 

TT!  TT!  13T  TJT  TT! 

-*^1»    -*^2»   •'^l»    •*^2»   ....  i^2» 

Gl,  ©2»  öl,  Ö2»  ....  Ö2,  ffi; 

nach  dem  letzten  Umlaufe  um  F^  ist  f(ß)  positiv,  nach  dem  letz- 
ten Umlaufe  um  Gri  negativ;  man  hat  daher  für  ft  =  2jp  und 
V  =  2q  +  1 

t  z 

Jf{z)dz  =  2pF  +  (2a  +  l)G  —  Jne)dz 


0 
oder 


t 


26)  ff(z)dz=(2p  +  2a  +  l)F-(2q+l)(F-a)—Jf{e)dz. 
0  0 

Dem  letzten  Falle  endlich  entspricht  folgende  Anordnung  der  Um- 
läufe 

TP         77*'        17^         TT*  TP        TP 

•^1»  J^29  -^1»  -P2»  ....  xa»  -^ii 

(ri,   Ö2»   ffl»    Ö2,  ....   (t2; 

nach  dem  letzten  Umlaufe  um  Fi  ist /(«er)  negativ,  nach  dem  letzten 
Umlaufe  um  G2  gleichfalls;  für  fi  =  2jp  +  1,  v  =  2q  hat  man 
folglich 

Jf(z)dz  =  (2p-\-l)F  +  2ciG  -  Jf{z)dz 
0  0 

oder 

z  z 

'^^)    ffiß^) äe  =  (2i>  +  23  +  1)^  —  2g (JP—  G)  —Jf(^)  ^^' 
0  0 

Auch  die  Gleichungen  25)  und  26)  lassen  sich  unter  einer  gemein- 
schaftlichen Form  darstellen,  nämlich 

z  z 

27)  //W  dz  =  (2m+l)F  +  n(F—G)  —  Jf(/)  dz, 
0  0 

worin  m  und  n  ganze  Zahlen  bedeuten.  Alle  die  verschiedenen 
Werthe,  welche  ff  (z)  dz  auf  verschiedenen  Integrations wegen  be- 
kommen kann,  sind  demnach  in  den  beiden  Formeln  24)  und  27) 
enthalten.     . 

Es  handelt  sich  nun  um  die  Berechnung  der  beiden  Integrale 
F  und  F  —  G.  Das  erste  bietet  keine  Schwierigkeit,  namentlich 
wenn  k  als  reeller  echter  Bruch  vorausgesetzt  wird,  wie  dies  später 
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geschehen  soll.  Was  ferner  den  Ausdruck  F  —  ff  anbelangt,  so  ist 
er  der  Werth,  welchen  f{z)  dz  erhält,  wenn  die  Punkte  Fi  und  ffi 
nach  einander  umlaufen  werden  (Fig.  50).     Diesem  Wege  lässt  sich 


Fig.  50. 


folgender  andere  substituiren :  man  gehe 
geradlinig  von  0  nach  einem  nahe  vor 
^1  liegenden  Punkte  ilf,  beschreibe  mit 
FiM  als  Radius   einen  Kreis  um  ^i, 
gehe   dann    in    gerader  Linie  von  M 
nach    einem   nahe    vor    ffi    liegenden 
Punkte  N^  beschreibe  wieder  mit  ffi^ 
als  Radius    einen   Kreis    um    ffi   und 
kehre  dann  auf  der  Geraden  NO  nach 
0  zurück,  wobei  man  statt  des  letzten 
geradlinigen  Weges  NO  auch  die  ge- 
brochene Linie  NMO  wählen  kann,  weil  innerhalb  des  Dreiecks 
OMN  kein  ausgezeichneter  Punkt  liegt.     Die  Vorzeichen  von  f{z) 
ßind  auf  den  hier  vorkommenden  Geraden 


längs         OM,         MN,         NM,        MO, 
positiv,     negativ,      positiv,      positiv, 
es  ist  also  für  FiM  =  GiN  =  r 


1 


F-  ff= 


1— r  * 

//Wö^^  +  Kreisintegral  +    f{—Lf(zy]}dz 


l—r 


1— r 
0 


+  Kreisintegral  +  J{+  lf{z)]}  de  +  J[-\-  (/(^)]}  de, 

1  l—r 


1 


wobei  das  erste  geradlinige  Integral  sich  gegen  das  letzte  hebt  und 
das  zweite  geradlinige  Integral  dem  dritten  gleich  ist.  Lässt  man  r 
in  Null  übergehen,  so  verschwinden  die  beiden  Kreisintegrale  und 
es  bleibt 

1 


K 

F—  G  =  —  2    / 


dz 


f  V(l-'Z^){l—k^z^) 

Wir  setzen  nun  k  als  reellen  positiven   echten  Bruch  voraus. 
Es  ist  dann  reell 

r=2    /  ,  ^'  =  2K. 

/     V(l— ä2)(1—  Ä««2) 
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Dagegen  ist  F  —  Cr  rein  imaginär,  weil  innerhalb  der  Grenzen  1 
und  —  der  erste  Factor  1  —  z'^  negativ,  der  zweite  1  —  Iz^z'^  po- 
sitiv  bleibt;  diese  Bemerkung  liefert 

i   J    V(^2—  1)(1— ÄJ2^2) 

oder,  wenn  1  —  Ä^  =  A;'^  und 

_  1 

~  Vi  —  Ä;'2a;2 

gesetzt  wird, 

1 

J  V(l— a?2)(l— Ä;'2ir2) 

wo  if .  das  vollständige  elliptische  Integral  für  den  Modulua  ]i 
bezeichnet. 

Die  Formeln  24)  und  27)  werden  jetzt 

z 

f  ,.  ^^  =  ^mK  +  %  .  2nE! 

J  1/^(1— i^2)(l--A;2^2) 

z 

dz 


+  /7n 


;/   V(l— ;&2)(1  —  A;2ir2) 


f  ,  ^^  =  (4w»  +  2)X  +  i.  2*1^* 

/    V(l  —  ;^2)  (1  _  A;2^2) 

_   / ^£ 

%/    V(l--e2)  (1—^2^2)' 

wir  schreiben  dafür  kürzer 

W=  4:mK  +  i  .  2nK'  +  w, 
W=:(4:m  +  2)  K  +  i  .  2nK'  —  w, 

indem  wir  unter  W  den  allgemeinen  Werth  des  Integrales  und 
unter  w  den  Werth  des  geradlinigen  Integrales  verstehen.  Da  die 
obere  Grenze  z  in  beiden  Integralen  dieselbe  ist,  so  erhält  man  als 
Umkehrungen  von 


f-==£L=  =  W    und      /-^ 


dz 


i^2)(l— Ä'V) 
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die   beiden  Gleichungen  e  =  sin  amW  und  js  =  sin  am  w  mithin 

sin  am  W  =  sin  amw 

und  zufolge  der  vorherigen  Relationen  zwischen  W  und  w 

28)  sin  am  (4  iw  Ä"  +  *  •  2  nE!  -f  w)  =  sin  amw, 

29)  sinam  ([4m  +  2]Ä"-|-  i.2nK*  —  w)  =  sinamw. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  zeigt,  dass  die  Function  sinamtv 
ungestört  bleibt,  wenn  die  Variabele  w  um  ein  Vielfaches  von  4:K 
oder  um  ein  Vielfaches  von  i  .  2K!  zunimmt,  dass  also  der  Am- 
plitudensinus sowohl  eine  reelle  Periode  mit  dem  Index 
AK  als  eine  imaginäre  Periode  mit  dem  Index  i  .  2  ^' 
besitzt. 

Ina  speciellen  Falle  Ä  =i 0  wird  K  =  |ä,  K!  =  (x>,  sinam (w, 0) 
=  sin  to ;  die  imaginäre  Periode  fallt  dann  weg  und  es  bleibt  nur 
die  reelle  Periode  2  ä  übrig,  welche  der  Function  sin  w  in  der  That 
zukommt.    Der  entgegengesetzte  Fall  Ä=l  giebtÄ"=  oo,  ä'  =  |ä 

und  diese  Function  besitzt  nur  die  imaginäre  Periode  iit. 

An  die  vorige  Untersuchung  knüpfen  wir  noch  die  Entwicke- 
lung  einiger  Fundamentalformeln  für  sinamw  und  bemerken  dabei 
^  im  Voraus,  dass  wir  im  Folgenden  das  Integral 


z 


dz 

-  w 


J    V(1-^«)(1_Ä2^2) 

jederzeit  geradlinig  nehmen,  weil  sich  nach  den  Formeln  28)  und 
29)  jeder  andere  Integrationsweg  auf  die  Gerade  von  0  bis  z  zurück- 
führen lässt. 

Ersetzt  man  in  der  Gleichung 

1 

dz 
w 


~Jvn^ 


V(l—z^)(l--k^z^) 
e  durch  eine  neue  Variabele  y  mittelst  der  Substitution 

6o  erhält  ipan 

jr   ,„—  r ^ 

J  V(l-y«)(l-fcV) 
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mithin  umgekehrt 

1  —  ;?« 

=  sin  am(K  —  w) 


V: 


1    —  ÄJ2^2 

oder  vermöge  der  ursprünglichen  Gleichung  is  =  sin  am  w 

€tf\\  '  rrr  \  COS  ümW 

30)  s%n  am(K  —  w)  =  — r 

Diese  Formel  entspricht  der  goniometrischen  Relation  sin  (^n — w) 
=  cos  w,  in  welche  sie  für  Ä;  =  0  übergeht  *). 

Ist  die  obere  Grenze  rein  imaginär^  etwa  jßr  =  iiy,  mithin 

31)  /  -  /  =  w,  tri  =  sinamw, 
/  V(l— ^2)(1— A;2;^2)       .         ' 

so  sind   alle  auf  dem  Integrationswege  vorkommenden  Sf  von  der 
Form  iy;  die  Substitution  /s  =  iy  giebt  dann 


V  Va+y') 


(1  +  fc»y*) 

Mittelst  der  ferneren  Substitution  y=  -==,  wird  hieraus 

Vi  —  a?« 


V 

dx 


J  V(l  —  a;2)  (1  —  Ä;'2a?2) 

oder,  wenn  das  Integral  für  sich  mit  v  bezeichnet  wird, 

w  =  «V,        ,  ■-  =  sin  am  (v,  äj'),     ri  '=^tg  am  (v,  A;*). 

Vi  +  ^* 

Aus  der  zweiten  Gleichung  in  31)  wird  nun  durch  Substitution  der 
Werthe  von  w  und  7i 

32)  sinam{iv)  =  itgam(v,k'). 

Will  man  die  obere  Grenze  des  Integrales  w  grösser  als  die 
Einheit  nehmen,  so  hat  man  zu  beachten,  dass  V(l  —  /s^)  (1  —  k^e^) 


'  *)  Jacobi  nennt  am  (K — w)  die  Coamplitude  von  w  und  schreibt dem- 
gemäss 


cos  am  w 
sincoamv)  = 


Jamw  * 

jedoch  i^ird  diese  Bezeichnung  wenig  gebraucht,   weil  sie   keine  wesentliche 
Abkürzung  gewährt. 
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von  jer  =  1  bis  ;er  =  ~  imaginär  ist,  für  iß^  ]>•  —  dagegen  wieder 
reell  wird;  es  sind  daher  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  die 
genannte  Integrationsgrenze  zwischen  1  und  —  oder  über  —   hin- 

A/  K 

aus  liegt. 

Um  den  ersten  Fall  isu  erörtern  sei 
1 

33)  /  \j  =  w,      -z-  =  sin  am  w 

/     V(l— ^2)(l_^2^2)  I 

und  dabei  Ä;  <  |  <^  1.  Der  geradlinige  Integrationsweg  führt 
hier  durch  den  Verzweigungspunkt  a?  =  -|-  1  hindurch,  was  sich 
Termeiden  lässt,  wenn  man  diesen  Punkt  in  einem  Halbkreise  um- 
geht. Man  findet  leicht,  dass  das  auf  den  Halbkreis  bezogene  In- 
tegral gleichzeitig  mit  dem  Radius  des  Halbkreises  verschwindet, 
dass  also  übrig  bleibt 


w 

d.  i. 


_    r de^ r dz^ 

i   J  Vu^^i 


^  ,  1  r        dz 


J    y(;^2_l)(l_A;2;?2) 

Mittelst  der  Substitution  z  =  ■  ■>  =  erhält  man  weiter 

Vi— Ä'2-;C2 


dx 
to 


-^+hJw= 


J  V(l  — aj2)(l— Äj'«aj2) 

oder  wenn  man  das  Integral  für  sich  mit  v  bezeichnet, 

f;  yi  f2 

w  =.  K  -^ — r,      77 — ^  =  sinam(v,'k!\      S  =  ^am{v,'k!). 

Zufolge  der  Werthe   von  J  und  w  wird  nun  aus  der  zweiten  Glei-    « 
chang  in  33) 

»  sinamlK  +  -r)  =  -z r— 77, 

oder  wenn  man  —  t;  an  die  Stelle  von  v  treten  lässt, 
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34)  sinam(K+  iv)  =  -;: T^TT- 

Um    den  zweiten   der  vorhin   erwähnten  Fälle  zu  discutiren, 

betrachten  wir  das  Integral 
1 
Fl 

r  dz  1       . 

35)  /     ,  =  IT,    rr-ü  =  sin  amto 

unter  Voraussetzung  eines  positiven  echt  gebrochenen  |.  Der  gerad- 
linige Integrationsweg  führt  hier   durch  die  beiden  Verzweigungs- 

pnnkte  05  =  +  1  und  a?  =  -[-  t*»  die  man  wieder  in  Halbkreisen 

n 

umgehen  kann.     Bei  verschwindenden  Radien  erhalten  die  auf  die 

Halbkreise  bezogenen  Integrale  den  gemeinschaftlichen  Grenzwerth 

Null,  und  es  bleibt 

1 

__  r d^ i_  r dg 

^   ~  /    V(l_^2)(l«.^2^2)  i    J   V(^2  —  1)  (1  —  Ä2f 2) 

+   /  dz 

h 

Das  erste  Integral  hat  den  Werth  K\  im  zweiten  setzen  wir  wie 
vorhin    z  =  -7===,  im   dritten   je?  =  r— ,  wodurch  entsteht 

t  J  V(i^a:2)(l  — Ä;'«aj3)        |/  1/(1  —  a;«)(l— jfc««') 

d.  i. 

I 

*  /  V(i-fl:«)(i-.;fcV) 

Nennen  wir  w  den  Werth  des  letzten  Integrales,  so  haben  wir  die 
Gleichungen 

w=2K—  u  —  iK\  i  =  sinamu, 

und  durch  Substitution  derselben  in  Nro.  35)  erhalten  wir 

1 


sinam(2K — u  —  iK^  = 


Je  sin  am  u 
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Ersetzt  man  u  —  2  5"  durch  u,  und  beachtet,  dass  jederzeit 
sin  am  ( — w)  =  —  sin  am  w  ist,  so  wird  schliesslich 

36)  sin  am  (u  4-  iK^  =  -; — : • 

^  Ksinamu 

Nach  diesen  Untersuchungen  kann  man  von  der  doppelten  Pe-. 
riodicität  des  Amplitudensinus  leicht  ein  Bild  entwerfen  und  darin 
noch  die  besonders  wichtigen  Stellen  angeben ,  wo  sin  am  w  entwe- 
der zu  Null  oder  unendlich  wird.  Man  denke  sich  nämlich  die  Ebene 
UV  durch  Parallelen  zu  den  Achsen  der  u  und  der  v  in  unendlich 
viele  congruente  Rechtecke  getheilt,  von  denen  jedes  die  Breite  4/f 
und  die  Höhe  2  JT'  besitzt  (Fig.  51);  das  erste  dieser  Rechtecke  sei 
OACB  mit  den  Seiten  0^  ==  4X  und  0^  =  2Ä'  auf  den  posi- 

Fig.  51. 
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tivenTheilen  der  Coordinatenachsen,  endlich  repräsentire  in  diesem 
Rechtecke  der  willkürliche  Punkt  P  die  complexe  Zahl  w  =  u  -\-  iv, 
l^pr  Werth,  welchen  der  Amplitudensinus  in  P  hat,  kehrt  nun  wie- 
tler,  sobald  w  um  ein  Vielfaches  von  4  K,  oder  um  ein  Vielfaches 
von  i .  2  K\  oder  um  beide  Vielfache  zugleich  geändert  wird ;  in  al- 
len den  Punkten  Pi,  P2,  etc.,  welche  in  den  übrigen  Rechtecken 
ebenso  liegen  wie  P  im  ersten  Rechtecke ,  erhält  demnach  sin  am  w 
dieselben  Werthe  wie  in  P.  Beachtet  man  ferner  unter  den  Vor- 
aussetzungen 0  <  t*  <  2  JK*  und  0  <;  t;  <;  X'  die  vier  Punkte 
P  als  Repräsentant  von  u  -\-  iv,  • 

Q   „  „  '„    2K-^u  +  i(2r  —  v), 

22   „  „  „    2K  +  u  -\-  iv, 

S    „  „  „    4K^u  +  i(2K'  —  v), 

80  lehren  die  Formeln  29)  und  28),  dass  der  Amplitudensinus  in 
allen  vier  Punkten  denselben  absoluten  Werth  hat,  dass  er  aber  in 


Schlömilch,   Aaalysi«  II. 


25 


386  Die  elliptiscRen  Functionen. 

P  und  Q  positiv,  in  B  und  S  negativ  ist ,  dass  also  die  vier  Vier- 
theile desEechtecks  OAGB  für  die  Function  sin  am  w  dasselbe  sind, 
was  die  vier  Quadranten  für  sinu.  Innerhalb  des  Rechtecks  OÄCB 
wird  ferner  sin  am  w;  =  0  in  den  sechs  Punkten 

0,  2  K,  4  K, 

i.2K\  2K+i.2K',         4K  +  i.2K\ 

welche  in  der  Figur  durch  Nullen  bezeichnet  sind.  Endlich  zeigen 
die  Formeln  35),  29)  und  28),  dass  innerhalb  des  ersten  Rechtecks 
sin  am  w  unendlich  wird  an  den  drei  Stellen 

iK\  2K  +  iK\  4:K  -\-  iK\ 

welche  durch  Asterisken  hervorgehoben  sind. 

m.    Die  doppelte  Periodicität  von  cos  am  w  und  Jamw. 

a.  Mittelst   der   im   vorigen  Abschnitte    benutzten    Prineipien 

kann  man  auch  das  Integral 

1 

de 


L 


=  W 


discutiren  und  hieraus  die  Eigenschaften  der  inversen  Function 
e  =  cos  am  w  herleiten;  kürzer  ist  es  aber,  die  genannte  Function 
durch  die  Gleichung 

cosamw  =  ]/l  -^  sin'^amw 
zu  definiren  und  dabei  festzusetzen,  dass  der  Anfangswerth  cöSfltwO 
=  +  1  genommen  werden  soll. 

Da"  Vi  — jef2 keine  eindeutige  Function  von  z  ist  und  in  derThat 
sein  Vorzeichen  wechselt,  sobald  einer  der  Punkten  ;ef  =  +  1  und 
^  =  —  1  umgangen  wird,  so  ist  auch  cos  am  w^  als  Function  von 
sin  am  w  betrachtet,  nicht  monodrom;  hieraus  folgt  aber  keineswegs, 
dass  cosamw^  als  Function  von  w  angesehen,  mehrdeutig  sein  müsse. 
Sollte  nun  diese  Mehrdeutigkeit  existiren,  so  müssen  diejenigen 
Punkte,  an  welchen  sinamw  =^  +  1  wird,  die  Verzweigungspunkte 
von  cosamw  sein;  letztere  wären  demnach,  wenn  wir  uns  einstwei- 
len auf  das  Rechteck  OACB  (Fig.  51)  beschränken, 

K,  K+i.2K\  3jr,  3Ä:+i.2jS:'; 
es  bedarf  also  einer  Untersuchung  darüber,  wie  sich  die  Function 
cosamw  verhält,  wenn  man  einen  dieser  Punkte  mittelst  eines  Krei- 
ses umgeht.     Man  hat  nun  erstens 
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cosam  (K—t)  =  Vi  —  sin'^am  (K—t)-, 
aus  sin  am  (2  K —  w)  =  sin  am  w  folgt  ferner  f ür  w  =  Ä"  +  ^ 
37)  sin  am  (K — t)  =  sin  am  (K  +  <), 

und  da  sin  am  (K  —  t)  für  hinreichend  kleine  t  synektisch  bleibt ,  so 
mu88  sich  sin  am  (K —  t)  in  eine  nach  Potenzen  von  ^  fortschreitende 
Reihe  verwandeln  lassen ,  welche  mit  sin  am  K  =  1  anfängt  und 
zufolge  der  Relation  37)  nur  gerade  Potenzen  von  t  enthalten  kann, 
nämlich 

sinam  (K  —  t)  =  1  —  aP  +  ßt^  ^  "- 

hieraus  ergiebt  sich 

cosam  {K—  0  =  ^  V2a  —  (a«  _[_  2ß)P  -|-  ... 
und  wenn  man  das  eine  Mal  ^=:rc'ö,  das  andere  Mal  ^  =  re*(^^  +  Ö) 
setzt,  d.  h.  wenn  man  den  Punkt  K  in  einem  Kreise  umgeht,  so  er- 
hält man  in  beiden  Fällen  denselben  Werth  von  cos  am  w.  Der  frag- 
liche Punkt  ist  also  kein  Verzweigungspunkt.  Für  den  zweiten  der 
ohen  genannten  vier  Punkte  hat  man 

cosam  (K  +  i.2K'  —  t)  =  Vi  —  sin^am  (K+i,2K'  —  t) 

=  Vi  —  sin'^um  (K  —  t)  =  t  V2a  —  («a-f  2j3)<»+  ... 
mithin  verhält  sich  die  Sache  ebenso  wie  vorhin;  dasselbe  gilt  nicht 
nur  für  die  übrigen  zwei  Punkte,  sondern  auch  für  die  correspondi- 
reuden  Punkte  der  übrigen  Rechtecke,  an  welchen  die  Werthe  von 
sin'^amw  periodisch  wiederkehren.  Die  Function  cosamw  ist  also 
durchaus   eindeutig. 

Aus  der  Definition  des  Amplitudencosinus  geht  ferner  hervor, 
dftss  cosam  (  —  w)-=  +  cosamw  sein  muss,  wo  es  noch  einer  Ent- 
scheidung über  das  Vorzeichen  bedarf.  Hierzu  dient  der  specielle 
FaD  %o  =  0,.  welcher  zeigt ,  »dass  wenigstens  für  unendlich  kleine  w 
nur  das  obere  Zeichen  genommen  werden  kann.  Da  aber  cosamw 
durchaus  eindeutig  bleibt,  so  gilt  diese  Entscheidung  auch  für  alle 
ührigen  w;  der  Amplitudencosinus  ist  demnach  eine  gerade 
Function. 

Um  die  Perioden  derselben  zu  ermitteln,  erinnern'  wir  wieder 
to  die  Formel  37),  welche  giebt 

cosam  (K-\-t)  =  +  cosam  (K — t). 
Das  Vorzeichen  der  rechten  Seite   bestimmt    sich    durch    die  Ent- 
wickelung 

cosam  (K—t)  =  t  V2a  —  (a^-{-2ß)t^  +  .." 

deren  rechte  Seite  bei  negativen  t  gleichfalls  negativ  wird ;  man  hat 
daher 

26* 
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cosam  (jr-|-^)  =  —  cosam  (K — 0 
und  für  t  =  K  '\-  w 

cosam  (2K'\-w)  =  -—  cosamw, 
endlich,  wenn  man  2  Ä"  -|-  w  an  die  Stelle  von  w  treten  lässt, 

cosam  (4:K-\-w)  =  cosdmw. 
Die  eine  Periode  von  cosamw  ist  also  reell  und  vom  Index  4jr. 
Man  hat  ferner 


cosam 


{iK'  -f  t)  =  Vi  —  sin'^am  (iK'  +  t)=   \/l  — 

.  Vi  —  k^sin^amt 


k^sin'^amt 


sin  am  t  ' 

daraus  folgt  wegen  der  Eindeutigkeit  der  linken  Seite 

cosam  (iK'  +  0  =  —  cosam  (iK'  —  t) 
und  für  t  =  iK'  +  to 

cosam  (i.2K'  -\-  w)  =  —  cosamw, 
Lässt  man  noch  2K  -\-  w;  an  die  Stelle  treten,  so  wird 

cosam  (2K-\-i,2K' -^-w)  =  cosamw, 

mithin  besitzt  der  Amplitudencosinus  eine  zweite  Periode  mit  den 
Index  2K  +  i,2K\ 

Die  beiden  Perioden  werden  anschaulich,  wenn  man  in  Fig.  52 
wie  fr  übet"  0Ä=^  4Kj  OB  =  2  K'  nimmt,  den  Coordinatenanfang 

Fig.  52. 


mit  dem  Mittelpunkte  D  von  B  0  verbindet ,  aus  OÄ  und  OD  ein 
Parallelogramm  construirt  und  schliesslich  die  ganze  Ebene  durch 
Parallelen  z\i  OÄ  und  OD  in  congruente  Parallelogramme  zerlegt. 
Irgend  einem  in  OAED  liegenden  Punkte  P,  welcher  u  +  ««'  re- 
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präsentirt,  entsprechen  dann  in  den  übrigen  Parallelogrammen  Punkte 
als  Reprlusentanten  ron 

AmK  +  n  (2K  +  i.2K')  +  u  +  iv 
=  (4.tn  +  2n)  K  +  «  +  i(2nK'  +  t), 
an  welchen  cosamw  denselben  Werth  wie  in  P  erlangt.     Innerhalb 
des  ersten  Parallelogrammes  wird  cosamto  yiermal  =  0  nämlich  an 
den  Stellen 

K,         3K,         32r+i.2Jr',         5K  +  i.2E', 

welche  mit  Nullen  bezeichnet  sind:  femer  wird  cosamw  zweimal  un- 
endlich in  den  Punkten 

2K  +  i.K\  '  4K  +  iK'. 

b.  Die  Function  ^amto  definiren  wir  durch  die  Gleichung 

damw  =  Vi  —  k-svi^amw 
und  setzen  dabei  als  Anfangswerth  ^aiwO  =  +  1  voraus. 

Da  sich  die  Function  an  denjenigen  Stellen  verzweigen  kann, 
wo  Izsinamw  =  +  ^  wird,  d.  h-  zunächst  in  den  Punkten 

K  4-  iK\  3  JT  +  iE', 

80  muBS  untersucht  werden,  wie  sich  ^amw  verhält,  wenn  man  diese 
Punkte  in  Kreisen  umgeht.     Es  ist  nun 

dam{K  +  iE'  +  0  =  Vi  —  k'^sin^am  (K  +  iE'  +  0 


=v 


1  — 


sin^am  (E  +  t) 
oder  nach  der  für  sin  am  (E  -\-  t)  angegebenen  Reihenentwickelung 


für  t  =  re^^  und  t  =  re'^^Ti  +  ö;  erhält  die  rechte  Seite  dieselben 
Werthe,  also  findet  an  der  Stelle  Z^+  iE'  keine  Verzweigung  statt. 
I)ie  nämlichen  Schlüsse  gelten  mit  einer  geringen  Modification  auch 
fär  den  Punkt  3  E  -\-  iE\  und  ebenso  für  alle  übrigen  Punkte,  in 
welchen  ksinamw  =  +  1  wird;  hieraus  folgt,  dass  damw  eine 
durchaus  eindeutige  Function  ist. 

Zufolge  der  Definition  von  ^amw  können  ^am{ — w)  und 
^amw  höchstens  im  Vorzeichen  diflPeriren;  man  entscheidet  hierüber 
leicht  mittelst  der  Specialisirung  w  -=  0,  welche  zeigt,  dass  die  bei- 
den Fonctionen  gleiche  Vorzeichen  haben,  dass  also  damui  eine 
gerade  Function  ist. 

Nach  den  vorigen  Formeln  hat  man 

Jam  (ir  +  fJT'  +  O  =  —  ^^am  {E  +  iE'  —  t) 
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mithin  £vLr  t  =  K  +  u  —  iK' 

38)  ^am  i^K^-u)  =  —  ^am  (i.2J5r'  — w). 

Andererseits  ist  . 

""   V    "^        sin^amt         V      sr 


amt  —  1 


smamt 


also 


^am  (iX'  +  O  =  —  ^^^  (iK'--t) 
und  wenn  t  =  iK'  +  w  gesetzt  wird, 

39)  ^am  («.2JS:'4-«^)  =  —  ^«»w^- 

Da   hiernach   auch  z/aw(i.  2  X'- m)  =  —  ^amu  ist,    so   erhält 

man  aus  Nro.  38)  < 

die  reelle  Periode  der  Function  ^aniw  hat  also  den  Index  2  K 
Ferner  ergiebt  sich  a*is  Nro.  39),  wenn  man  w durch i.2K*-\-v) 

ersetzt, 

Jam  (i.^K'  +  w)  =  Jamw, 

wonach  eine  rein  imaginäre  Periode  mit  dem  Index  « .  4  X'  vorhan- 
den ist. 

Nimmt  man  in  Fig.  53  0Ä  =  4.K,   OB  =  2K\  0F  =  21 

Oa  =  4:  K\  und  theilt 
Fig.  53. 
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die  Ebene  in  Rechtecke, 
welche  dem  Rechtecke 
OFHG  congruent  sind, 
so  erhält  ^Jamw  in  je- 
dem Rechtecke  periodisch 
die  Werthe,  welche  in 
dem  ersten  derartigen 
Rechtecke  vorkamen. 
Für  letzteres  ist  noch  zu 
bemerken,  dass  Jamv 
darin  zweimal  zu  Null 
wird,  nämlich  an  den  mit 
0  bezeichneten  Stellen 

und  dass  ferner  Jam» 
viermal  unendlich  wird 
nämlich  in  den  Punktei 
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die  wie  gewöhnlich  bezeichnet  sind. 

IV.    Das  Additionstlieorem. 

In  der  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  (S.  328)  wurde 
gezeigt,  dass  die  Gleichung 

dx L     /  ^^ 


=/1 


statt  findet,  sobald  die  Grössen  x,  y,  z  der  Bedingung  genügen 
..^  rc  V(l  -  y^)  (1  ~  A;ay2)  +  y  V(l  -  ,;2)  (1  _  ^2a,») 

der  Beweis  dieses  Fundamentaltheoremes  beruhte  auf  identischen 
Transformationen  und  bleibt  daher  ungeändert,  wenn  man  sich  un- 
ter den  oberen  Integralgrenzen  OJ,  y,  z  complexe  Zahlen  vorstellt  und 
die  Vieldeutigkeit  der  Integrale  dadurch  vermeidet ,  dass  man  die 
Ifltegrationswege  geradlinig  nimmt.  Bezeichnet  man  nun  die  obi- 
gen drei  Integrale  der  Reihe  nach  mit  t*,  v^  w^  so  ist  einfach 

femer  «  +  t;  =  «;, 

X  =  sinamu,    y  =  sin  am  v^     z  =  sinamw^ 
d.  i. 

z  =  sin  am  (u  +  v)y 

ond  nach  Substitution  dieser  Werthe  von  äj,  y,  z  geht  die  erwähnte 
Bedingungsgleichung  in  die  folgende  über 

iiN      .        ,     .    V      sinamucosamv^amv-\-sinamvcosamu^amu 

II)    stnam(u  +  v)= ,„  .      ' —, 

1  —  Jc^  s%n^  amu  stn^am  v 

Diese  entspricht  der  goniometrischen  Formel  für  sin  (u  -|-  v)  und  ver- 
handelt sich  in  letztere  für  k  =  0,     Lässt  man  —  t?  an  die  Stelle 
ron  V  treten ,  so  ändert  nur  sin  am  v  sein   Vorzeichen,  und  es  wird 
Unn  der  zweite  Theil  des  Zählers  negativ. 
Aus  der  Gleichung  40)  erhält  man  leicht 

1  —  kH^y^ 
L  i.  zufolge  der  Werthe  von  x,y,z  ^ 
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...      cos  am  ucosamv — sin  am  u  sin  am  v  /dam  u  /J  am  v 

42)  cosam{u-\-v)^=^ :; ,  .   .  ,, r-r ; 

1  —  k^  stn^  amusm^  amv 

bei  negativen  t>  ändert  der  zweite  Theil  des  Zählers  sein  Vorzeichen. 
Die  Formel  40)  giebt  ferner 

V,         7.0   o  ^  V(l  -  fe^a?2)(l  -  k'^y'^  ~  Ic^xy  V(l  -  x^){\  —  y^ 

*^^  1  ~  r-x'^y'^ 

mithin 

,    ^       ^     .     N      /damu^amv — k^sinamucosamusinamvcosamv 

43)  .dam(u  +  v)= ,»   .  a r-^ ; 

1  —  k^sin  amiistn^amv 

für  negative  v  wird  der  zweite  Theil  des  Zählers  positiv. 

Lässt  man  iv  an  die  Stelle  von  v  treten  und  beachtet  die  For- 
meln 

sinamiiv)  =  itngamiv^kf),  cosam(iv)  = — 77-, 

^    ^  y       V  »    /»  V    /      cosam{v,kf) 

Jamiv.k') 

^am(tv)=— 7-17;» 

cos  avn  (v,  Ar) 

so  werden  4ie  Gleichungen  41),  42)  und  43)  zu  den  folgenden 

sin  am  {u  -{-  iv)  = 

sin  am  u  /dam{v^kf)-{-  i  cos  am  u  ^amu  sin  am  (v,  kT)  cos  am  (v,  k') 

cos^  am  {v,  k*)  -{-  k^  sin^  am  u  sin^  am  (v,  k') 

cos  am  (u  -\-  iv)  = 

cos  am  u  cos  am  (v,  k*)  —  i  sin  amu^  amu  sin  am  (t;,  kf)  z/  am  (t%  k*) 

COS'  am  (t;,  k')  -{-  k^  sin'^  am  u  sin^  am  (v,  Ä;') 

/dam{u  4"  *^)  = 

^amu/d  am  (v,  kf)  cos  am  (v,  k')  —  ik^  sin  amu  ^  am  u  sin  am  (v^k') 

cos-  am  (t;,  k')  +  k^  sin^  am  u  sin^  am  (v,  k^ 

Aue  diesen  Fundamentalformeln  ergeben  sich  zahlreiche  Rela- 
tionen, welche  den  verschiedenen  goniometrischen  Formeln  analog 
gebildet  sind,  und  ebenso  wie  letztere  durch  blosse  algebraische 
Combinationen  der  Grundformeln  abgeleitet  werden  können.  So  ist 
z.  B.  für  V  =  u 

2  sin  am  u  cos  amu^amu 


sin  am  2  u  = 

cos  am  2u  = 

^am2u  = 


1  —  k^sin^amu        ' 
1  —  2  sin'^amu  +  k^sin^amu 
1  —  k^sin^amu  ' 

1  —  2k^sin^amu  -f  k^sin^amu 


1  —  k^sin^amu 
Im   speciellen   Falle  u  =  \K,  am  2u  =  am  K  =  \7e  kennt 
man  die  Werthe  der  linken  Seiten  und  erhält  dann  umgekehrt 
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•       ^  1  K       \/     Je'  '      K     .r-r 

sinam—  =  -j===     cos  am—  =:^   \/ - — ; — —.,    /iam--=VK* 
2         Vi  4-  h"  2  K   1  +  Ä''  2 

Auf  gleiche  Weise  findet  sich 

iK'         i  iK'  i  .      iK'      ^rr-rr 

smam-—  r=  -j=,   cos  am---  =  — —         ,    /Jam-— =  k  1  +  fc, 

2  y^  2  y\  ■\'  h  ^ 

woraus  dann  weiter  folgt 

s/„  fl  m  f  ^  +  iK'\  =  r-7=i== ,  cos  am  (^  +  i  K*\  = + %\fZKl 


^Üam  {^  +  iiC'^  =  +  i  ^JV', 


—  A; 


smam 


Setzt  man  zur  Abkürzung  amu  =  9?,  aw^  =  t;,  aiw(w  + 1;) 
=  <J,  am(u  —  v)  =  1^,  so  gelangt  man  leicht  zu  den  Formehi 

2sinq>cost  ^ilf 
8%n6  +  smx  = 10      0 r-vT» 

2sint\)cosw  /dw 
8in6  —  smr  = 


CO86  4"   COST  = 


C0S6  —  COST  =    — 


1  —  h'^sin^q>sin'^il)^ 

2cos(pcost\) 
1  —  k^sin^ifsin^if' 

2sin(psint^(p  ^t 


k^sin^q)  siw*^' 


^0  +  jt  = ^-^^^ — , 

1  —  k'^  sin^ifsin-tp 

.  ^  .  2k^  sin  CD  cos  w  sin  if»  cos'fp 

/J6  —  z7r    =  — 


sin  6  sin  t  = 


cos  6  cos  t  = 


1  —  k'^sin^q)sin^tlf 
sin^cp  —  sm^if» 
1  -»  k^sin^q)sin^t ' 

cos^^(p  —  sin^(p  /d^cp 
1  —  Ä^sm^^sin^t/;* 


Fig.  54. 
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.    ^^q)  —  k^cos^(psin^(p 

1  —  7c^sin^q)sin^}lf 

Bei  der  Leichtigkeit  solcher  Combinationen  dürfte  eine  grössere  An- 
häufung von  Formeln  überflüssig  sein. 

Bevor  wir  diesen  Gegenstand  verlassen,  wollen  wir  noch  zeigen, 
wie  die  Addition  und  Multiplication  elliptischer  Integrale  mittelst 
einer  geometrischen  Construction  ausgeführt  werden  kann.  Es  seien 
zwei  Kreise  gegeben,  von  denen  der  eine  den  anderen  umschliessen 

möge  (Fig.  54);  der  grös- 
sere Kreis  habe  C  zum  Mit- 
telpunkte und  AC  :==  R 
zum  Halbmesser;  der  Mit- 
telpunkt des  kleineren  Krei- 
ses sei  D,  der  Halbmesser 
jDT=r;  endlich  bezeichne 
CD  =  h  die  Centrale  bei- 
der Kreise.  Von  irgend 
einem  Punkte  P  des  äusse- 
ren Kreises  ziehe  man  eine  Gerade,  welche  den  inneren  Kreis  in  T 
berührt  und  den  ersten  Kreis  zum  zweiten  Male  in  Q  schneidet;  der 
Peripheriewinkel  über  dem  Bogen  ÄF  heisse  co,  der  über  dem  Bo- 
gen APQ  stehende  Peripheriewinkel  <J;  es  ist  dann  Z.  ÄGP  =  2a, 
Z.  ACQ  =  26 y  ferner ,  wenn  G ü  senkrecht  zu  F Q  und  O V  pa- 
rallel zvL  FQ  gelegt  wird, 

Z.  FGU=  6  —  (o,  Z.  ACü=  6  -\-  (o, 

Z  AGV=l7t  +  6  +  o,    ^  i)CF=  i^  —  (ö  +  G>). 

Aus  der  Gleichung  DT  =  Gü  +  DV  folgt  nun 

r  =  Bcos(6  —  co)  -f  hcos(p  -f  col) 
oder 
44)  r  =  (B  -{-  h)  cos  6  cos  CO  -f  (B  —  hXsinösincs. 

Lässt  man  speciell  F  mit  A  zusammenfallen,  so  wird  co  =  0  und  6 
geht  in  den  constanten Winkel  AGB  über,  welcher  2a  heissen möge; 
für  diesen  ist 

r  =  (B-\-h)cosa, 

woraus  folgt 


stna 


_  V{B  +  hy  —  r^ 
""  B  +  h 

Zur  Abkürzung  setzen  wir 


,v^ 


4Jg^ 
(B  +  hf  —  r2 


sin'^ci^= 


B  +  h 
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diyidiren  ferner  die  Gleichung  44)  durch  B  -{-  h  und  suhstituiren 
die  Werthe 


=  cosa, 


R  —  h 


=  Vi  —  Ä;2stn2a; 


B  ^  h  '       JS  +  Ä 

wir  erhalten  dann  die  Eelation 

cos a  =  cosd eos co  -\-  sin6 sin co  Vi  —  k^sin^a, 

welche  nichts  Aüderes  ist  als  die  Bedingung  für  die  Existenz  der 
Gleichung 

F(k,  6)  —  F(k,  ö)  =  F{k,  a) 

oder 

F(k,  6)  =  F(k,  a)  +  F(k,  o). 

Hieraus  entspringt,  wenn  Ä,  a  und  co  gegeben  sind,  folgende  Con- 
stmction  von  6.     Man  wähle  B  willkürlich,  bestimme  hieraus 

1  _  Vi  —  k^sin^a 


h  =  B 


1  +  Vi  —  k^sin^a 
zeichne  die   beiden  Kreise ,    nehme   Z.  Ä  CP 


r  =  (B-j-Ä)  cosa, 


Fig.  55. 


=  2  G}  und  ziehe  die 
Tangente  JPTQ;  die  Hälfte 
des  Winkels  ACQ  ist  dann  6. 
Diese  Construction  lässt 
sich  mehrmals  nach  einander 
anwenden,  indem  man,  wie 
Fig.  56  zeigt,  der  Eeihe  nach 
die  Tangenten  PPi,  PiPj, 
P2P3  u.  s.  w.  zieht  und  die 
Winkel  ACP,  AGPi,  AGP2 
etc.,  welche  nach  derselben  Dre- 
hungsrichtung weiter  zu  zäh- 
len sind,  mit  2  G7,  2  CDi,  2  gJj  etc. 
bezeichnet;  es  wird  nämlich 

F(a)0  =  F(a)  +  F(a,) , 

F(,a)t)  =  F(tt)  +  F(o,)  =  2F(«)  +  F(m), 
^  F{ci>,)  =  F(tt)  +  F(a>,)  =  3F(o)  +  F{a), 

<uul  überhaupt 

*5)  F(G>„)  =  nF{a)  +  F(a). 

Im  speciellen  Falle  o  =  0,  d.  L  wenn  man  das  Buccessive  Tangen- 
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tenziehen  nicht  mit  P  sondern  mit  Ä  anfängt,  wird  JP(a>„)=:n  J^{a), 
wodurch  das  Multiplicationsproblem  seine  constructive  Lösung  er- 
hält. 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Frage,  unter  welchen  Umstän- 
den die  gebrochene  Linie  PP1P2  ...  in  sich  zurückkehrt,  also  zu 
einem  Polygon  wird,  was  entweder  nach  einmaligem  oder  erst  nach 
mehrmaligem  Umlaufe  um  den  kleineren  Kreis  geschehen  kann.  Be- 
schränken wir  uns  auf  den  ersten  als  den  einfachsten  Fall,  und  setzen 
wir  voraus,  dass  das  Polygon  n  Seiten  erhalten  solle,  so  muss  der 
Endpunkt  P„  mit  dem  Anfangspunkte  P  coincidir^  (bei  dem  Vier- 
ecke der  Figur  P4  mit  P);  die  Bedingung  ist  also 

^  AGPn  =  2%  -\-  .^  ACP    oder     o„  =  ;r  +  cd, 

wodurch  die  Gleichung  45)  übergeht  in 

F(ä  -f  oj)  =  nF(a)  +  F(o). 

Wegen  F{n  +  cö)  =  2Ä'  +  F(co)  hebt  sich  beiderseits  ^(co)  und 
es  bleibt  die  von  (O  unabhängige  Gleichung  übrig 

2K—  nF(a), 

Geometrisch  heisst  dies:  wenn  die  Kadien  nebst  der  Centrale   beider 

Kreise  der  vorliegenden  Bedingung  genügen,   so  schliesst  sich  das 

Polygon,  wie  auch  der  Anfangspunkt  P  gewählt  werden  möge.    Aus 

der  obigen  Gleichung  folgt 

2K 

a  =  am 

n 

und  es  ist  daher  nach  den  früheren  Formeln  für  cos  cc  und  ^{cc) 

,,,  r  2K        B  —  h         ^        2K 

^ö)  j^-^  =  cosam  —  ,      -^^  =  Jam  —  . 

worin 

"  (E  +  hy  —  r2'  ~  {B  +  hy  —  r2 

2jr 

Berechnet  man  für  ein  gegebenes  n  entweder  cos  am oder 

f% 

2K. 

/dam ,  so  enthält  jede  der  Gleichungen  46)  nur  die  Grössen  jB, 

n 

r  und  Ä;  sie  drückt  also  die  Bedingung  aus,  welche  zwischen  den 
drei  genannten  Grössen  stattfindet,  sobald  das  n-£ck  gleichzeitig 
ein  Sehnen-  und  ein  Tangentenvieleck  ist. 

Für  das  Dreieck  gestaltet  sich  die  Rechnung  folgendermaassen. 
Aus  der  allgemeinen  Formel  für  die  Addition,  nämlich 

COS  q>cosil>  —  sin  q>  sintj^  ^{^)  =  cos6 
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oder 

cosamu  cosamv  —  sinamu  sinamv  ^ am{u  -f-  v) 

=■■  cosam(u-i-  v) 
erhält  man  zunächst  für  u  =  v  :=  ^K 

cos'^am\K  —  sin'^  am\K  J  am\K  =  cosam^K-, 
weü  ferner  | JI  =  2  JT  —  fÄ'  und 
Jam{2K — w)  =  ^amw,    cosam{2K — w)  =  —  cosamw 

ist,  80  hat  man  auch 

cos^am^K  —  sin^amlK^amlK  =  —  cosamlK 

Schafft  man  alle  Grössen  auf  die  linke  Seite  und  drückt  den  Sinus 
durch  den  Cosinus  aus,  so  findet  man  leicht 

(1  +  cosamlK)[cosamlK  —  (1  — cosamlK)  JamlK]  =  0, 
und  hier  kann  man  den  ersten  Factor  streichen,  weil  er  von  Null 
verschieden  ist.     Die  übrig  bleibende  Gleichung  lässt  sich  in    der 
Form  darstellen 

g_   ,    cosam^K    ' 
cosamiK  h ^  =1, 

und  diese  giebt  nach  Substitution  der  Werthe  aus  Nro.  46) 


B  +  h    '    B  —  h 

oder 

h^  =  B{B  —  2r) 

wie  hinreichend  bekannt  ist. 

Für  den  Fall  w  =  4  hat  man  sehr  einfach  aus  Nro.  46)  und 
zufolge  der  schon  berechneten  Werthe  von  cos  am  \K  und  ^am\K 
(S.  393) 


B  +  h         Y   1  +  k"        B  +  h 
und  durch  Division 


Die  erste  und  dritte  Gleichung  geben 

oder 

Beim  Fünfeck  erhält  man  durch  eine  ähnliche  Rechnung  wie 
beim  Dreieck 
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r(B  +  h)V2R 

=  r(R  +  h)VB  —  h  —  r  +  ( JS  —  Ä)  (i?  +  Ä  +  r)  Vä  +  Ä  -  r 
für  Polygone  von  noch  mehr  Seiten  werden  die  Formeln  sehr  ver- 
wickelt *). 

V.    Potenzenreihen  und  Reihenquotienten  für  die 

elliptisolieii  Functionen. 

A.  Nach  den  Untersuchungen  in  Abschnitt  lü.  wird  die  Func- 
tion sinamw  zum  ersten  Male  unendlich  für  w  =  iK\  sie  bleibt 
daher  synektisch  innerhalb  eines  mit -dem  Radius  K'  um  den  Coor- 
dinatenanfang  beschriebenen  Kreises.  Zufolge  des  auf  complexe  Ya- 
riabelen  ausgedehnten  Satzes  von  Mac  Laurin  (S.  86)  lässt  sich 
nun  sinamw  in  eine  nach  Potenzen  von  w  fortschreitende  und  con- 
vergirende  Reihe  verwandeln,  falls  der  Modulus  von  w  weniger  als 
K'  beträgt.  Wegen  sin  am  ( — w)  =  —  sinamw  kann  diese  Reihe 
nur  ungerade  Potenzen  von  w  enthalten,  mithin  ist 

sinamw 

/dsinamw\    w        /d^sinamw\         w^ 

~  \      dw      )o  T  "*"  \      dw~^      /o  1.2.3 


/d^sinamw\  w^ 

■^  \      Jw^      }q  1  .  2  .  .  5  "^ 


Die    angedeuteten  Differentiationen    lassen   sich    mittelst  der   For- 
meln 

d  sinamw         ,  . 

-  =  +  cosamw  ^amWy 


dw 

dcosamw 
dw 

dJamw 
dw 


=  —  sinamw  ^amw, 


=  —  k^  sinamw  cos  am  w 


")  Die  Formel  für  das  Dreieck  findet  sich  zuerst  bei  Euler  (Not.  conim. 
Petropol.  XI,  pag.  114);  für  die  Fälle  n  =  4,  5,  6,  7,  8  hat  Nicol.  Fnss 
die  geometrische  Ableitung  der  Relationen  gegeben  (Nora  acta  Petropol. 
XIII,  a.  1798,  pag.  166  bis  189).  Den  Zusammenbang  dieser  Aufgabe  and 
der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  zeigte  Jacob i  in  der  Abhandlang 
„Ueber  die  Anwendung  der  elliptischen  Transcendenten  auf  ein  bekanntes 
Problem  der  Elementargeometrie"  (Crelle*s  Journal,  Bd.  III,  S.  376),  wo- 
mit eine  denselben  Gegenstand  betreffende  Abhandlung  von  Richelot 
(Crelle's  Journ.  Bd.  XXXVUI,  S.  353)  zu  yergleichen  ist. 


Die  elliptischen  Functionen.  399 

der  Reihe  nach  ausfuhren,  z.  B. 
d^sinamw  ,^    i    72\    •  i    072   •  -k 

— — — —  =  [ —  (1  +  Ä;2)  +  6  k^  sin^  am  lo]  cos  am  w  ^am  w, 

u.  s.  w. 

und  gehen  für  to  =  0  die  Coefftcienten  der  Reihe.     Noch  einfacher 

ist  es, 

sinamw  =z  AiW  +  -43^^  +  Ä^w^  +  •  •  •  • 

.,,.,.    ^         1  /.      d^ sinamw  .     . 

zu  setzen,  diesen  Ausdruck  in  die  Formel  für  ;; — r zu  substi- 

•  aw^ 

tuiren  und  nachher  die  beiderseitigen  Coefficienten  von  ««,  w^  etc. 
zn  vergleichen.    Das  Resultat  ist 

47)  stnamw  =  w  -^j-^YTl''    +    1.2.3.4.5^^ 

1  +  135  A;2  4-  135  ÄJ*  +  Ä«    . 


12.3.4.5.6.7 
,    1  +  1228Ä;2+5478Ä;4  +  1228ÄJ6  +  Ä;8    . 
^        1.2.3.4.5.6.7.8.9 
modw  <^  K\ 

Für  Ä;  =  0  wird  sinamw  =  sin w,  K'  =  co  ^  und  die  Reihe  iden- 
tisch mit  der  bekannten  immer  convergirenden  Sinusreihe;  für  Ä;=l 
und  K'  =  \n  kommt  man  auf  die  Formel  12),  S.  277  in  Thl.  L, 
zurück. 

Da  die  Function  cos  am  w  gleichfalls  synektisch  bleibt  innerhalb 
eines  mit  dem  Radius  K'  um  den  CooKdinatenanfang  beschriebenen 
Kreises,  so  existirt  auch  für  cos  am  w  eine  Potenzenreihe,  die  aber 
wegen  cos  am  { — w)  =  cos  am  w  nur  gerade  Potenzen  von  w  ent- 
balten  kann.  Ihre  Coefücienten  leitet  man  am  einfachsten  aus  den 
CoeMcienten  der  vorigen  Reihe  dadurch  her,  dass  man  die  Relation 

'  sin^amw  +  cos^amw  =  1 

anwendet.    Man  erhält  auf  diesem  Wege 

1  1  -|-  4A;* 

4^)    cosamw  =1  —  - — -w^  +  - — ^— — — -w* 

1.2  1  .  J  .  o  .  4 

! ! fffS 

1.2.3.4.5.6 

,    1  4-  408*2  +  912Ä*  +  64*6 
^       1.2.3.4.5.6.7.8  ' 

media  <  K'. 
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Auch  für  die  Function  ^amw,  die  innerhalb  eines  mit  dem 
Radius  K'  um  den  Coordinatenanfang  beschriebenen  Kreises  synek- 
tisch  bleibt,  gilt  eine  nach  geraden  Potenzen  von  w  fortschreitende 
Entwickelung.     Mittelst  der  Relation 

k^sin^amw  +  ^^amw  =  1 

findet  man  leicht 

1.2  k^(^  4-  ÄJ-) 

49)  ^a«a«,=  l-— «.^+^-^^«,^ 

Ä;2(16  +  44Äj2  +  jfc4)    ^ 

1.2.3.4.5.6 

.    Ä2(64  +  912Ä;»+408Ä;*  +  7c6)     ^ 

^      1.2.3.4.5.6.7.8 

modw  <i  K'. 

Durch  Differentiation  oder  Integration  in  Beziehung  auf  tc  las- 
sen sich  aus  obn  vorigen  Reihenformeln  noch  beliebig  viele  ander- 
weite Entwickelungen  herleiten,  z.  B. 

50)  cosamw  ^ amw 

1.2  ^1.2.3.4 

51)  sinamw  ^amw 

1  +  4A;2    ,    ,    1  +  44Ä;2  +  16Ä;4    ^ 
1.2.3        ^1.2.3.4.5 

52)  sin  am  w  cos  am  w 

4  +  ifc2  16  4-  44Ä;2  +  Ä*  *       ■ 

1.2.3        ^1.2.3.4.5 
wobei  immer  modw  <^  K*  sein  muss.    Aus  der  Bemerkung,  dass 

=/■ 

0 

ist,  ergiebt  sich  noch 

Ä;2  Ä;2  (4  +  h^) 

53)  amw  =  w-^  r72TT^'  +  1.2.3.4.5^^'^ 


10 

damw  .  ....  .     .  , 

:=^jamw    mithin    amw  =r  1  ^amwdw 

dw 

0 


A;8(16  +  44A;2  +  A;^) 
1.2.3.4.5.6.7 


m;7 


,    A;2(64 +912^2  _|- 408  Ä;*  +  A;6)    g 

T"   "^ n ö ~A ? 7* m — rt — 7^^ 


•     ■ 


1.2.3.4.5.6.7.8.9 
modw  <^  K\ 

Wie  man  mittelst  dieser  Fundamentalformeln  Zusammengesetz- 
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tere  Functionen,  z.  B.  sin^amw,  tngamw  und  dergleichen  ebenfalls 
in  Potenzenreihen  verwandeln  kann,  ist  leicht  genug  einzusehen,  und 
OB  wird  daher  das  folgende  eine  Beispiel  genügen. 

Die  Function 

stnamw 

erhält  für  «;  =  0  den  Werth  /(O)  =  1 ,  sie  bleibt  femer  synektisch 
von  M?  =  0  bis  dahin,  wo  sin  am  w  zum  ersten  Male  verschwindet. 
Nun  wird  sinamw  =  0  sowohl  für  w  ■==  2K  als  für  to  =  i  .  2K'\ 
die  Reihenentwickelung  gilt  daher,  wenn  K  <^  K'  ist,  unter  der 
Bedingung  modw<i  2K\  im  Gegenfalle  K'  <i  K  muss  modw<Z2K' 
genommen  werden.  Beide  Fälle  sind  leicht  zu  trennen.  Ist  nämlich 
ü;«  <  \  oder  2A;2  <  1,  so  folgt  h^  <  h'\  z/(Ä,  9)  >  ^(Ä',  9?), 

^         <  TTD ^  ^^^  ^  <  ^'\ 


J(h,  q>)  ^  ^{yf,  (p) 
für  fc*  >>  i  ergiebt  sich  durch  analoge  Schlüsse  K'  <^  K.  Die  obige 
Function  besitzt  noch  die  Eigenschaft  /( —  w)  =  f{w)  ist  also  eine 
gerade  Function  und  giebt  folglich  eine  Keihenentwickelung  von 
der  Form 


stnamw 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  Nro.  47)  und  vergleicht  dann 

beiderseits  die   Coefficienten  von  «r^,  w*,  w^  etc.,  so  erhält  man  der 

Reihe  nach  die  Werthe  von  «2»  "^4»  ^6  etc.,   und  gelangt  schliesslich 

zu  folgendem  Resultate: 

1  1      ,      1  +  ÄJ»        ,7  —  22h^  +  7fe^    3 

54)  =  —  A ■ w  -|-  w 

sinamw        w         1.2.3  3.  1.2. .5 

.    31  —  15*2  —  lÖÄ^  +  31*6  . 

wobei  die  Bedingungen 

fürÄ;<77=,       modw  <i2K, 
V2 

„    Ä;>  -i=,       modw<  2K' 

einzuhalten  sind.  Im  speciellen  Falle  *==  0  kommt  man  auf  die 
Formel  für  cscw  zurück  (Tbl.  I,  S.  245,  Nr.  31),  im  Falle  k=\ 
nrgiebt  sich  die  Gleichung  10)  auf  S.  277  im  ersten  Theile*). 

*)  Die  obigen  Potenzenreihen  sind   zuerst    von  Jacobi  entwickelt  wor- 
den, jedoch   ohne   Bestimmung  der   Gültigkeitsgrenzen  (Fundam.  nova  theor. 
i^chlömiloh,  Analyais.  IL  26 
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B.  Ein  zweites  Mittel  zur  expliciten  Darstellung  der  elliptischen 
Functionen  bieten  die  Quotienten  zweier  Potenzenreihen;  man  ge- 
langt hierzu  auf  folgendem  Wege. 

Aus  der  unbestimmten  Integration 

erhält  man  sehr  leicht 

o/  V(i  — ;?») (1  —  li^z-i)  J  \  «y  V(i— «')(i— Jfc»*«) 

und  für  z  =  sin  am  w 

K  K 

/dw  I  (k^sin^amto t-t ]dw  =  Isinamw. 
J  \                         stn^amw/ 

Ferner  ist 

K  K  w 

I  h^sin^amwdw  ==    /  Jc^sin^amwdiv  —    I  k^sin^amwdir 


tf  0  0 

♦    w 


z=i  K  —  E  —    /  'k'^sin^amwdw^ 

0 

wobei  man  den  Werth  K  —  E  mittelst  der  Substitution  amw  -=:  ^, 
findet,  und  es  ergiebt  sich  weiter 

I  dw  I  h^sin^amivdw 

Vf  VI 

K  w 

=  {K--E){K  —  w)  —    j  dw  I  k^sm^amwdw 

m  0 

K  w 


=  (K—E)(K—w)  —  jdwf 


k^sin^amwdw 

0  0 

tß  w 

+     I  dw  I  k^sin-nniwdw, 

0  0 


funct.  ellipt.  pag.  114).  Herrn ite  behauptet  in  seiner  „Uebersiicht  der  IVn- 
rie  der  elliptischen  Functionen",  übersetzt  von  Natani,  S.  46,  dass  die  Rei- 
henentwickelungen  für  sin  am  w^  cos  amw  und  Jamw  an  die  Bedingang 
—  1  <  W  -<  -j-  1  gebunden  seien;  dies  ist  ein  Irrthum,  wie  schon  die 
Fälle  A:  =  0  und  Ä:  :=  1  beweisen. 
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Das  erste  Doppelintegral  rechter  Hand  hesitzt  einen  constanten 
Werth  Q-y  auf  den  es  vorlänfig  nicht  ankommt;  wir  rechnen  ihn  mit 
(J? —  E)  (K —  fo)  zusammen,  indem  wir  setzen 

(K—E)K—  G=^a.      K—E  =  b, 
und  erhalten  somit 

55)  Isinamw  =  /i  -|-  ftip  -|-     /  dw  I  Ic^sm^amwdw 

0  0 

K  K 

J        J  stn^amtc 
Geht  man  zweitens  von  der  Integralformel  aas 

'/    \  1  —  ««  /  V(i  _  gi)  (1  _  Jc*e*)  Vi  —  r»     ' 

so  g'elangt  man  leicht  za  der  Gleichung 

/   V(l  —gf){l—h^gi)J  \  \  —  e^  /V(l— fr«)(l— Jt»r«) 

=  7  Vi  -  r«, 
die  sich  for  £  =  smamtc  in  die  folgende  verwandelt 


m 


56)    Icosamw  =    /  dir  /  k^siu-amu-dtc —  /  dtc  I  — dw. 

'                            J        J                               J  J  cm^amw 

o                 •                                                            4>  0 

Drittens  fahrt  die  Integralformel 

r/  ,  _,    1  —  iri  \ de_ ^  _  5  Vi  -.  ^ 

c/   V           1  —  *'W  V(l—^*)(1— 4-*^*)  Vi  —  *«^ 
zu  der  61eichnng 


/  V(l— ir»)(l  — i»^»)/  V  1  —  ^^^VV(i_^>j(i  — 

=  7^1  —  k^z^, 
und  daraus  wird  fär  e  -==■  &m am  tr 


k^z^ 


«r  «r 


57)      l  tarnte  =  I  <f«r  I  h'sm^aniuraitr  —  I  dvc  j  —r^ <w 

0  0  V  0 

Setzt  man  zar  Abkurzimg 


«>i:* 


2U 
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K  K 

p  =  a  -\-  ow  —    I  aw  I  -T-^ » 

J        J  stn^amw 

w  w 

/,      r^^amw  ,                           r.      rk^cos^amw  . 
dw  I  — dw,     r  =:  —    I  dw  I  —rz dw, 


0 

10  U) 


s  T=  —    j  dw  j  h^sin^amwdw, 

0  0 

so  erhält  man  aus  den  Formeln  55),  56),  67)  die  folgenden 

ßP  fi/i  ^ 

68)      sinamw  =  — ,     cosamw  =  —-,      jdamw  =  —-^ 
'  ^  ^  ^ 

und  demnach  lassen  sich  die  drei  hauptsächlichsten  elliptischen  Func- 
tionen als  gebrochene  Functionen  von  gleichem  Nenner  ansehen. 
Den  letzteren  untersuchen  wir  zunächst. 

Ist  der  Integrationsweg  des  w  so  beschaffen,  dass  sm'^amtr 
längs  desselben  synektisch  bleibt,  so  bildet  aus  nahe  liegenden  Grün- 
den S  gleichfalls  eine  synektische  Function  von  w ;  dasselbe  gilt  dann 
hinsichtlich  des  e*.  Führt  dagegen  der  Integrationsweg  durch  sol- 
che Punkte  hindurch,  in  welchen  sin^amw  unendlich  wird,  so  kann 
man  diesen  Integrationsweg  durch  einen  Weg  der  ersten  Art  er- 
setzen, sobald  man  noch  diejenigen  Integral werthe  hinzufügt,  welche 
den  Umkreisungen  der  vorkommenden  Ausnahmepunkte  entsprechen. 
Es  zerfallt  dann  S  in  einen  synektischen  und  in  einen  asynektischen 
Theil,  wobei  es  vornämlich  auf  den  letzteren  ankommt.  Es  wird 
nun  sm^  am  w  unendlich  für 

w  =  2mK  +  i(2n  +  1)K\ 
wo  m  und  n  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten ;  bezeichnen  wir  diesen 
Werth  kurz  mit  cund  denken  uns  den  betreffenden  Ausnahmepunkt 
mittelst  eines  Contours  von  beliebiger  Kleinheit  umgangen,  so  ist 
für  alle  Punkte  dieses  Contours  w  von  der  Form  w  z=z  c  -\'  x  -{-  iy 
c=z  c  ^  z  mithin 

Ic^sinl^amw  =  h'^sin'^am{c  -^  e)  =  k^sin^am(iK'  +  e) 

1 
sin^amz 
Bei  hinreichender  Kleinheit  des  Contours  bleibt  modz  innerhalb  der 
Grenzen,  welche  zum  Bestehen   der  Gleichung  54)  erforderlich  sind; 
und  es  folgt  dann 

z^  ^        3  15  ^ 
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oder  vermöge  des  Werthes  von  e 

k^s.n-amw=j^—^^  +  -3-  +  15^  (i.-c)^  +  .... 

Daraus  ergiebt  sich  ein  Resultat  von  der  Form 

w         '  to 

j  dw  j  h^sin^amw  dw  =  —  l(c  —  w)  +  W, 

0         0 
worin  TT  die  Summe  einer  convergirenden  und  für  w  =  c  verschwin- 
denden Reihe  darstellt.     Denkt  man   sich   diese  Rechnung  für  alle 
vorkommenden  Ausnahmepunkte  C],  €2,  etc.  ausgeführt  und  nennt 
man/(f(7)  den  synektischen  Theil  von  s,  so  erhält  man 

s  =f(w)  +  Kci  —  w)  +  ?(C2  —  w)  +  •  •  •  • 

—  Wi  —  W2  -   Ws  — 

und 

e'  =  (ci  — w)(c2  —  to)  ...  e/^w)— ^1-^8— •• 
Obgleich  nun  s  nicht  synektisch  ist  und  sowohl  für  w  =  Ci  als 
w  =z  C2  etc.  logarithmisch-unendlich  wird,  so  ist  doch  e*  eine  synek- 
tische  Function,  da  sie  gerade  an  den  genannten  Stellen  verschwin- 
det. Hieraus  folgt,  dass  e'  für  alle  w  in  eine  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  w  fortschreitende  Reihe  entwickelt  werden  kann. 

Wie  man  bemerkt  haben  wird,  liegt  der  Nerv  der  vorigen 
Schlussweise  in  dem  Umstände,  dass  die  Function  k^sin^amw  in 
der  Nähe  eines  solchen  Specialwerthes  w  =  o,  für  welchen  sie  un- 
endlich wird,  die  Form 


.... 


(W  —   C)2 

annimmt  oder,  kürzer  ausgedrückt,  dass  k^sin^amw  für  w  =  c  ein 

Önendlichgrosses  von   derselben  Ordnung  wie  j — —- — r^  wii'd.    Die 

nämliche  Eigenschaft  kommt  auch  den  folgenden  drei  Functionen  zu 

1  ^^amw         k^cos^amw 

sin^amw'       cos^amw^         /i^amw 
Dur  sind  hier  die  Werthe  von  c  andere  als  vorhin;  «die  Folgerung 
bleibt  aber  dieselbe,  d.  h.  p,  2,  r  werden  logarithmisch  -  unendlich, 
'^  c',  C  bleiben  synektisch   und  können  daher  in   Potenzenreihen 
iferwandelt  werden. 

Die  Bestimmung  der  ReihencoefQcienten  hat  keine  Schwierig- 
keit.   Man  findet  zunächst  aus  Nro.  47) 

Wawtt^  =1  w^ ' w^  H ■ — - — T-^ w^  —  .  ►  .  . 

erner  durch  zweimalige  Integration 
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Ä2 


3  .  4 


,    ,     Ä'^  +  A4  2fc2  +  13A;4  +  2Ä;«    ^  , 


3.5.6 


5.7.8.9 


endlich  mittelst  der  Exponentialreihe 


>-f+ 


!2 


1  .  2 


1.2.3 


+ 


r- 


4  .  ^!+l'  « 


SÄ»  -I-  17Ä;*  +  8Ä;6 


«7®  + 


3.4         '3.5.6'  4.5.7.8.9 

Aus  Nro.  58)  geht  ferner  hervor,  dass  die  Entwickelungen  von  e^, 
c^,  e*"  entstehen,  wenn  e*  der  Reihe   nach  mit  den   Entwickelungen 
von  sinamw,  cos  am  w^  ^amto  multiplicirt  wird;  die  Resultate  sind 
dann  folgende.     Statt  der  Gleichungen  58)  schreiben  wir 
gQ.  _, tv  —  AgW^  _[_  i^^5  ^ 


60) 


61) 


stnamw 


cos  am  w  = 


^  amto 


—   X4W*   +    ^6^^^   —   • 

und  in  diesen  für  alle  iv  geltenden  Formeln  bestimmen  sich  die 
Coefficienten  durch  die  nachstehenden  Gleichungen,  in  denen  zur 
Abkürzung  1  .  2  .  3  .  .  .  m  mit  m^  bezeichnet  ist 

4'X4   =  2Ä2, 

6'X6    =  8(Ä2  +  Ä*), 

8'X8  =  32(Ä;2  +  Ä;6)  +  68  Ä^, 
10'Xio=  128(Ä;2  +  Ä;8)  +  480(äj4  +  Ä;«), 
12'xi2  =  .512(Jfc2  +  A;io)  +  3008  (Ä*  +  ÄjS)  +  5400  äj« 


3'A8  —  1 

l    +Ä», 

5U5  =  ] 

l  +  Ä*  +  4&», 

Tl,  -] 

L  +  Ä«  +  9(Ä2+A<), 

9*^9    —  ] 

l  +  P  +•  16(&»  +  &e)  -  6fc*, 

11' Au  -  1 

•         •         . 

L  +  Äi»+  25(Ä«4-i;8)  —  494(&*  +  Ä«), 

2';*»  —  ] 

l, 

4>4  —  : 

l  +  2*2, 

6',»,  -] 

l  +  6&2  4-  SÄ«, 

S'ftg  -] 

l  +  12*»  +  60**  +  32&8, 

10>io  =  1 

[  4-  20*2  +  348**  +  448*6  +  128**, 

12>12  —  1 

•         *         •         • 

+  30*»  +•  2372Ä*  4-  4600&«  4-  2880*«  4-   512  *'• 
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4' 1/4   =  2fc2  +  A;S     • 

6'1/e   =  8Ä;2  +  6fc4  +  k\ 

H'i/g    =  32Ä;2  -t-  60ifc*  +  \2Tc^  +  Ä;», 
lO'vio  —  128*2  +  448Ä*  +  348Ä;ß  +  20Ä;»  +  h^^, 
12'i/,2=  512jfc2  +  2880Ä;*  +  4600*«  +  2372*»  +  30*^^  4.  ^12^ 

Nimmt  man  speciell  Ä  =  1,  so  wird 
.S/W  am  (w,  1)  =  — - — -— ,  cosam(w,  l)  =  ^am(tv,  1)  = 


ßv  ^  e-'"  V    '    /  V    »   /      gw_j_g-w 


und  nach  der  zweiten  Formel  in  Nro.  58) 

ß 
cosam(w,  1)  =  j — , 

was  mit  der  Reihenentwickelung  in  Nro.  60)  übereinstimmt  *). 


VI.     Periodische  Reihen  und  Partialbrüche  für  die 
einfachsten  elliptischen  Functionen. 

Wie  man  aus  der  Untersuchung  über  die  periodischen  Reihen 
weiss  (S.  144,  VI.),  lässt  sich  jede  zwischen  u=  0  und  u  =  h  end- 
lich bleibende  Functionen  einer  reellen  Variabelen  u  in  jeder  der 
Formen 

I A,  +  ^1  cos  —  +  Ä2C0S  —T—  +  -4-3  ^^^"~r — !-•'•/ 

Bi  8in  -rr  '\-  B2  sm  — 7 — |-  ^-  sm  —. 1-  . . . . 

h  n  n 

dai-stellen,  falls  u  auf  das  Intervall  0  bis  h  eingeschränkt  wird. 
Für  Bich  betrachtet,  bleibt  die  erste  Reihe  ungestört,  wenn  man  u 
durch  —  u  oder  durch  u  -j-  2  h,  u  +  4  Ä,  m  +  6  ^»  etc.  ersetzt;  sie 


*)  Die  Darstellung  von  sin  am  w^  cos  am  w,  Jamw  als  Quotienten  von 
Hoteuzenreihen  int  zuerst  von  Weierstrass  in  Grelle's  Journal,  Bd.  Ö2|  S. 
3o7  gegeben  worden,  wobei  die  Fnnctionen  e',  c,  c,  C^  mit  Äl(w)f  Äl(w)i, 
Al(u!)2y  Äl(to)i  bezeichnet  und  Abel 'sehe  Functionen  genannt  sind. 
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bildet  also  eine  gerade  periodische  Function  von  u  mit  der  Periode 
2  h.  Ißt  nun  zufälligerweise  die  Function ,  welche  man  in  die  erstf 
Reihe  verwandeln  will,  selber  eine  gerade  periodische  Function  mit 
der  Periode  2  h,  ^  gilt  jene  Reihenentwickeluug  nicht  nur  vontt=0 
bis  u  =  h,  sondern  für  jedes  reelle  u.  Aus  ganz  ähnlichen  Schlüs- 
sen geht  hervor,  dass  eine  ungerade  periodische  Function  mit  dem 
Index  2  h  für  alle  reellen  u  in  eine  Reihe  der  zweiten  Art  verwan- 
delt werden  kann.  Da  nun  die  elliptischen  Functionen  reelle  Perio- 
den besitzen,  so  erscheinen  die  obigen  Reihen  als  sehr  geeignete 
Mittel,  um  jene  Functionen  wenigstens  für  alle  reellen  Werthe  von 
u  darzustellen ;  man  würde  z.  B.  für  h  =  2  K  den  Amplitudencosi- 
nus in  eine  Reihe  von  Cosinus,  den  Amplitudensinus  in  eine  Reihe 
von  Sinus  entwickeln  können.  Die  einzige  hierbei  zu  überwindend»* 
Schwierigkeit  betriflFfc  die  Bestimmung  der  Coefficienten  An  und  Bn\ 
ist  nämlich  F(u)  die  gegebene  elliptische  Function,  so  kommt  es 
darauf  an,  die  Werthe  der  Integrale 

2K  2K 

I  F(u)  cos  du  und    /  F(u)  sin  du 

0  0 

oder  auch  den  Werth  des  einen  Integrales 

2A' 


/ 


F(t*)e»>Mw,  ^  =  ff 


zu  entwickeln.  Wie  dies  geschehen  kann,  wollen  wir  sogleich 
zeigen. 

Es  bedeute  w  eine  complexe  Variabele  =  u  -}-  iv,  ferner 
sei  F(w)  eine  eindeutige  Function  von  w,  die  innerhalb  eines  au? 
den  Seiten  2  K  und  2  K'  construirten  Rechtecks  nur  zweimal  näm- 
lich für  w  =  iK*  und  für  w  =  2  JK"  -|-  iK'  unendlich  wird,  und 
die  noch  folgende  Eigenschaften  besitzt 

F{w  +  2  JT)  =  £i F{wl  F(w  -\-i.2K')  =  €2  F(w), 

worin  £i  und  £2  positive  oder  negative  reelle  Einheiten  bezeichnen. 
Nach  diesen  Voraussetzungen  betrachten  wir  das  Integral 

fFiwje^f^'^dw 

und  nehmen  als  Integrationsweg  die  Peripherie  des  aus  den  Seiten 
0Ä  =  2K,  0B  =  2K'  construirten  Rechtecks  OACBr  wobei 
wir  die  Ausnahmepunkte  D  und  E^  welche   die  Werthe  iÄ'  und 


Fifr.  56. 
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i'A'  ^  iK'  repräscutiren ,  in  Halbki-eisen  umgehen  (Fig.  56).  Zu- 
folge der  Ausschliessung  von  D  und  E 
ist  der  ^Yerth  des  Integrales -=  0  oder 

I{OA)  +  I[AQ.)^-I{Q,,Q,Q^^-I{Q.C) 

+  I(CB)-\-I(BPo)  +  I{P.P,Pd+IiP^O) 

=  0. 

Nehmen   wir  die   Radien    der   Halbki"eise 
gleich,  DP  =  EQ  =  r,  lassen  sie  gegen 
die  Null  convergiren   und  setzen  znr  Ab- 
%      kürzung 

Lim  |/(P,.P,P,)  -I-  HQoQi  Qd\  =  S. 
so   bleibt    dui'ch    Zusammenziehung    von 
I(AQ^)  und  i(C,0,  sowie  von   I(BPo) 
und  I(Pi  0) 
1(0 A)  +  I(AC)  +  I(CB)  +  liBO)  4-8=0. 

Im  t'i-sten  Integrale  substituiren  wir ir  ==  «,  im  zweiten  w  =  2K-\~  it\ 
uu  dritten  ic  =  u  -f-  i.  2  /?',  im  vierten  w  =  iv\  dies  giebt 


^r-2/iiK 


(1 


V 


SA'  2A'' 

•  /  F(m  +  i.2K')€',"''du  —  I  /  F(h)e-f''dr  +  S=  0 

0  0 

Oller  zufolge  der  Eigenschafton  von  F 
-£-,^-2."A')  /F(tt)r'.""JM  +  f(i,  C  ^"A  —  1)  /F(ir)e-"'d 

0  0 

-J-  S  =  0. 
I>U' (irösse    S  ergiebt  ach,    wenn   man   in   I(P(fPiP^)  den    Winkel 
riDy*  r=r  (f  mithin    tr  =  lÄ''  +  r*/<^.    im   zweiten  Halbkreisinte- 
Rralo  J.  Q^EQ  z=e  mithin   fr  =  2  Ä^  +  i  IT   -  re^«    substituirt 
niid  zur  Abkiirsung  rf*Ö  =  q  setzt;  es  ist  dann 

—  in 


=  i  /  F(iÄ"  4-  p> €*•"  <'^  +  e>  p  J/> 


-1. 


—  /  /F(2ä'-u,A"— (jJc-'^'^^  +  'A  -fjf  QfiO 


\- 
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und  bei  unendlich  abnehmenden  Q  wegen  F(2  K  -^  w)=:  Si  F(i€) 

)      /" 


S=Lim 


—  ie-f^^'  fQF(iK'-\-Q)^f^Qde 


-l- 


\n 


+  i£ie-/"^  +  *-2^^  / 92^(iiir'  — 9)e-*W(iö 


-i- 


Beachtet  man  noch,   dass  e*^i"^  =e**"^  =  CöS»3r  ist,  so  hat  man 
schliesslich  folgende  Gleichung 

2A'  2A" 

62)   (1  —  «2 e~y  ^')  /  F{u)  e«> « c?w  —  i(l  —  £i  cösn jr)  /  Fiiv^e-l'Hv 


0  0 


\- 


le' 


f^^'Lim  I  Q[F(iK'+Q)e't^Q  —  6iCosn7tF(iK'  —  Q)e-'^f'9]d6, 


-l- 


die  sofort  zur  Kenntniss  ,  der  'gesuchten   Integrale   führt ,   wie    sich 
gleich  zeigen  wird. 

a.    Wir  nehmen  zuerst  jP(k;)  =  sinamw\  es  ist  dann 
«1  =  —  1,     «2  =  +  1»     F(iv)  =  itngam(v,k^, 

Liml,F(iK'  -  ,)]  =  I^m[^^]  =  -  i, 
und  damit  geht  die  Gleichung  62)  in  die  folgende  über 

(1  —er^f^^')  I  8inamue*f^^du-\-(l  -\-cosnx)  I  tngam(v,k')e—f^''dv 

k 

Durch  Vergleichung  der  beiderseitigen  imaginären  Theile  und  durch 
Substitution  des  Werthes  von  fi  ergiebt  sich  weiter 

n7lK\         2K  nnK' 


/  n  71 A  \         a  A  , 

(,  K    \  r  ^  .   nnn  .        %{\  —  cosnx) 

VI  —  e  J  I  stnamu stn---r^du=  —^ = 

^  ^J  2K  k 


e 


0 

und  wenn  man  noch  die  Abkürzung 

K 
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2K 


2K 

nnu   ^         nix — cosnn) 
stn  am  u  stn- aw  = 


fsi 


2K 


kK 


\  —  ^' 


deren  liuke  Seite  der  Goefficient  Bn  ist,  falls  sin  am  u  nach  den  Si- 


7CU 


nus  der  Vielfachen  von  -—   entwickelt  werden  soll.      Die   gesuchte 


2K 


Reihe  ist  nun 
63) 


stn  am  u 


27C 

hK 


sin  ^r-r^  +  - — ^^sin  ^  ^  -\ 


sm + 


l—q^'^K'    1— g3-'  2ir     '    l—q^^"2K 
und  zinrar  gilt  diese  Gleichung  für  jedes  reelle  u, 

LfäBst  man  K  —  w  an  die  Stelle  von  u  treten,  so  erhält  man  noch 

cos  am  u 


64) 


2  7t  \  Vq  nu 


^amu 
Yi^         Bxu    .     Vq^         hnu 


q       2K      1  — g8  -  2K    '    l—q^ 
b.     Es  sei  ferner  F{w)  =  cos  am  w^  mithin 

6i  =  —  1,     £2  =  —  1»     F{iv)  =  secam{v^h% 

amQ 


sin  am  Q 


Lim  lQF(iK'  +  ^)]  =2,m|  — ^^ 

IAmlQF(iK^^Q)]  =  IAm\+'-^^ 

\  k  stn  am  q 

die  allgemeine  Formel  62)  wird  dann  zur  folgenden 
(l+e-^i"^' 


t 
k' 


^  k' 


')  /  cosamu e*f^'*du  ^i(l  -\-  cosna)  1  secarniv^k^e^f^^dv 
7t  (l  —  cosnn:) 

Durch   Vergleichung  der  beiderseitigen  reellen  Theile  erhält  man 


2Ä' 


^/ 


nTtu  ^         7t(l  —  cosnTt)      \/q^ 
cosamucoS'-:rr^du=  ^       ^  ^ 


2K 


kK 


1+2«' 


womit   der  Coefßcient  An  für  die  Entwickelung  von  cos  am  u  nach 

den  Coßinus  der  Vielfachen  von  —-=;  bestimmt  ist.     Man  hat  dem- 

2  K 

nach  folgende  Reihen formel 
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27t 


fV7 


q  nu    . 


COS  am  u 


l  +  g™2E^  '    l+g«"""  2JS:.  •   l+g5 
die  für  alle  reellen  u  gültig  bleibt. 

Ersetzt  man  u  durch  K  —  u,  so  erhält  man  noch 


^K  T 


66) 


Ja 


f  stn  am  u 
damu 


2n\  yq      .    tcu         yq^      .    3  7tu    ,     Vq^      .    5 am 

stn  r-r^  —  -z—. r  Btfb    ^  „    +  -— ; Stfl  "r-^T 


kK\l-^q^:"%K       l^q^""'  2K     '    1  +  g' 


c.    Wir  nehmen  drittens  F{w)  =  ^amw  also 

^:/aw(t;,Ä;') 


£,  =  +  1,     £,  =  -  1,      F(«t;)  = 


Lim  [Q  F{iK'  +  ^)]  =  Lim 


—  icosamQ* 


cos  am  (v,^^ 
9      1  _ 


si^om^ 


«, 


LimlgFCiK'  —  p)]  =  IAm\4-icosamQ'-T-^ — }  =  +  *; 
die  allgemeine  Gleichung  62)  gestaltet  sich  dann  folgendermaassen 

2K  2K' 

(l-j_e-2^^')  r^amue^f^^du  —  i(l  -cosnn)  f^^^^^'^h-i^Hi 
J  J  coscrniv^K) 

0  0 

=  ;r  (1  +  cosn7c)e~f*^'. 
Die  Vergleichung  der  reellen  Theile  giebt 

2K  .— 

nnu  j         n:(l  •}- cosnn)       yq^ 
—--—rau=^ •  - — : — -' 


2 
2K 


I 


^amu  cos 


2K 


K 


0 


1+9" 

und  daraus  folgt  die  allgemein  gültige  Reihenentwickelung 
67)  ^Jamu 

q  Tiu    ,         q^ 


n  2% 


nu    , 

cos  -zzr    4- 


2  XU    , 
cos  ^ H 


1  +g2  --"  ^     '    1  +,/  ™    js: 

« 
Ferner  ist,  wenn  ^  —  t*  an  die  Stelle  von  u  gesetzt  wird, 

Je' 


68) 


^amu 


n         2n  ( 


i' 


q  nu 


2  nu    , 


Mittelst  der  Relation 
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amu=  I  ^amudu 

0 

i-hält  man  noch  aus  Nro.  67). 
19)  amu 

nu 


d.    Die  gerade  Function  F(w)  =  sin^amw  lässt  sich  gleichfalls 


2K+' 


lach  der  bisherigen  Methode  entwickeln,  wenn  gesetzt  wird 

sin^  am  u 
jcu  2  jcu  3  nu 

=  I  Jo    +    ull  cos  —    +    ^2  COS  -^Y    +    ^^  ^^  -YW    "^ 

Sanächst  hat  man 

2ir 


•     »     • 


I^Iq  =  --— :  /  sin'^amudu 
2  iLtJ 


0 

üder  unter  Anwendung  der  Substitution  amu  =  (p 


n 


i    .  1       y  sm2  q) 


(9)     ^  Ä;2ir 

0 

AuB  der  Relation  sin'^am  (2  Ä' — u)  =  sin  amu  ergiebt  sich  leicht 
-4]  =  ^3  =  ^5  .  .  .  =  0,  bei  der  Bestimmung  von  An  kann  des- 
halb n  als  gerade  Zahl  vorausgesetzt  werden.     Es  ist  nun 

«1  ==  +  1,     £2  =  +  1,     F(iv)  =  —  tng^am(v^k'), 

Um  {Q[F(iK'  +  Q)e*f^  Q  —  e^  cosn7tF{iK'  —  Q)er*f^Q]} 

^.     Q(e*f*Q  —  e'-*f^9)        2i_.     f/      g      ysinfiQ 


Jc^sin^amQ 


2  /  .  n  ;r 


lithin  geht  die  allgemeine  Formel  62)  über  in 

/nn^ 
sin^amue^f^'^du  =  —  r—r.  e-f*^\ 


0 
Se  Vergleichung  der  reellen  Theile  liefert 

0 

id  damit  ist  An  bestimmt.     Für  n  =  2,  4,  6  .  .  .  wird  nun 


414  Die  elliptischen  Functionen. 

70)  sin^amu 

K—E        ^/Jr\3f    lg           7tu    ^      2^2           27CU  ,       \ 
= 2  ( 1    l —  cos +  — = —  cos ^  •  ■ .  1 

und  zwar  gilt  diese  Gleichung  für  alle  reellen  u. 

Bevor  wir  uns  mit  weiteren  Keihen  dieser  Art  beschäftigen, 
wollen  wir  einen  Blick  auf  die  Substitutionen  werfen,  mittelst  deren 
sich  aus  jeder  Entwickelung  irgend  einer  elliptischen  Function  die 
Entwickelungen  anderer  elliptischer  Functionen  herleiten  lassen. 
Eine  solche  Substitution  ist  im  Vorigen  schon  angewendet  worden; 
sie  besteht  darin ,  dass  man  K  —  M  an  die  Stelle  von  u  treten  lässt; 
andere  Substitutionen  beruhen  auf  folgenden  Bemerkungen. 

Das  Integral 

dw 
u  —     ■ 


lässt  sich  auf  zwei  verschiedene  Arten  in  die  Normalform  elliptischer 
Integrale  erster  Art  bringen;  man  setzt  nämlich  entweder 


k'u 


=    / ^  mithin  w  =z  am  (k'u,-rj\, 


oder  man  benutzt  die  Substitution 

k'sinil;                    ^                  k'dxl^ 
sin(p  =_  >  ,»...>  »9^  =  ; iTU^a 


Vi  —kHm^i;'  1  ~  ^^sin^^ 

welche  giebt 


/, 


u  =  I  —=====z         mithin  ?f^  =  am  (w,  fc). 


0 

Zufolge  der  Gleichung  zwischen  9  und  ^  ist  nun 

lisinamxi 


stnam 


{... «) = 


^amu 


und  hieraus  folgen  analoge  Formeln  für  die  übrigen  elliptisclien 
Functionen.  Im  speciellen  Falle  9  ^=  \n  wird  i)  =  \jt^  und  di« 
Vergleichüng  der  beiden  Werthe  von  u  giebt 


K7:f)  =  "('.f) 


Femer  ist  unmittelbar 
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Q 

öder  für  ^n  9  =  z 


*'  1 

dz  \     ^    ^  ^^ 


'\Iw= 


ij  Vn 


«»)(&'» -ä2)         iJ  y(l-;er«)(««-Ä'«)| 

Sabstituirt  man  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  g  =•  k  sint,  im 
weiten  e  =  Vi  —  fc'si»'»,  so  erhält  man  leicht 


Diese  Bemerkungen   lassen    sich    folgendermaassen  zusammenfassen: 

Ersetzt  man 

iJc 
k  durch  -jj  und  zugleich  u  durch  Ä;'w, 

«0  verwandeln  sich 

JTin  k'K,  K"m  k'  (K'  —  iK) 

71 K'  n  (K'  —  iK) 

e      ^  =  q  in  e         ^        =  —  q 

k*  smamu  .      cosamu 

stnamu    in    — 7 ,    cosamu  m    — ; , 

^amu  ^amu 

damu  m  — ;; • 

lach  dieser  Regel  erhält   man   z.  B.   durch   blosse  Aenderung  des 

Vrzeichens  von  q  aus  der  Reihe  für  sin  am  u  die  Reihe  für  — 3 , 

^amu 

'eiche  letztere  in  die  Reihe  für  cosamu  übergeht,   wenn  u  durch 

r  —  n  ersetzt  wird  (vergl.  Nro.  63,  66  und  65). 

Ein  zweites  Mittel  zur  Ableitung  neuer  Reihen  bietet  die  Lau- 
en'sehe  Substitution.  Sind  nämlich  die  Amplituden  q)und^  durch 
le  Gleichung 

sin  2  ^ 

tan  W   =  :; ; — 

h  ■}-  cos2%' 
irbunden,  statt  deren  auch  gesetzt  werden  kann 
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1  1  +  Ä  —  2  sin^ip 


COSff 


1  +  h 


stn(p  = 


■1  + 


so  besteht  die  Relation 


smiifcosfp 


2Vh 


71,  j,<»,„  =  _A_p.(lv^,,) 


Es  sei  nun  ferner 

die  vorigen  drei  Gleichungen  gehen  dann  in  folgende  über 

1  —  (1  -f  Ä') sin^il>  (1  +  7{f)sintl>  cosil^ 

cosq)  =  — : ^"-JTi — T j    stnq)  =  ^ 


deren  letzte  wir  in  der  kurzen  Form 

darstellen.     Hiernach  ist 

V,  ,\  —  am  f  (1  -f  /;')«*,  ^    .   , , 

und   wenn   man   diese   Werthe   in   die  Formeln  für  cosq)  und  sin  (f. 
substituirt,  so  erhält  man 

l—k'\        1  —  (1  +  k')sin'^amu 


cos  am 


(a+*>.hi) 


sin  am 


((, + *,.,  i^) 


^amu 
1  —  k\        (1  -\-  k^  sin  am  u  cos  am  u 


Jamu 


Im  speciellen  Falle  il)  •=  ^tc  wird  (p  -=  %  und 
sowie 

Vi  +  *"  2;        2       V    2) 

Ferner  ist  identisch 
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nach  Nro.  71)  ergieht  sich  für  Ä  =  Ä',  9  =  2^  =  ;r,  dass  die 
rechte  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  mit(l  +  Jc')F(lcfj  \n)  über- 
einkommt; man  hat  daher 

Diese  Bemerkungen  zusammengenommen  liefern  folgenden  Satz:  Er* 
setzt  man 

1  jßf 

Je  durch  ,  und  zugleich  u  durch  (1  -\-Jc')u, 

80  verwandelt  sich 

K  in  1(1  +  Ä/)  K,         K'  in  (1  +  Ä/)  K\ 

Q.  in  3^ 
(1  +  Ä')  sin  am  u  cos  am  u 


stnamu  in 


cos  am  u  in 


1  —  (1  •}- k')  sin^  am  u 


^amu 

Nach  dieser  Regel  erhält  man  z.  B.  aus  der  Reihe  für  sin  am  u  die 
neue  Entwickelung 

sin  am  u  cos  am  u 
^amu 

auf  welche  wir  im  nächsten  Abschnitte  zurückkommen  werden. 

Es  dürfte  kaum  nöthig  sein  zu  bemerken,  dass  alle  gegebenen 
Reihenentwickelungen  auf  verschiedene  Weise  specialisirt  werden 
können,  indem  man  w  =  0  oder  =  K  oder  =  j-ZT  setzt.  Die  so 
entstehenden  besonderen  Formeln  enthalten  meistens  Beziehungen 
zwischen  den  vier  Grössen  äj,  äj',  K  und  q ;  nur  die  Gleichung  70) 
macht  hiervon  eine  Ausnahme  und  liefert  z.  B.  für  u  =  0  eine  For- 
mel, welche  sich  zur  Berechnung  von  E  benutzen  Hesse. 

Noch  müssen  wir  eine  wichtige  Transformation  erwähnen,  wel- 
cher die  bisherigen  Reihen  unterworfen  werden  können;  sie  besteht 
einfach  darin,  dass  man  jeden  einzelnen  Term  mittelst  der  Formel 

-i-  =  1  +  r  +  r«  +  r»  + .,    r^<l 

l  — r 

entwickelt  und  in  der  so  gebildeten  Doppelreihe  die  vertical  unter 

Sohl« milch,  AnalyslB.  U.  27 
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einander  stehenden  Terme  zusammenfasst.     Schreibt  man  z.  B.  statt 
Nro.  63)  etwas  bequemer 


T  /—  f  stn  X 


- — sin  am 

27t  7t 

g  sin  3  X 


so  ist  auch 


»  +  . 


IcK 


stn  am 


q^sinhx    . 

1  —  g** 

2Kx 


I 


2K  it 

=  Vq^ {sinx  -f-  qsinx  +  g^sinx  +  q^sinx  -f-  •  •  • 

+  qsinSx  +  q'^sinSx  +  q'^sinSx  -\-  q^^sinSx  +  •  •  • 

-\-^q'^sin6x -}- q'^sinSx  -}-  q^^sinbx  -[-  q^'^sinbx  +  •  •  • 

+' } 

und  indem  man  alle  Yerticalreihen  mittelst  der  Formel 

(1  -\-p)sinx 


sinx  -\-  psinSx  -|-  p^sin6x  -!-•••  = 


1  —  2pcos2  X  +  |)- 
summirt,  gelangt  man  zu  folgendem  Resultate 


72) 


=  s?nx 


2n 

(1  +  «)V7 


TcK    .         2Kx 
stn  am 


7t 


+ 


(i  +  2')Vä^ 


1  —  2q  cos2x  -^  q^         1  —  2  q^  cos  2  x  -\-  q^ 

^  il+q')VT' 


+ 


1  —2q^cos2x  +  q^^ 

Aus  der  Formel  65)  oder  der  nicht   wesentlich    von   ihr  ver- 
schiedenen 


kK  2Kx 

—  cos  am 

27t  7t 


=  Va 


U+3    ■     l+gs 
erhält  man  nach  demselben  Verfahren 


cosx     ,    q  cos  ix    ,    a'  cos  5  sr    , 


1+3 


5 


73) 


hK  2Kx 

- —  cos  am 

27T  7t 


COSX> 


{1-q)Vq 


(l_33)y^ 


l—2qcos2x-\-q^         l --2  q^  cos2x-^  q^ 

(1  -  g^)  Vq^ 


+ 


1  —2q^cos2X'{-q^^ 

Schreibt  man  statt  der  Gleichung  67)  die  folgende 

K     .       2Kx         1         qcos2x    .    q^cos4:X    ,    q^cos6x    , 

z/  am = \-  - — : 1- + 

2  7t  7T  4  l^-q2^l^q\^l^q^^ 
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80  erhält  man 

fr.^  K     .       2Kx  l 

74)  - —  ^  am 

^  27t  n  4: 

qcos2x  —  q^  q^  cos2x  —  q^ 


1  —  2  q cos 2  X  '\- q'^         1  —  2q^  cos2x  ^  q^  ' 

q^  cos2x  —  q^^ 
"*"  1  —  2  gö  cos  2  a;  +  gi» 
Im  speciellen  Falle  x  =  0  wird 

^  __  1^    _a q^    ,  q^       _ 

2n         4         1  —  g         1  —  gS  "^  1  —  g5 

Die  halhe  Differenz  beider  Gleichungen  ist 

75)  - — [l-^Jam ) 

4  jr  \  n    J 

1  +  3  .  1  +  2' 


=  sin^  X 


1  —  g 


2  ~. — —.  a 


3 


2qcos2x  ~\-  q^        1  —  2  q^  cos  2  x  -\-  q^ 


+ 


Auf  gleiche  Weise  findet  man  aus  Nro.  70) 
76)  1  —  Jc'^sin^am = 

TT 


E      27r2 


f3(l +S^)cö52a;  — 2^2        g3(i  _^^6)cös4ir  — 2g 


K  '     JST» 


6 


+ 


•••  l  • 


\(l  —  2qcos2x-\-q^)^     '      (1  — 2g3cös2a;  +  g6)2 

Das  (Charakteristische  an  den  Formeln  72)  bis  76)  ist,  dass  die 
elliptischen  Functionen  gewissermaassen  in  Partialbrüche  zerlegt  wer- 
den können ,  die  in  Beziehung  auf  q  echte  Brüche  sind.  Man  kann 
sich  hiemach  die  elliptischen  Functionen  als  eine  Art  gebrochener 
Functionen  vorstellen,  und  in  wie  weit  dies  richtig  ist,  wird  der 
nächste  Abschnitt  zeigen. 


Vn.  Periodisclie  Reihen  für  zusammengesetzte  ellipti- 
solie  Functionen,    unendliche  Produote. 

Bas  im  vorigen  Abschnitte  zur  Entwickelung  des  Integrales 

flTt 


f 


benutzte  Verfahren  lässt  sich  mit  einer  geringen  Modification  auch 
in  dem  Falle  anwenden,  wo  die  Function  F(w)  nicht  rein  doppelt 
periodisch,  sondern  aus  einer  doppelt  periodischen  und  einer  ande- 

27* 
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ren  Function  zusammengesetzt ,  ist.  Als  Integrationsweg  der  com* 
plexen  Variabelen  w  nehmen  wir  wieder  den  Umfang  des  aus  den 
Seiten  2  K  und  2  E!  construirten  Rechtecks ;  von  der  Function  F(v}) 
setzen  wir  voraus,  dass  sie  eindeutig  bleibe,  jedoch  auf  der  Periphe- 
rie jenes  Rechtecks  mehrmals  unendlich  werde  und  dass  sie  folgende 
zwei  Eigenschaften  besitze 

F(^  \-2K)  =  Si F(w\     F(w  -I-  i .  2  JT)  =  €2F(w)  +  f(to), 

wobei /(w)  eine  neue  bekannte  Function  bedeutet.  Die  Integration 
längs  des  angegebenen  Weges  liefert  dann  folgende  Gleichung 

2K  2K 

77)    (1— f^e-'^'"^)  I  F(u)e*H''dU'-'e-'^f*^'  Jf(u)€*f*''du 

0  0 

+  f(£ie«.2^^—  1)  I F{iv)e'-f^^dv  +  S  =  0. 

0 

und  darin  bezeichnet  S  die  Summe  aller  der  Integrale,  welche  da- 
durch entstehen,  dass  man  die  Ausnahmepunkte  in  unendlich  klei- 
nen Halbkreisen  oder  Viertelkreisen  umgeht.  Die  Berechnung  von 
S  geschieht  auf  dieselbe  Weise,  wie  im  vorigen  Abschnitte  bei  nur 
zwei  Ausnahmepunkten.  Wir  geben  im  Folgenden  einige  Anwen- 
dungen dieses  einfachen  Princips. 

a.     Die  Function  — wird   unendlich    an    den    Stellen  0, 

stn  am  w 

2K,  i,2K'  undi  2K'  -^  i,2E!\  sie  lässt  sich  daher  nicht  unmit- 
telbar in  eine  Reihe  von  Sinus  oder  Cosinus  verwandeln.  Dagegen 
bleibt  die  ungerade  Function 

1-»/    \                  I                            71 
F{w)  =  -: 

stnamw        ^  ^  .    nw 
2Kstn  — 

endlich  für  alle  reellen  w  von  0  bis  2K^  sie  verschwindet  sowohl 
für  «7  =  0  als  für  w  =^  2  K  und  hat  nur  die  beiden  Ausnahme- 
punkte i  .  2  E!  und  2K  -\-  i  ,  2  K*]  man  kann  daher  setzen 

Aus  der  Gleichung  F(2K—u)  =  F(u)  folgt  sehr  leicht,  dass  JS,, 
Bij  Ba  etc.  gleich  Null  sind,  dass  also  bei  der  Bestimmung  von 

2K 
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nur  ungerade  n  berücksichtigt  zu  werden  brauchen.     Es  ist  ferner 
F(fo  +  2  IT)  =  —  F(w),         Bi  =  —  l 


F(w  +  i.2E^  =  F(i€)  + 


71 


2K 


stn 


¥k 


.    7t{w-\-i.2E')\ 


2K 


a 


mithin ,  wenn  zur  Abkürzung 

K 
gesetzt  wird, 

F{w  -\-i.2K')  =  F(w)  +  f(w),      «2  =  1, 


/(«')  = 


sc 


2K\   .    %w 


sin  [^—  +  ^a)\ 


2K        '  '\2K 
Wegen  des  angeraden  n  hat  man  ferner 

gjgf.2^ir  __  i__  —  cosn%  —  1  =  0 

und  daher  vereinfacht  sich  die  Gleichung  77)  zur  folgenden 
78)    (1  —  fl")   /  F(u)e*f^''du  —  g»  j  f(u)e'f^''du  +  S  =  0. 

0  0 

Zunächst  betrachten  wir  das  Integral,    worin  f(u)  vorkommt  und 

x\  vermöge  derWer- 


Bobstituiren  statt   u  die    neue  Variabele 


it 


the  von  f(u)  und  ^l  giebt  dies 
2K  n 

J  J  Xsinx       stn{x4-%9t)] 

0  0  VI/ 

oder  wenn  sm(ar  +  ia)  durch  Exponentialgrössen  ausgedrückt  und 
die  Gleichung  e"~**  =  g  beachtet  wird, 

0  0  0 

Das  zweite  Integral  rechter  Hand  lässt  sich  leicht  in  eine  nach 
Potenzen  von  q  fortschreitende  Reihe  verwandeln,  deren  Glieder 
wegen  des  ungeraden  n  sämmtlich  verschwinden;  es  bleibt  daher 

2K  n 


f(u)e'f"'du  =    /  —, —  dx. 
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Fig.  57. 


>? 


B-^ 


ü 


Um  ferner  S  zu  finden,  umge- 
hen wir  die  Ausnahmepunkte  C 
und  B  in  Viertelkreisen,  wobei  in 
Fig.  57  OA  =  2K,  OB  =  2E', 
CF  =  BQ=r,Z.PCD  =  ^  QBd 
=  0  und  zur  Abkürzung  e*^  =  ^ 
sein  möge.  Es  ist  dann  S  der 
Grenzwerth  von 


TT 


ij  F(2  K  +  2iK'  +  Q)e*f^^^^+^*^'  -^Q^  Q  de 


—  xTT 


-1" 


+  i  J  F(2  iEf  +  q)  e',"(2'Ä'  +  Q)Qde 


n 


=  irfQlF(Q)+f(Q)]e*fQ 


de 


0 

und  hieraus  folgt  wegen  ^  (0)  =  0  und  Lim  [q/  (())]  rr=  1 

S  =  —  i7tq\ 
Nach  diesen  Bestimmungen  geht  die  Gleichung  78)  über  in 


2K 


71 


F(u)e*f^''du  —  3»    /  — — dx  —  iTcq''  =  0 

c/   sin  X 

0  0 

und  liefert  durch  Herausnahme  des  imaginairen  Theiles 


2K 


f  F(u)si 


stn-——-du  =  -- 


2K 


r 


n 


J      St 

\  0 


sinnx 


stnx 


dx 


0  V  0 

Das  letzte  Integral  findet  sich  durch  die  Bemerkung,  dass  bei  un- 
geraden n 

Stfl  fix  ^  t         ^    r  ^  i  j  i  i  •  ^\T 

— ; =  1  -f  2  [cos  2x  +  cos4:X  A \-  cosOn—  l)x] 

stnx  I  I         V 

ist;  man  erhält 

2K 


/  !<  (u)  stn du  = 


2e: 


1  —  3^' 


Bn   --= 


23r 


^    1-3" 
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Die  gesuchte  Reihenentwickelung  ist  hiernach 

79)  -: 

stnamu        ^  ^  .    nu 
2Kstn  — 

27C  (      q        .     Ttu  .       q^       .    Stcu    ,        q^       .   6  7cu    , 


_27t  i 


80) 


-q        2jr'l  — g3         2K    '    1—q^        2K 
Mittelst  Substitution  von  K  —  u  für  u  zieht  man  hieraus 

cosamu        ^  ^       nu 
2Ecos 


2K 
2% 
Y 


nu  q^  Bnu    ,       q^  6nu 

COS-^-r=  — cos  -—— -  + cos 


l—q       2K        1— gs        2K    '    l—q^        2K 
Ersetzt  man  ferner  u  durch  Ä'w,  K  durch  Iz'K,  q  durch —  ^(S.  415) 
und  multiplicirt  mit  —  h\  so  erhält  man  noch 

81)  ^ ^— 

^  ^       7CU         cosamu 

2Kcos 

2K 

2n  \     q  nu  q^  Snu   .       q^  6  nu  ] 

b.    Zu  einer  ähnlichen  Hechnung  führt  die  Annahme 

in/  N  j.  n         nto 

F(w)  =  cot  am  w  —  't-=.  cot  — =.• 

2  Ji.         2  Jx. 

Diese  Function  verschwindet  für  w  =  0  sowie  für  w  =^  2K  und 
bleibt  endlich  für  alle  reellen  zwischen  0  und  2  K  liegenden  w\  sie 
ist  desshalb  in  eine  Reihe  von  Sinus  verwandelbar,  nämlich 

F(u)  =  Bistn  2^  +  ^2 sin  -^  +  -Bg stn  -j^  + 

Aus  der  Eigenschaft  F(2  K^u)  — —  F(u)  folgt  zunächst  J5i=J?3 
=  ^5  .  .  .  '-=^  0;  es  sind  daher  bei  der  Bestimmung  von 

2      /^„,  V    .   nnu  , 

0 

nur  gerade  n  zu  berücksichtigen.  Die  Function  F(w)  wird  ferner 
unendlich  an  den  Stellen  w  =  i.2K'  und  w  =  2K  +  i.2K'\  end- 
lich ist  unter  Beibehaltung  der  vorigen  Bezeichnungen 

F{w  +  2iQ  =  F(w),  £i  =  +  1, 

F(w-\'i.2K')  =  —  F{w)  -\-f{w\        63  =  —  1, 
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Zufolge  dieser  Bemerkungen  reducirt  sich  die  Gleichung  77)  auf 

2K  2K 

82)  (1  +  g»)   /  F(u)e*f^**du  —  g^  J  f(u)e'f^''du  +8  =  0. 

0  0 

Hierin  ist,  wie  sich  mittelst  der  Substitution  u  = x  findet 

7t 

j f{u)e'f^''du  z=—  Hcotx  +  cot{x  +  ia)\e^''''dx 


0 

n  71 


ß«>»-^  cotxdx  —  i    / „  ^ .    e^'^'dx, 


0  0 

oder  weil  bei  geraden  n  das  letzte  Integral  verschwindet, 

2K  n 


j /(uje'f^'^du  ^=  —  j  e*'''' cotxdx. 


0  0 

Ferner  ist  S  der  Grenzwerth  von 

—  7J 


^y  F(2  JT  +  2  ijr  +  ())  e«>(2Jr^:2^i^M-^)p  efö 


0 

^1. 


dd 


-a^  0 

Vegen  F(0)  =  0  und  JWw  [()/((>)]  =  —  1  giebt  dies 

S  =  i7Cq\ 

Durch  Aussonderung  des  imaginären  Theiles  erhält  man  jetzt  ans 
Nro.  82) 


air  71 


2jr  1  +  3^  I        »/        stnx  I 

.0  0 

Zur  Eenntniss  des  letzten  Integrales  führt  die  Gleichung 

sinnxcosx 

sinx 

=  1  +  2  [cos2x  +  co84:X  +  •  •  •  +  co8(n  —  2)x']  +  casnx, 
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und  schliesBlich  wird 

B    —  ^—         g"* 

K   *  1  +  3«  * 

Die  gesuchte  Entwickelung  ist  demnach 

ö3J  -~  cot  —=,  —  cotamu 

2  IL         2  Jl 

Stn  '  ^.^  1  :i 


+  — ; Sin — stn }-"*)' 

^  1  +  g4  K     ^  1  +  g6         K  ^     ) 


Z 


l  +  q^        K 


Läset  man  iT  —  w  an  die  Stelle  von  u  treten,  so  erhält  man  noch 

84)  ——  tan  -—p.  —  h'  tngamu 

2  IL  2Il 

2nf    g2       ,  jrw  a*       .   27tu    ,        q^      ,    Stcu 

c.    Zu  einer  ähnlichen,  durch  ihre  Folgen  aber  viel  wichtigeren 
Entwickelung  führt  die  Annahme 

7t  7t  10 

F(w)  =  cotamtv  ^amw  —  — --  cot  — — :• 
^  ^  2K        2K 

Die  vorliegende  ungerade  Function  verschwindet  sowohl  für  w  =  0 
als  für  «;  =  2  JT,  und  kann  daher  in  eine  Reihe  von  Sinus  verwan- 
<ielt  werden.  Aus  letzter  fallen  wegen  F{2  K  —  w)  =  —  F(u)  die 
Coefficienten  J?i,  J?3,  JB5,  etc.  weg,  und  es  kann  daher  bei  der  Be- 
fitimmung  von  Bn  der  Index  n  als  gerade  Zahl  vorausgesetzt  wer- 
den.   Die  Function  F{w)  wird  viermal  unendlich  an  den  Stellen 

iK\     2iK\     2JS:  +  iK\     2K  -\-  2iK' 

und  besitzt  noch  die  Eigenschaften 

F{w  +  2S)  =  F{w\  «i  =  1, 

F{w  +  2  iE')  =  F{w)  +  f{wl  £2  =  1, 

Zufolge  dieser  Bemerkungen  reducirt  sich  die  Gleichung  77)  auf 

2Ä  2K 

85)  (1  —  g«)   /  F(u)  e«>«*  du  —  g«  I  f(u)e*/^''  du  +  S  =  0, 

0  0 

Mittelst  derselben  Substitutionen  wie  bisher  findet  man 
2K  n 

I  f(u)e^^''du  =  I  [cotx  —  co*(aJ  +  «a)}e'»*(l« 
0  0 

d.  i.  wegen  des  geraden  n 
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B 


Fig.  58. 


2£ 


n 


Di 


1  f{u)e'f^''du  =z  I  e^'^'cotxdx, 

0  0 

Um  8  zu  bestimmen,  umgeht  man  die  Aus- 
4E  nahmepunkte  E,  C,  B,  D  in  Halbkreisen 
und  Viertelkreisen  wie  dies  Fig.  58  zeigt; 
S  ist  dann  der  Grenzwerth  folgender 
Summe 


d.  i.  vermöge  der  Bedeutungen  von  ^y  n  und  q 


oder 


8  =  tnq^    — t  —  q^  —  t-q'^  +  txq'^ 

S  =  i7c(2q^''^  g«V 

Der  imaginäre  Bestandtheil  der  Gleichung  85)  giebt 

2K  n 

/■»       -\  /'■r,/  \  .    ^^^  ,  rsinnxcosx  ,    ,     ,^5»      .^    „ 

(1—2")  /  F(u)stn-—--'du  —  q''  /  : dx+7T(2q^  — (/»)=0. 

(/  JA  t/        stnx 


0  0 

und  da  der  Werth  des  auf  x  bezüglichen  Integrales  =  ä  ist,  ßo 
bleibt 

2K 

F(M)sm    ^  ^  at^  =  —  2n 


2 


.1- 


2K 


1  +ä 
Hieraus  entspringt  folgende  Reihenentwickelung 

86) 


1« 


.  7t  TtU 

cot  am u  /lamu  —  -r-^  cot  — -— 

2  JEL         2  Jx. 


2% 


q       .  7CU  ,        q        .   27tu    ,        q^       .   3nu 


-1-3        K  ^  l+q' 


i  +  a' 


K 


1 
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Lässt  man   A'  —  u  &n  die  Stelle  von  u  treten,  so  erhält  man 

noch 

W^tngamu         %         nu 

27t(     Q       .   nu  q^       .    27tu  ,       q^       .   dnu  \ 

K\l-\-q        K        l+g-  K         1  +  2^         K  J 

d.    Eine   ganz    ähnliche   Behandlung    gestattet    die    ungerade 
Function 

F{w)  =  tngamw^amw —  ir^^'^Oir^i 

2  2l         2  A 

welche  für  w  =  0  sowie  für  w  =  2K  verschwindet  und  an  den 
drei  Stellen 

2K  -\-  iK\     K  -f  2iK\     iK' 

unendlich  wird.  Die  Ausführung  der  betre£Fenden  Rechnung  über- 
lassen wir  dem  Leser,  weil  sich  die  resultirende  Entwickelung  rascher 
dadurch  findet,  dass  man  in  Nro.  87)  die  Grössen 

tngamu 


rv,  fC  ,  U^  XLf 


^arnu 


ik       1 
durch  -y-,    V7,    1c' u,    k' K,  —  q,     k'tngamu^amu 

tC  K 

ersetzt;   dies  giebt 

ööj  tngamu  ^Jamu  —  iTv-^'^^lTv' 

2  Ji.         2  IL 

2n  <     q       ,  TCu   ,       q^       .   27eu  .        q^       .    Stcu    ,  ] 

worin  die  Glieder  der  eingeklammerten  Reihe  unter  der  Form 

q^  .    mTtu 

stn 


1  +  (—  1)'"  3"»  K 

enthalten  sind. 

In  dem  speciellen  Falle  u  =  \K  wird  die  Gleichung  88)  zur 
folgenden  schon  auf  S.  419  erwähnten  Summenformel 

die  in  so  fem  von  Interesse  ist  als  sie  zeigt,   wie  zu  einem  gegebe- 
nen q  das  entsprechende  K  berechnet  werden  kann. 

Um  gleich  eine  analoge  Relation  zu  erhalten,  differenziren  wir 
die  Gleichung  88)  nach  u  und  nehmen  in  der  entstehenden  Formel 
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2K 


«*  =  0;  es  wird  dann 


=  8 


2g[2  3g3  4g4 


^  1  4-  a2  ^  1  —  ö3  ^  1  4-  a*  ^  I 


1  —  ^     '    1  +  g2    '     1  —  g8    '     1  +  g*    '  J 

Lässt  man  in  Nro.  88)  Ä"  —  w  an  die  Stelle  von  u  treten,  so 
erhält  man 

^^v                               cotamu         %       ,  7t u 
89}  —-z ■— —  cot 


Jamu         2K        2K 
2% 


.  nu          q}       .    27tu    .       q^       .    ^nu 
sm^= T^ — zstn    ^    + ^stn 


1—3        K        1  +  2*         ^         1—3»         K 
Endlich  ist  noch  die  Differenz  der  Gleichungen  89)  und  86)  be- 
merkenswerth,  nämlich 

k^  sin  am  u  cos  am  u 


90) 


^amu 


4:7t 


.    7CU  .        q^       .    S7tu    ,        q^        .    67tu     , 
stn  — r  +  —^ — -stn  — = — |- stn  — — f- 


1— g2        K   '    1—2«         K      '    1— 310'      j[^ 
wie  auf  anderem  Wege  im  vorigen  Abschnitte  S.  417  gefunden  wurde. 

e.  Die  Gleichungen  86),  88),  90)  erlangen  eine  besondere  Wich- 
tigkeit durch  den  Umstand,  dass  aus  ihnen  Reihen  für  die  Loga- 
rithmen von  sinamUj  cos  am  u  und  ^  am  ««*  hergeleitet  werden  kön- 
nen, denn  es  ist,  wie  man  durch  Differentiation  sogleich  prüft, 

f  cotamu  ^amu  du  =  Isinamu, 

— ftngamu/Jamudu  =  Icosamu, 
k'^  sin  am  u  cos  am  u 


-/• 


du  r=z  l/damu. 


^amu 

Mu]tiplicirt  man  demgemäss  die  Gleichung 86)  mit  du  und  integrirt 
zwischen  den  Grenzen  u  =  0  und  u  =  u,  so  erhält  man 

q  Ttu  ,    1         q^  2nu    ,  ) 

TtU     1  I  1         1  ■ 

Stn 


,  /sinamu\      ^(1         -  —  ,_  ^  , 


2K^ 


—  2 


1    14-2 


^  2  i  +  a»  ^  I 
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oder,  wenn  der  von  u  abhängige  Theil  der  rechten  Seite  mit  C  be- 
zeichnet wird , 


Isinamu  —  Isin 


2K 


=  C+  2 


f  1  g  nu    ,    1       g2  27CU   ,  \ 

—  •  : COS +    —  • COS 1-       .   .  .  l  • 

1      \  ■\-  q_  K    ^  2    \  ^  q^  K    ^  J 


Im  die  Constante  C  zu  bestimmen  multipliciren  wir  diese  Gleichung 
mit  rfM  und  integriren  zwischen  w  =  0  und  u  ■=  K\  dies  giebt 


K  K 


yf*  7CV/ 

l sin amu du  —     1  Isin -r-z:  du  =.  CK. 
J  2K 

0  0 

Im  ersten  Integrale  setzen  wir  am  w  =  g?,  im  zweiten  -r-^  =  ^  und 

erhalten 

0  ^  0 

d.  i.  nach  Formel  41)  auf  S.  316  und  nach  Formel  39)  auf  S.  314 
(für  £  =  0) 

Dies  giebt  folgende  Reihenentwickelung 

91)  Isinamu  —  ^^^'^ttB^ 

7tu  .    1        Q^  2jtu 

cos 


,1        g'-»           2  7tu    .  ] 

H • : COS 4- > 


Auf  ganz  ähnlichem  Wege  lassen  sich  Reihen  für  l  cos  amu  und 
^damu  finden,  man  gelangt  aber  kürzer  zu  denselben,  wenn  man 
n  der  vorigen  Gleichung  die  Grössen 

k,        u,         K,         q,        sin  amu 

,      .   ik      ,,         -,^  k' sin  amu 

durch  —7-,    k  u,     k  K,     —  q, 


k"  '  '  ^'      ^amu 

netzt;  man  erhält  zunächst 

tu 
\K 

i(^Vä\      ofl        3  XU         1         q^  2nu   .       \ 

=  n  ,  , —  1  —  21  —  • — = —  cos •  — = — cos !-••••> 

\V**7         \1    l-a         K         2      l+q*"^    K     ^      I 


,„  /sinamu\  .    Jt 
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Lässt  man  hier  K  —  t*  an  die  Stelle  von  u  treten,  so  folgt 

7tU 


93)  l  cos  amu  —  l  cos 


2K 


=  M        \r-        ]  +  ^\^'T-^—COS-=r  +  —  '        .       ,COS——-\ • 


''vq\  ,  «f  1        q  >        nu  ,    1 


Yk     J'     \1    l-a       K^2    1  +  2 

Endlich  ergieht  sich  als  Differenz  der  Grleichungen  91)  und  92) 
94)  •  l^damu 

f.    Alle  diese   Reihen  lassen    sich   ebenso  wie  die  Reihen  des 
vorigen  Abschnittes  nach  Potenzen  von  q  ordnen  und  dadurch  anf 

eine  andere  Form  bringen.     So  ist  z.B.  nach  Nr.  91),  wenn  ;r^=^ 
gesetzt  wird, 

.   .         2Kx        J2fl   . 
ls%nam =  l  (  —-ßr  stn  x 

^  Wh 


+  2. 


cos2x 


C0S4:X 

2 
casßx 


o    .      o         4     1       1  cos : 
—  q^  +  q^  —  q^    H \ — j 

+ 

und  hier  lassen  sich  alle  Verticalreihen  mittelst  der  Formel 

\rcos2x  4-  lr^cos4:X  4*  ^r^cosGx  -}-..•• 

=  —  iZ(l  —  2  rcös2  rr  4- r«) 
summiren,  wodurch  entsteht 

_   .         2Kx        J2ti   . 
l  stn  am =  *  1  —7=-  stn  x 

^  \VJc 

—  Z (1—2  3 cos  2a; +  g2)  ^  1(1  —  2q^cos2x  +  q*) 

—  l(l-'2q^cos2x  +  q'^  +  1(1  —  2q^cos  2x +  q^) 


Daraus  folgt  der  wichtige  Satz,  dass  der  Amplitudensinns  in  ein 
unendliches  Product  verwandelt  werden  kann,  nämlich 
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•  2Kx 

95)  sin  am 

2Vqsinx     (1  —  2*q^cos2x+  q^)  (1  —2q^cos2x  +  q^ 


Yjc  (1^2qcos2x  +  q^)  (1  —  2  g»  cos  2  a?  +  q^ 

Nach  ganz  demselben  Verfahren  erhält  man  aus  Nr.  93) 

2Kx 


96}  cos  am 

_  2 y^  "l/'g  cos  X    (1  -\'2q^cos2x-\-q^){\  +  2  g^CQs2a;  +  g^). ... 
""  ^/h  '  (1  —  2  g  cos  2  a;  +  g2)  (1  _  2  a^cos  2  a;  4-  g6) , . . . 

und  ans  Nr.  94) 

97)  z^am 

=r  1/ä'     (^  +2ggQs2g;  +  g2)(l  +  2g^cos2a?  +  g6)^,,^ 
■""  '  (1  — 2g  cos 2a? +  ^2)  (l  —  2g3cos2  a?  +  g6)__  * 

Zufolge  der  letzten  drei  Formeln  kann  man  die  elliptischen  Func- 
tionen sin  am  u,  cos  am  u  und  ^Jamu  gewissermaassen  als  gebrochene 
Functionen  ansehen,  welche  einen  gemeinschaftlichen  Nenner  be- 
sitzen.*) Diesen  Gedanken  werden  wir  im  nächsten  Abschnitte 
weiter  verfolgen ;  vorher  mögen  aber  einige  specielle  Fälle  der  letzten 
Gleichungen  Platz  finden. 

Bividirt  man  beide  Seiten  von  Nr.  95)  durch  sinx  und  lässt 
nachher  x  gegen  die  Null  convergiren,  so  erhält  man 

Vk__       _  [-(1  -  g»)  (1  -  q')  (1  -  gO .  ■ .  .1^ 

jtiTg       L(i-«)(i -«»)(i -«»)•••.  J' 

ferner  wird  aus  Nr.  96)  für  M  =  0 

2Vfc   _ ra+g^ja+g^jq+g«)....]' 

VÄ'fg  ~  L(l-3)(1-2'')(1 -3»)....J  ' 
der  Quotient  dieser  beiden  Gleichungen  ist 


*)  Die  periodischen  BeiheD,  Pardalbrüche  und  Prodncte  für  die  ellipti- 
schen Functionen  sind  von  Abel  (in  den  ersten  vier  Bänden  des  Cr  eil  e'- 
schen  Jonmals)  und  gleichzeitig  von  Jacobi  (ebendas.  und  in  den  Fnndam. 
noY.  theoriae  funct.  ellipt.)  mittelst  ganz  anderer  Methoden  entwickelt  wor- 
den. Eine  directe  Herleitung  der  betreffenden  Reihen  hat  der  VerfSuser 
wohl  zuerst  versucht  (Abhandlungen  der  E.  Sachs.  Gesellsch.  d.  Wissensch., 
Bi  IV.,  S.  395),  jedoch  war  dieselbe  nicht  völlig  frei  von  Einwürfen ,  weil 
die  Theorie  der  Functionen  complexer  Yariabelen  überhaupt  damals  noch 
keinödwegs  die  gegenwärtige  Ansbildung  erlangt  hatte. 


432  Die  elliptischen  Functionen. 

2V^  r(l-g«)(l-g«)(l-g«)....-|»  • 

%   ^""L(H-<z')(H-«*)(H-a«)...J* 

Hieran  knüpft  sich  noch  die  Formel 

2*;  r(i-g)(l-g»)(l-g»)....-|« 

«  1(1+ 3)(1 +«»)(! +«')....]' 

die  sich  als  richtig  ausweist,  wenn  man  in  ihr 

1   V  2  Vife' 

h  durch  ^  „         V  durch        !^  ^,         iC  durch  |(1  +  AO^ 

und  g  durch  q^  ersetzt,  worauf  die  letzte  Formel  mit  der  vorgehen- 
den identisch  wird. 


vm.    Die  Jaoobi'solie  Function  für  reelle  Variabele. 

• 

Denkt  man  sich  die  Multiplicationen  ausgeführt,  welche  sowohl 
in  den  Zählern  als  in  dem  gemeinschaftlichen  Nenner  der  letzten 
drei  Formeln  angedeutet  sind,  so  erhält  man  vier  unendliche  Reihen, 
die  nach  Potenzen  von  q  fortschreiten;  das  Bildungsgesetz  dieser 
Reihen  zu  ermitteln,  ist  die  nächste  Aufgabe. 

Bezeichnen  x  und  i?  ganz  beliebige  Grössen,  und  ist  die  Func- 
tion/(o?)  definirt  durch  die  Gleichung 

fix)  =  (1  -f-oj)  (1  fi^a;)  (1  -f  p«ic)....(l  +|>— Irr) 

so  erhellt  unmittelbar,  dass  f{x)  in  eine  Potenzenreihe   verwandelt, 
dass  also  gesetzt  werden  kann 

fix)  =1  J^  AiX  -\-  Ä^x'^  +•••  +  AmX^, 
worin  die  Coefficienten  Ai,  A^, . . .  Am  nur  von  p  abhängen.    Zufolge 
der  ursprünglichen  Bedeutung  von  f{x)    besteht  nun  die  Relation 

(1  +P"'y)f(y)  =  (1  +  y)f(pyl 

mithin  ist  auch  nach  der  zweiten  Form  von  fix) 

(1  +p'^y)  [1  4-  Aiy  +  A2y^  -\ +  A^y"'] 

=  (l+y)[l  +  A,py  +  A^p^y^  H +  A„,p^y^l 

und  wenn  man  hier  die  angedeuteten  Multiplicationen   ausführt,  so 
erhält  man  durch  Yergleichung  der  beiderseitigen  Coefficienten  von 

y,  y\  y%  etc. 

(1— p)^i   =  1  —  i>"*i 
(l—p')A2=pil—p^'-^)Au   . 
(1  —p^)As  =pHI  -'P^-'^)A,, 
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Diese  Gleichungen  liefern  der  Reihe  nach-4i,  -^2»  ^3»  etc.,  und  zwar 
ist  für  ein  ganzes  positives  h 

i  =  J  * «- «  (1  -  ff")  (1  -  j)"-') ....  (1  -  j,'»-^-») 

*       ^  (1  -  1»)  (1  -  !>*) (1-1»*) 

In  der  hiermit  völlig  bestimmten  Entwickelung 

(1  -\-  x)  {l  -\-  px)  (1  +  p^x) (1  +  p^-'^x) 

Bubstituiren  wir 

und  zerlegen  das  links  stehende  Product  in  zwei  Producte,  von  de- 
nen das  eine  die  ersten  n,  das  andere  die  letzten  n  Factoren  ent- 
hält; dies  giebt 

X  (1  +  a^)  (1  +  q'^) ....  (1  +  3'«-^^)  (1  +  ö'*^-^^) 

=  ^    +    -^1   ^2;r=T   +   -^2^2r2n-i;   + +   ^2n  ^2«(2«-l)' 

Sowohl  das  Product  als  die  Reihe  ordnen  wir  von  der  Mitte  nach 
den  beiden  Enden  zu  und  schreiben 

gfi(2n-l)*       '    |g(n~l)(2n-l)*  T  g(n  +  l)  r2n-l)  *  J 

■^n  —  2  « o     I  -^n 


J_   f        ^n-2  Q     ,  -^^  +  2  «n  +  2\ 

1^  |g(n-2)(2«-.l)*  1     g(n  +  a)(2n— 1)  *  | 


Setzt  man  auch  in  der  Formel  für  Ait  die  Werthe  p  z=  q^^  m=2n 
ein  und  nimmt  einmal  k  =  n  —  Ä,  das  andere  Mal  äj  ==  w  +  Ä, 
80  erhält  man  Ä„  -.  j^,  An  +'h  VLnd  daraus 

g(n  -  Ä)  (2  n  —  1) 
1  (1  —  g4«)   (1    __   24n-2)   .   ,  .  .   (l-,g2n  +  2;>  +  2j 


^(n-Ä)  (n+A)  (1   __  g2)  (1    _   2*) (1    —   g2n-2A)  ' 

'^n  +  h 


qin^h)  (2n  — 1) 


(1    —   g^n)   (1    _   g4«-2)   ,   ...(!-.   g2»»-2;^  +  2) 


q(n-hnn^h)  (1    _    g2)   (1    _    ^4) (1    —    g2n+2Ä) 

ächlö milch,  Analyiis.  II.  28 


« 
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Die  erste  Formel  enthält  im  Zähler  und  im  Nenner  n  —  h  binomi- 
sche Factoren ,  die  zweite  enthält  deren  n  -]-  h;  durch  Division  e^ 
giebt  sich  das  Yerhältniss 

An  +  h  An  —  h 

gin  +  h)  (2n  —  1)   '   g(f»  —  A)  (2n  —  1) 
(1  ^  g2n+2A)  (1  _g2n4-2A-.2)  , . . ,  (j  ^  g2n~2A  +  4)  (i  _  g2n-2H2) 
—  (l-_g2«-2Ä  +  2)(l_^2«-2Ä  +  4)__(l_^2n  +  2A-2)(l_^2«f2*y 

welches  der  Einheit  gleichkommt ,  weil  der  Nenner  aus  den  in  um- 
gekehrter Reihenfolge  genommenen  Factoren  des  Zählers  besteht. 
Es  sei  nun  zur  Abkürzung 

_                 (l^g4n)(l_g4n^2)^,,(i_g2n-2.  +  2) 
^■"^        '         (1— «^)(1— «') (1— g2«  +  2A)      ' 

es  ist  dann 

^fn  —  A)  (2»  -  i;  g(n  +  A)  (in  —  1)  ^  ***' 

und  aus  der  Gleichung  98)  wird  die  folgende 

(i  +  3^)(i  +  ~)(i+g«^)(i  +  ~)...(i+«^»-^^)(i+:^^ 


3^ 


=  2 


—  n*  isrn 


^^  jao  +  «1  (7  +  ^)  +  «3  (ji  +  ^y  + 


•     •    •    •       ]"■ 


«-(^  +  .-)} 


Benutzt   man  linker  Hand   für  den   zweiten,   vierten,  sechsten  etc. 
Factor  die  identische  Gleichung 


1  + 


so  hebt  sich  beiderseits  der  Factor  ^**jer»,  und  das  üebrige 
tet  folgende  Darstellung 

(1  +  3«)  (1  +  1)  (1  4.  23  ^)  ^1  +  ^y  .  (1  +  2»  n -,  ^)  ^1  ^.  ä!l:!j 

=  ao{l  +b,(«  +  j)  +  I,,^;j2+1)  + 

und  zwar  iet 

(1  —  g^")  (1  -  a*"-") (1  —  g'"+') 

(1    _  32)   (1    _   g4) (1    _   gs.)  . 

6     =^  =  <,A'         (1    —  g^")  (1    -    g'"-^)  ...   (1   -  g8«-»t«) 

*        «0        '^         (1  —  ä»-  +  «)(l  -  2*"  +  *)...  (1  -«»"+'*) 
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Diese  Formeln  vereinfachen  sich  bedeutend,  wenn  man  die  bisher 
willkührliche  Zahl  n  in^s  UnenÜliche  wachsen  lässt  und  gleichzeitig 
voraussetzt,  dass  ^  oder,  falls  q  eine  complexe  Zahl  sein  sollte,  der 
Modulus  von  q  ein  echter  Bruch  ist;  es  wird  nämlich 

^■*"««  =  (1  -  q^)  (1  -  g4)  (1  _  ge)  .  .  .  .  . 
Unter  Einführung  des  abkürzenden  Zeichens 

Q  =  a  - «')  (1  -  «0  (1  -  9")  •  • .  • 

ergiebt  sich  nun 

oder,  wenn  —  z  für  0  gesetzt  wird, 

Lässt  man  qig^  an  die  Stelle  von  0  treten  und  multiplicirt  beider- 
seits mit  js  ]/g',  so  gelangt  man  noch  zur  Gleichung 

rj(._i).a_,..,(,_ä,>)(:_,..,(,_s;) 

Durch  Substitution  von  0  =  c^**  verwandelt  sich  die  erste  dieser 
beiden  Entwickelungen  in 

99)  (l  —  2qcos2x-^q^)(l  —  2q^cos2x-\-q^(l--2q^COs2x.+  q^^).... 

=r--/l  —  2qcos2x  +  2q^cos4x  —  2q^cos6x  + 

die  zweite  geht  für  0  =  c**  über,  in 

100)  ^qsinx(l'-2qHos2x  +  q^)(l  '-'2q*cos2x  +  q^) 

=  —  IVqsinx  —  Vq^sin  3x  H-^g^s  sm6x  —  .  .  .  . 

und  diese  beiden  Gleichungen  sind  es,  welche  zu  einer  neuen  Dar- 
stellung der  elliptischen  Functionen  dienen. 

Geht  man  nämlich  auf  die  Formel   95)  zurück   und  entwickelt 

28* 


\7t  —  X  für  X  gesetzt  wird,  dies  giebt 


Kx 1  /jfc^     2  Vqcosx  +  2  Vq^  cos  ^a;  -f  2  Vq^^ cqs5x  +  "» 

7C  Y   k      1 — 2qcos2x  +  2q^cos4:X — 2Q^cosi}X-\- 
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* 

das  im  Zähler  stehende  Product  nach  Nr.  100)  und  das  Product  im 
Nenner  nach  Nr.  99),  so  erhält  man  zunächst 

2Kx        1       2^qsinx  —  2^q^sinSx4-2Vq^'^sinhx 

^         Vh     1  —  2qcos2x-\'2q^cos4,x  —  2q^cos%x-\- 

Auf  analoge  Weise  lässt  sich  die  Gleichung  96)  transformiren,  deren 

Zähler  nach  Formel  100)  entwickelt  werden  kann,  wenn  in  letzterer 

l 
a 

1/ . '—1  

2qcos2x-{-  2q^cos4:X — 2q^cosi}X-\- 

Endlich  gelangt  man  zur  Entwickelung  des  Zählers  von  Nr.  97), 
wenn  man  in  Formel  99)  |7r  —  a;  an  die  Stelle  von  x  treten  lässt, 
nämlich 

^       2Kx     n/7>     1  4- 2gcps2a?  +  2g*cos4a?  +  2g®cos6a; -4-- •  • 

^  üfn  ""— ^—  r^  y  Ic  • — j • 

n  1  —  2qcos2x  +  2g*  cos4:X  —  2q^  cosQx-\-  •  •  • 

Wir  setzen  nun  2Kx  =  7tu  und  führen  zwei  neue  transcen- 
dente  Functionen  @(u)  und  H(u)  ein,  die  wir  durch  folgende  Glei- 
chungen definiren 

101)  &(u)=l—2qcoS':=r  +  2q*COS-= 2g9cos^— -  + , 

/  Ä  iL  JS. 

102)  H(u)==2nsin^-2t¥sin^^+  2f^siJ-^-...; 

JiJL  JL  XL  Z  Ji. 

die  vorigen  drei  Formeln  gestatten  dann  eine  sehr  einfache  Darstel- 
lung, nämlich 

1        H(u) 


103) 


sin  am  u 


cos  amu 


_\/^    H(u  +  K) 
~   y .h'        ®{u) 

A  \/Tj        ®(«*    +    ^ 


Die  elliptischen  Functionen  erster  Art  lassen  sich  demnach  in  Form 
von  Quotienten  durch  zwei  einfach  periodische  Functionen  ausdrü- 
cken, die  man  elliptische  Transcendenten  genannt  hat.  Zu- 
folge der  Gleichung 

(ksinamuy  +  (^awit*)^  =2  1 
hesteht  übrigens  zwischen  &  und  if  die  Relation 

k[H(uy\^  +  k'[®(u  +  K)y  =  [^(ti)]'' 
oder 
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H(u)  =  y[®(^)]'  -  n®i^  +  KW 

welche  zeigt,  dass  H  aus  S  hergeleitet  werden  kann.  Im  Grunde 
genommen  reduciren  sich  also  die  elliptischen  Functionen  erster  Art 
auf  die  eine  Transcendente  0,  welche  man  die  Jacobi'sche  Func- 
tion zu  nennen  pflegt. 

Nicht  ohne  Intereisse  sind  die  speciellen  Werthe  0  (0)  und0(^, 
die  man  auf  folgendem  Wege  findet.  Aus  Nr.  99)  folgt  für  a;  =  0 
und  unter  Beachtung  des  Werthes  von  Q 

(1  _  „)»  (1  _  .3).  (1  _  „5),  _  l-2g^  +  2g''-2gi«'  +  .,. 

^^^         ^^^         ^^  (l.-ä»)(l-2*)(l-2r..' 

wobei  der  Zähler  rechter  Hand  =  0(0)  ist.  Durch  beiderseitige 
Division  mit  dem  Producte  aus  1  —  q,  1  —  q\  1  —  g^,  etc.  ergiebt 
pich  weiter 

"-'"■-^''"-''>-  =  (i-.)(.-.')a-.')c-rt...' 

Betzt  man  noch  beiderseits  die  Factoren  1  —  q^,  1  —  g*,  1  —  g*,  etc. 
2u,  80  wird 

(1  -  3)  (1  -  ä^)  (1  -  3»)  (1  -  gO  •  •  .  . 

=  0(0)  i:=AMizJ.M^:j! .  Lzü! . . . . 

^  '  l  —  q       1  —  ä»     1—3»     \  —  q* 

=  0(0)  (1  +  3)  (1  +  3«)  (1  +  3')  (1+30 

mithin  ist 

0(0)  -  (1  -  g)  (1  -  g')  (1  -  3") 

^^  ~  (1  +  «)  (1  +  ä')  (1  +  3')  .  .  .  . 
Ikr  Werth  dieses  Productes  wurde  bereits  auf  S.  432  gefunden;  man 
bat  demnach 


104)  0(0) 


\/2k'K 


Aus  der  letzten  Formel  in  Nr.  103)  folgt  weiter  für  u  =  0  eine 
(ileicbung  zwischen  ®(K)  und  0(0),  welche  unter  Benutzung  von 
Nr.  104)  giebt  

105)  e(K)  =  y^. 

IHe  beiden  ersten  Formeln  in  Nr.  103)  liefern  noch  für  u  =  0 

106)  H(0)  =  0;         H(K)  =  \/^- 

Hieran  knüpfen  sich  mehrere  wichtige  Bemerkungen  hinsieht- 
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lieh  der  numerischen  Berechnung  der  elliptischen  Functionen  und 
Integrale.  Aus  der  letzten  Formel  in  Nr.  103)  folgt  nämlich  für 
u  =  0 

107)  Vr  -  -^^- 

d.  i.  vermöge  der  Reihe  für  ®(u) 

1/77^  1  ~  2g  +  2g^--  2q'  +■-. 
1  +  2g  +  2g4  +  2g»  +...' 

und  diese  Formel  liefert  unmittelbar  Ä'  mithin  auch  k  falls  q  gege- 
ben ist.  Umgekehrt  lässt  sich  hieraus  auch  q  finden,  wenn  man  k 
oder  k'  kennt.     Es  folgt  nämlich 

i_    1  —  Vfe^  _  g  +  g»  +  g^^  +  g''  +  -• 

2  *  1  +  y^  "~  1  +2g*  +  2gi64-2g36-j 

oder,  wenn  zur  Abkürzung 

j.    1  —  w .... , 
2  ■  1  +  Vi^ 

gesetzt  und  der  rechts  stehende  Bruch  nach  Potenzen  von  q  entwi- 
ckelt wird, 

l  =  q  —  2q^  +  6q^  —  lOq^^  +  ISg^^  _  .  .  . 
Durch  mehrfache  Potenzirung  findet  man  weiter 

A»  =  g9  _  18gi8  +  189gi7  _« 

Ai3=  gi3  _    26  g"  + 


•  .  • 


Bildet  man  die  Summe 

A  +  ai  k^  4-  c«2  A»  +  aa  Ai8  +  .  .  . 
=  g  +  K  —  2)g5  +  (a2  —  lOoi  +  5)  g»  + 

und  bestimmt  die  Coefficienten  Ui,  a^,  «s,  etc.  so,  dass  die  Coefficien- 
ten  von  g^  g^  g'^,  etc.  verschwinden,  so  erhalt  man  bei  umgekehr- 
ter Anordnung 

g  =  A  +  2A«^  +  15A9  4-  150ili=^  +  1707 A"  +-.... 
Diese  Reihe  convergirt  sehr  gut,  denn  selbst  bei  dem  zienüich  gros- 


sen Modulus 


k  =  — ^  =  0,99381,   Ä/  =  1,  A  =  -i 
9  '  '  9  4 


wird  der  fünfte  Term 
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1707  A"  =  0,000  0001 

so  klein,  dass  mit  ihm  die  Rechnung  abbricht,  falls  man  sich  auf  die 
übliche  Genauigkeit  von  sieben  Decimalen  beschränkt.  Meistentheils 
wird  aber  die  Sache  viel  einfacher,  z.  B.  für 

Jc  =  ^Vs  =  0,8660254,    ä'  =  i- 

erhält  man 

A  =  I-  —  Vi"  =  0,08578644 
2     •  . 

2k^  =  0,00000929 

a  =  0,08579573, 
und  ebenso  reichen  far  Ä;<;^  0,866  immer  zwei  Glieder  aus.     üebri- 
gens  hat  man  bereits  Tafeln,  welche  für  jedes  k  das  zugehörige  q 
liefern ;  eine  kleinere  Tafel  dieser  Art  ist  die  folgende,  worin  k  =  sin  a 
gesetzt  ist  und  der  Hülfswinkel  a  von  Grad  zu  Grad  fortschreitet*). 


*)  Eine  von  6  and  6  Minuten  fortschreitende  Tafel  giebt  Jacobi  in  dem 
Aufsätze  „Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen*',  Cr  eile 's  Jonrn.  Bd.  XXVI, 
S.  93,  der  überhaupt  viele  praktische  Bemeirkungen  über  die  numerische  Be- 
rechnung elliptischer  Functionen  enthält. 
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a 

h 

logq 

a 

Je 

logq 

a 

Je 

1 

p 

logq 

1 

1» 

0,01745 

5,27966 

310 

0,51504 

8,28456 

610 

0,87462 

8,95200' 

2» 

0,03490 

5,88178 

320 

0,52992 

8,31367 

620 

0,88295 

8,97045 ' 

30 

0,05234 

6,23408 

330 

0,54464 

8,34199 

630 

0,89101 

8,98885 

40 

0,06976 

6,48411 

340 

0,55919 

8,36957 

640 

0,89879 

9,00720 

5<> 

0,08716 

6,67813 

350 

0,57358 

8,39646 

650 

0,90631 

9,02553 

60 

0,10453 

6,83673 

360 

0,58779 

8,42271 

660 

0,91355 

9,04385 

70 

0,12187 

6,97091 

370 

0,60182 

8,44835 

670 

0,92050 

9,06218 

8« 

0,13917 

7,08723 

380 

0,61566 

8,47342 

680 

0,92718 

9,08055  ■ 

90 

0,15643 

7,18991 

390 

0,62932 

8,49796 

690 

0,93358 

9,09897 

10» 

0,17365 

7,28185 

400 

0,64279 

8,52199 

700 

0,93969 

9,11748 

11» 

0,19081 

7,36510 

410 

0,65606 

8,54555 

710 

0,94552 

9,13609 

120 

0,20791 

7,44119 

420 

0,66913 

8,56867 

720 

0,95106 

9,15484 

130 

0,22495 

7,51128 

430 

0,68200 

8,59137 

730 

0,95630 

9,17376 

140 

0,24192 

7,57625 

440 

0,69466 

8,61368 

740 

0,96126 

9,19289* 

150 

0,25882 

7,63683 

450 

0,70711 

8,63563 

750 

0,96593 

9,21228 

16« 

0,27564 

7,69359 

460 

0,71934 

8,65722 

760 

0,97030 

9,23196 

170 

0,29237 

7,74699 

470 

0,73135 

8,67848 

770 

0,97437 

9,25202 

180 

0,30902 

7,79743 

480 

0,74314 

8,69944 

780 

0,97815 

9,27250 

190 

0,32557 

7,84524 

490 

0,75471 

8,72011 

790 

0,98163 

9,29351 

200 

0,34202 

7,89068 

500 

0,76604 

8,74052 

800 

0,98481 

9,31515 

210 

0,35837 

7,93400 

510 

0,77715 

8,76068 

810 

0,98769 

9,33756 

220 

0,37461 

7,97540 

520 

0,78801 

8,78059 

820 

0,99027 

9,36091 

230 

0,39073 

8,01505 

530 

0,79864 

8,80030 

830 

0,99255 

9,38545 

240 

0,40674 

8,05311 

540 

0,80902 

8,81979 

•840 

0,99452 

9,41152. 

250 

0,42262 

8,08971 

550 

0,81915 

8,83912 

850 

0,99619 

9,43962 

260 

0,43837 

8,12498 

560 

0,82904 

8,85826 

860 

0,99756 

9,47054 

270 

0,45399 

8,15901 

570 

0,83867 

8,87726 

870 

0,99863 

9,50569 

280 

0,46947 

8,19190 

580 

0,84805 

8,89611 

880 

0,99939 

9,54798 

290 

0,48481 

8,22374 

590 

0,85717 

8,91484 

890 

0,99985 

9,60564 1 

300 

0,50000 

8,25461 

600 

0,86603 

8,93347 

900 

1,00000 

10,00000, 

1 

Aus  dieser  Tafel  ist  ersichtlich,  dass  q  von  Je  =  0  bis  Je  =  0,999. 
welchem  Werthe  q  =  0,353  entspricht,  sehr  langsam  wächst  und 
erst  nachher  der  Grenze  1  rasch  zueilt.  Ist  a<C700,  d.h.  Ä;<CO,94, 
so  folgt  q  <;  0,1311  und  dann  ^at  q^  keinen  Einfluss  auf  die  sie- 


Die  elliptischen  Functionen.  441 

bente  Decimale;  alle  Formeln,  in  denen  die  Jacobi'sclie  Function 
irorkommt,  werden  dann  äusserst  einfach. 

Hat  man  q  berechnet,  so  findet  BichK  mittelst  der  Formel  105), 
indem  man  für  ®(K)  die  betreffende  Reihe  setzt,  nämlich 

•^  ist  z.  B.  für  Ä  =  J  Vs",    q  =  0,08579573 


1  -\-  2q=  1,17159146 
2g4  =  0,00010837 


JSr=|5r(l,17169983)2 
=  2,156515. 


Um  femer  die  einem  gegebenen  u  entsprechende  Amplitude  q) 

!u  berechnen,    macht  man    Gebrauch   von    der   dritten  Formel  in 

SV.  103),  nämlich 

,    .  r.         ^^  i  «  ^       23ru   , 
__  1  -\-2qcos—  +  2g*CöS— = — | 

1  —  2qcos—r-\-2  q^cos-^= •  •  • 

£.  XL 

ms  welcher  man  leicht  sintp  und  q)  findet.     Ist  z.  B.  gegeben 

-^CaVs,  q>)  =  5,208881, 
so  gelten  zunächst  die  vorhin  bestimmten  Werthe 

q  =  0,0857957,         K  =  2,156515, 

ferner  ist  ' 

^  =  7,588251  =  27C  +  arc  74«  46' 29"  25, 

und  nun  giebt  die  erwähnte  Formel 

Vi  —  Isin^q)  =  0,7738482,      sinq)  =  +  0,7313537. 
Da  der  gegebene  Werth  w  =  5,2  .  .  .  zwischen  25"  =  4,3  .  .  und 
^K  =  7,4  .  .  .  liegt,  so  muss  die  zugehörige  Amplitude  zwischen 
2.900  und  3  .  90»  enthalten  sein,  mithin 

(f  =  1800  +  470  =  2270. 

Auch  die  umgekehrte  Aufgabe,  bei  gegebener  Amplitude -9  den 
Werth  des  elliptischen  Integrales  u  =  F(k,  q>)  zu  berechnen,  findet 
iurch  die  zuletzt  erwähnte  Formel  eine  neue  Lösung.  Wird  näm- 
Sch  zur  Abkürzung 

-¥  =  " 

gesetzt,  so  ist 

Vi  ~  k^sin^q)  __  1  +  2qcosv  +  2g^  cos2v  +  -  *  ■ 
yjfc'  1  —  2qcosv  -f-  2q*^  cos2v  —  •  •  ♦ ' 

•ad  hieraus  folgt  sehr  leicht 
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1       Vi  —  Jc^sin^q)  —  Vfe^ cosv  +  q^cosSv  -|-  q^^cosbv  -j 

2«  '  Vl  —  kHin^(p  +  Vk'  ~  1  +  2g*co52f;  +  2gi«cos4t;  M * 

worin  zur  Abkürzung  die  bekannte  Grösse 

_i     Vi  --  ifc^sm^y  —  yy  _ 

2g  '  Vi  —  Ä^sm^y  +-  V^  ~ 

sein  möge.     Die  yorhergehende  Gleichung  liefert  nun 

cosv  =  ß  (1  +  2q}cos2v  +  2g^®Cös4f;  +  ••••) 

—  q^cos^v  —  q}^coshv  — , 

und  es  ist  dies  eine  transcendente  Gleichung,  aus  welcher- 1;  berech- 
net werden  muss.  Zufolge  des  Umstandes,  dass  3*,  g^»  ®tc.  sehr 
kleine  Brüche  sind,  findet  man  leicht  einen  ersten  Näherungswerth 
f^i  von  t;,  indem  man  einfach 

cos  Vi  =  lö 

nimmt;  die  weitere  Annäherung  geschieht  dann  mittelst  der  vorigen 
Gleichung  selbst,  nämlich 

cosV'i  =  ß  (1  +  2q^cos2vi  +  •  •  •)  —  q^cos^Vi  —  •  •  •  •, 

cosv^  =  lö  (1  4"  2q^cos2v2  +  •  •  •)  —  q^cos3v2  —  •  •  •  -i 

u.  s.  w. 
Aus  v  ergiebt  sich  dann 

—  El. 

Beispiel  weis  sei  ifc  =  |V3,  9  =  47®,  also  wie  vorhin 

jfc'  =  1,  ^  =  0,0867957,    K  =  2,156515 ; 
der  Werth  von  ß  ist  in  diesem  Falle  0,2626382,  mithin 
cosvi  =  0,2626382,  Vi  =  74^46' 24", 

C0SV2  =  0,2626137,  V2  =  74046' 29"25 

und  da  bereits  v^  mit  V'2  übereinstimmt,  so  wird 

V  =  74046'29"25  =  1,3050663 

u  =  —  =  0,89585. 

7t 

Vermehrt  man  die  Amplitude  um  180^  so  wächst  der  Integralwertli 
um  2^"=  4,31303;  der  Amplitude  227^  entspricht  also    der  InteJ 
gralwerth  5,20888  wie  im  vorhergehenden  Beispiele. 


I 
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IX.    Die  Thetafunctionen. 

Die  Formeln  des  vorigen  Abschnittes  gelten  zufolge  ihrer  Her- 
leitung nur  für  reelle  Werthe  der  Variabelen  u,  und  es  muss  daher 
durch  eine  besondere  Untersuchung  entschieden  werden,  in  wie  weit 
jene  Resultate  auch  bei  complexen  Werthen  der  Variabelen  richtig 
bleiben.  Betrachtet  man  zunächst  die  Entwickelungen  von  sin  am  w, 
cos  am  u  etc.  in  Reihen  von  den  Formeln 

.    7CU     ,  .   Stcu     ,  .    67tu    , 


... 


^^^^2K  "^    '^^^TZ  "*"    '^^Yk   ■* ' 

60  bemerkt  man  leicht,  dass  diese  Reihen  bei  complexen  u  divergent 
werden,  dass  also  für  solche  u  keine  Rede  von  einer  ferneren  Gül- 
tigkeit der  betreffenden  Gleichungen  sein  kann.  Anders  verhält 
88  sich  mit  den  Entwickelungen  von  &  (u)  und  H(u),  denn  wie  man 
aus  §.  40,  Thl.  I.  ersieht,  convergiren  die  Reihen  in  101)  und  102) 
für  jedes  complexe  u ,  wofern  nur  q  ein  reeller  echter  Bruch  ist. 
Die  vorzunehmende  Untersuchung  wird  sich  daher  zunächst  auf  die 
Functionen  0  und  H  erstrecken,  für  welche  die  Gleichungen  101) 
und  102)  als  allgemeine  Definitionen  gelten  können.  Ferner  wollen 
wir  diese  Analyse  vollkommen  unabhängig  von  der  bisherigen  Theorie 
der  elliptischen  Functionen  durchführen.  Wir  verstehen  daher  im 
Folgenden  unter  q  eine  beliebige  reelle  positive  Constante,  unter  ^ 
eine  complexe  Variabele  und  setzen 

'Ö'(je:)=l  -^2e~Q  cos2jb-{-  2e-^9cos4£  —  2e-^9cos6isi  -\ 

^1  (js)  =  2  ^e-Q  sin  z  —  2  t^e^sin  3  ^  +  2fe-^9sin  6  a 

&^  (g)  =  2  Ve-9cosz  +  2^e-^Qco83z  +  2  VP^cosbz  -\ 

^^a(z)  =  l-{-2€rQcos2iB-\-  2€r*Qco84jsi+  2€r^9 cosGß -\ 

a.    Zwischen  den  hiermit  definirten  vier  Functionen  bestenöu- 
wie  man  augenblicklich  bemerkt,  die  folgenden  vier  Belationen 

109)   I  ^^"^  =  *»(5«  -  '^).     *3(^)  =  »Cs«  -  ^). 

1         »i(e)  =  ö-j^Ä  —  e),    9i(e)  =  »i  ^«  —  e). 

Ferner  ist,  wenn  m  eine  ganze  Zahl  bezeichnet, 

1101  I         *^*  "^  '""^  ~  *^^^'    *'*^^  ■*"  "*"^  ~  **^*^' 

'  \»i{z  +  mn:)  =  (—  l)">»i(e\  «'»(^  +»»«)  =  (—  1)"'*2  (e). 


108) 


111) 


112) 
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Die  Functionen  -9"  und  •9*8  haben  also  die  reelle  Periode  ä,   die  bei- 
den übrigen  besitzen  die  Periode  2  7t, 

Drückt  man  in  Nro.  108)  die  Cosinus  und  Sinus  durch    Expo- 
nentialgi*össen  aus  und  benutzt  zur  Abkürzung  Summenzeiclien ,  so 
kann  man  jene  vier  Gleichungen  folgender maassen  darstellen 
•  ^(£;)  =  ZX—  l)'c-''?-'-2«', 

d-2(z)  =  2:e-(*  +  V2)«(?-«(2*  +  i)z^ 

und  zwar  beziehen  sich  hier  die  Summenzeichen  auf  alle  ganzen  po- 
sitiven und  negativen  Werthe  von  s.     Es  ist  nun  identisch 

^2;(— l)*e-<*+V2)«(»e-'(2*  +  i)*-~^-g-V4^--t^2;(— 1)*  6- «•^-••3*<'^— '/«•(>), 

d.  i. 

behandelt  man  auf  gleiche  Weise  die  übrigen  Thetafunctionen ,   so 
gelangt  man  zu  den  yier  Formeln 

^^{z)  =  ie-y^9-^'^{z  —  \i^\ 

i&^{z)  =  e-'l*^-<'^^{z  -  \iq\ 

^z)  =  e-'I^Q-<^^,{z  -  \iQ\ 
aus  denen,  wenn  z  -|-  \iq  für  z  gesetzt  wird,  die  folgenden  hervor- 
gehen 

f  ^{^  +  5*p)  =  iey'^-''^i{z\ 

^i{is  +  \iq)  =  ie'/*Q-*'d'(z\ 

f^,(z  +lip)  =  6V.?--^3(^), 

Lässt  man  mehrmals   nach   einander  z  •}-  \iQ   an  die  Stelle  von  z 
treten,  so  erhält  man  leicht  für  ein  ganzes  positives  n 
d'(z  +  ifiQ)  =  (—  l)»e«*(?-'-2«^'9'(^), 

d'y(z  +  ifiQ)  =  (—  l)«e«'(?~'-2«^^i(^), 

^2{^  +  iriQ)  =  e'''(»-«-2«^^3(£r), 

^z(z  +  iriQ)  =  «'•^"'•««'fraW» 
und  ferner  nach  Nro.  110),  wenn  z  +  m^  für  ;ef  gesetzt  wird, 
d-{z  +  m7C  +  inQ)  =  (—  l)-e«'?-'-2'»*0'(;er), 
d^i(z  +  mit  -{-  inQ)  =  (—  l)"»  +  «6»*?--'2«*-9'i(^), 
O-jC;^  +  mn  +  tnp)  =  (—  l)'»e'»V-»-2«^frj(^), 


113) 


114) 
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Hieraus  geht  hervor,  dass  die  Thetafunctionen  für  sich  nur  einfach 
periodisch  sind,  dass  aber  der  Quotient  zweier  Thetafunctionen  zwei 
Perioden  besitzt,  von  denen  die  eine  den  reellen  Index  Tt  oder  2  ä, 
die  andere  den  imaginären  Index  i^  oder  2x^  hat.  Diese  Bemer- 
kung werden  wir  nachher  weiter  verfolgen. 

b.  Um  die  vier  Reihen,  welche  zur  Definition  der  Thetafunc- 
tionen dienten ,  in  eine  andere  Form  zu  bringen ,  erinnern  wir  an 
die  Formel  62)  auf  S.  152,  nämlich 


115) 


-  <*  ^  +  ^)'        1  /o 
Ee         Q        =y-2!e-'*Qco82sis^. 


An  diese  knüpft  sich  zunächst  eine  verwandte  Formel.  Es  ist  näm- 
lich, wie  durch  Entwickelung  der  angedeuteten  Summen  sofort  er- 
hellt, 

r(~i)*e         ^      =22e  ^      —  Ee        ^ 

^2Ee         "''^      ^  Ee        ^ 

mithin,  wenn  man  die  Summen  rechter  Hand  nach  Nro.  115)  trans- 

fonnirt 

^(— l)*e         Q     z=zy^\Ee  C08$e  —  Ee         cos2sz\' 

I^ie  Entwickelung  der  Summen  rechter  Hand  giebt  einfacher 

m)Z{-^\ye      Q     =  V-^^  €08(28  +  1)^. 

Um  bemerkt  nnn  augenblicklich,  dass  die  Formeln  115)  und  116) 
identisch  mit  den  folgenden  sind 


£{-  lye        Q      =y^-»,(g), 


fobei  ohne  Aenderung  der  rechten  Seiten  — z  für  z  geschrieben 
«werden  darf.  Lässt  man  noch  jTt  —  z  an  die  Stelle  von  z  treten  und 
beachtet  die  Relationen  in  109),  so  gelangt  man  zu  folgenden  neuen 
)arstellungen  der  Thetafunctionen 
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117)  i  -  / 

Diese  Formeln  sind  insofern  wichtig,  als  mit  ihrer  Hülfe  die 
Thetafunctionen  einer  imaginären  Variabelen  durch  Thetafdnctionen 
einer  reellen  Variabelen  ausgedrückt  werden  können.  Aas  der  er- 
sten Gleichung  in  Nro.  111)  folgt  nämlich,  wenn  iis  an  die  Stelle 
von  e  tritt, 

^(i'0)  =  2;(-  lye"  '*  ^ + ' "  =  e  ?  £(-,  ly  e       ^     -, 

führt  man  rechter  Hand  statt  Q  und  0  zwei  neue  Grössen  q'  und  z' 
ein  mittelst  der  Gleichungen 

118)  <>(»'=«»,  i  =  ^M 

so  wird 

mithin  geht  die  Formel  für  d'(i0)  in  die  folgende  über 

J&(i0)  =  e^'  2;(—  lye        ^'      .  ' 

Andererseits  erhält  man  aus  der  dritten  Formel  in  Nro.  117},  wenn  i 
man  q'  für  Q,  ti  für  z  schreibt  und  andeutet,  dass  ^2  gleichzeitig 
von  9'  und  /  abhängt, 

*,(,', /)  =  y^2;(-i).r?'"'-''"; 

Hier  kommt  dieselbe  Summe  vor  wie  in  der  Formel  für  ^t{i  z)^  man 
gelangt  also  zu  einer  Relation  zwischen '9'(i;ef)  und  0'2(()',jer').  Ueber* 
haupt  ergeben  sich  auf  diesjBm  Wege  folgende  vier  Relationen 
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=Vi 


«*« 


119) 


und  diese  zeigen  in  derXhat,  wie  sich  die  Thetafunctionen  imaginä- 
rer Argumente  auf  Thetafunctionen  reeller  Argumente  zurückführen 
lassen. 

Die  Gleichungen  109),  113)  und  119)  können  übrigens  benutzt 
werden,  um  aus  einer  Eigenschaft  einer  der  vier  Thetafunctionen 
die  analogen  Eigenschaften  der  übrigen  Thetafunctionen  herzuleiten. 
Setzt  man  z.  B,  in  einer  Formel,  welche  -9" (-er)  enthält,  statt  0  der 
Reihe  nach  0  -}'  ^i  Q,  i  JSf ,  l^  —  Hf,  so  gelangt  man  zu  drei  neuen 
Fonneln,  die  statt  &  die  anderen  Functionen  O*!,  0'2,  •9*3  enthalten. 
Eine  Anw|pdung  dieses  Principes  wird  man  sogleich  sehen. 

c.  Nach  der  vierten  Formel  in  113)  wollen  wir  die  Functionen 
^.\(x)  und  ^3(y)  bilden  und  sie  mit  einander  multipliciren.  Für  die 
errte  Reihe  bezeichne,  wie  in  113),  s  den  Buchstaben,  auf  welchen 
sich  die  Summirung  bezieht ;  für  die  zweite  Reihe  wählen  wir  t  statt 
8  and  haben  dann 

worin  s  und  t  alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlwerthe 
durchlaufen  müssen.     Hierbei  sind  folgende  vier  Fälle  möglich 

s  gerade  und  t  gerade, 

s  ungerade  „  t  ungerade, 

s  gerade  „  t  ungerade, 

s  ungerade  „  t  gerade; 

die  zwei  ersten  Fälle  ziehen  wir  in  den  einen  Hauptfall  zusammen, 
^0  8  und  t  gleichartig  sind ,  die  beiden  übrigen  Fälle  bilden  zusam- 
men den  Hauptfall  ungleichartiger  s  und  t  Dem  entsprechend  zer- 
legen wir  die  auf  alle  s  und  t  bezügliche  Doppelsumme  in  zwei  Dop- 
pelaummen,  deren  erste  die  gleichartigen,  und  deren  zweite  die  un- 
gleichartigen s  und  t  enthält,  wofür  wir  kurz  schreiben 
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Bei  gleichartigen  s  und  t  sind  |(s  -f-  t)  und  |(s  —  t)  gleicbzeitig 
ganze  positive  oder  negative  Zahlen,  die  alle  möglichen  Werthe  ha- 
ben können;  wir  setzen  dann 

\(s  +  t)  =  m,  1(8  —  t)=n, 

woraus  folgt 

s  =  m  +  n,  t  =  m  —  n,  8^  -\-  t^  =  2  (m^  +  n^). 

Die  mit  P  bezeichnete  Doppelsumme  gestaltet  sich  jetzt  fol^ender- 
maassen 

—  ^g— m«.2^—  i.2m(ar  +  y)    27e— «'-S^  — t.2n  (x  —  y> 

und  Zufolge  der  Definition  von  d"^  ist 

P  =  d's(2Q,x  +  y).d'.3(2Q,x  —  y). 
Bei  ungleichartigen  8  und  t  hat  man 

|(s  +  0  =  1»  +  |.    |(s  -  0  =  2  +  |. 
WO  p  und  ^  alle  möglichen  positiven   und  negativen  ganzen    Zahlen 
bedeuten;  es  folgt  dann 

mithin 

d.  i.  vermöge  der  Definition  von  •ö'i 

Q  =  '9'2(2(),  a?  +  y). -0-2(29,  «.—  y). 
Durch  Substitution  der  Werthe  von  P  und  Q  geht  nun  die    frühere 
Formel  für  &z  (^)  '^»(ü/)  ^  die  folgende  über 

120)  d's(x).^s(^)  =  %(2Q,x  +  y).»si2Q,x  —  y) 

+  •02(29,« +  y). •02(29,«  — y). 

Ersetzt  man  hier  x  durch  |ä  —  x  und  zugleich  y  durch  |3r  —  y,  so 
erhält  man  leicht  durch  Anwendung  der  Formeln  109)  und  110) 

121)  ^(x).»(if)  =  »s(2Q,x  +  y).^s(2Q,x—y) 

—  •02(29,  a?+y). -02(29,  x  —  y). 
Ferner  ist  nach  112) 

-03(9,  z  —  liQ)  =  ey*9-^*'»2(Q.^) 
und  wenn  man  29  an  die  Stelle  von  9  treten  lässt 

-03(29,  e  —  ig)  =  eV«?  +  «^#2(2  9,  z). 
Auf  gleiche  Weise  erhält  man 

-0',(29,  z  —  iQ)  =  e'^Q  +  *'d'z(2Q,  z). 

Vertauscht  man  nun  in  Nro,  120)  x  mit  x  —  \iQ  und  y  gegen  y  —  |t  9, 
so  erhält  man  nach  Hebung  der  Exponentialgrösseu 


bie  elliptischen  Functionen.  449 

122)   M^).^2(:y)  =  M2Q,x  +  y).%^(2Q,x-^y) 

Lässt  man  hier  wieder  |;r  —  o?  an  die  Stelle  von  x  und  \7C  —  «/an 
die  von  y  treten,  so  wird  noch 

123)  ^i(x).»,(y)=M^Q,^  +  y)'M^9^  ^-y) 

-'^2(29,  x-\-y).%'^{2Q,x  —  y). 

Die  vier  Gleichungen  120)  .  .  .  123)  bilden  die  Quelle  sehr  vie- 
ler zwischen  den  Thetafunctionen  stattfindender  Beziehungen,  von 
denen  wir  einige  der  wichtigsten  ableiten  wollen. 

d.   In  den  vier  Fundamentalformeln  sei «/  =  o?  und  zur  Abkürzung 
'9-2(29,  0)  =  «2,      '9'3(2(>,  0)  =  (H, 
#2(2(),  2ä-)  =  I2,    ^•3(2^,  2ar)  =  fe; 

es  entstehen  dann  folgende  specielle  Relationen 

[^(a?)]«  =  «als  —  «2&, 

\ß'i{^)?  =  «2I3  —  «sfe, 

[^2(a?)P  =  «2&  +  «3I2, 

[^zipc)V  =  «als  +  «2I2. 
Entwickelt  man  §2  nnd  I3  aus  zweien  dieser  Gleichungen  und  sub- 
stituirt  die  erhaltenen  Werthe  in  die  beiden  übrigen  Gleichungen, 
80  gelangt  man  zu  Relationen  zwischen  den  Quadraten  von  je  drei 
Thetafunctionen,  namentlich  -ergiebt  sich ,  wenn  man  I2  nnd  §3  den 
beiden  ersten  Gleichungen  entnimmt, 


«8     ■\-    «i  «I    +    «2 


m^w  =  z^Th  [*.(^)P  +  ik^\  i:*3(^)]^. 


Wie  man  aus  den  Formeln  108)  ersieht,  sind  «^  und  «2  reelle  posi- 
tive Zahlen,  auch  lehren  die  vorstehenden  Gleichungen,  auf  den  Fall 
x  =  0  angewandt,  dass  a^  —  a|  positiv  ist.  Zar  Abkürzung  setzen 
wir  noch 

2cg8«2     , 

«I  +  «I  ' 

wo  k  ein  positiver  echter  Bruch  ist;  es  wird  dann 


«3  —  «2^ 
«3  +  ^? 


—  Vi  —  h^  —  Jc\ 


"3       1^    *^2 

wobei  die  Wurzel  positiv  genommen  werden  muss.     Die  vorigen  Re- 
lationen gestalten  sich  jetzt  folgendermaassen 
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124) 
Für  X 
125) 
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l    \%(x)^^  =  Ä[^a(a?)]^  +  ÄJ'[^8(^)]^. 
=  0  erhält  man  specieller  wegen  ^\  (0)  ==  0 

.  _  r»2(o)y  fc._r*(o)v. 


e.  In  Nro.  123)  setzen  wir  \q  für  9,  a?  =  j?  +  Iw,  jy  =  |m; 
es  ist  dann 

und  durch  Division  mit  —  'ii^^^iz^.^ziji  +  w) 

1  f^2(^+^)  _  ^i(i)\  ^  ^i(a-9>g+5^)    .  M^Li!0. 

w  l'ö'sC^  +  «*)         -^sW)  -ö-a (£r) . -d-g (^  +  w)  tt 

Lassen   wir   nun  w   gegen   die  Null  convergiren,  so  geht  die  linke 
Seite  üher  in   den   nach   z  genommenen   Dififerentialquotienten  von 


^A^r 


rechter  Hand  sei 


n 


mithin  A  eine  von  z  unabhängige  Grösse;  es  wird  dann 

dz       —    ■      [#,(«)]»  ■ 

Um  den  rechts   vorkommenden  Zähler  etwas  anders  auszudrücken 
nehmen  wir  in  Nro.  122)  y  =  0  und  erhalten 

%i{x).^A^)  =  20-3(29,  x).d'i(2Q,  x) 
oder  wenn  ^p  für  9  und  x  =  \n  —  z  gesetzt  wird, 

2H^),%,{z) 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  geht  die  vorige  Differentialformel 
in  die  folgende  über 

(Mz)] 

^(z).d-i(z) 


dl 


»,{z)l 


—  ^ 


dz  ''      [O3W]'' 

wobei  f(  eine  neue  Constante  bezeichnet.     Lässt  man  noch  \n  —  : 
an  die  Stelle  von  z  treten,  so  erhält  man 

f*.(^)i 


126) 


d 


dg 


ft 


»,(^).»3(g) 
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Analoge  Differentialformeln  bestehen  für  die  Quotienten  '9*2  (ß)  :  ^  (z) 
und  ^:i(ß)i^(ß);  sie  können  entweder  auf  einem  ähnlichen  Wege 
oder  kürzer  mittelst  der  Gleichungen  124)  entwickelt  werden,  indem 
man  letztere  durch  ['^■(aj)]^  dividirt  und  nachher  differenzirt. 


X.    Die  doppelt -periodisolien  Functionen. 

rHe  vorigen  Untersuchungen  führen  mit  Leichtigkeit  zu  den 
Haupteigenschaften  der  heiden  Functionen  ®(w)  und  H(w),  welche 
für  jedes  complexe  w  durch  folgende  Gleichungen  definirt  sind 

K  K  A 

wrr    X      r»iV — T  .  ^^      «iv — TT  .  Sitto  ,  ^iv — st:;  .  5^w? 


2K        '  2K    '  2jr        ' 

in  denen  man  sich  unter  Q  und  K  beliebige  reelle  und  positive  Con- 
stanteu  denken  kann.     Es  ist  zunächst 

»(f|)  =  ew,  »,(f|)  =  HW. 

femer  wegen  ^2(^)  ^=  ^\{^  +  |^)  und  ^z{^)  =  ^(^  +  l^) 

7t  W 

Aus  den  Formeln  in  110)  ergieht  sich  nun,  wenn  man  r-^    an    die 

2  Ji. 

Stelle  von  0  treten  lässt 

127)     @(iv  +  2mK)  =  ®{w\  H(w  +  2mK)  =  (—  l)'»i/(w). 
Nach  demselben  Verfahren  erhält  man  aus  Nro.  113),    wenn  man 
gleichzeitig 

7t  K' 

setzt,  wo  IC  eine  zweite  positive  Constante  bezeichnet, 


128) 


Femer  geben  die  Formeln  114) 

29' 
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H(w+[2m+l]K+  i.  2nK')  =  (—  l)"»e^  //(«j+X), 

Zufolge  des  vorigen  Werthes  von  Q  ist  nach  Nro.  118) 

s  7t  K  ,  71 IV 


129) 


es  entstehen  also  q'  und  ^e'  einfach  dadurch,  dass  man  K  und  Ä^'  ge- 
gen einander  vertauscht.    Bezeichnet  man  die  entsprechenden  Reihen 

r.    '     ,       ^^     .    ^      A^>       2ä«; 

1  —  2c-?  cos-=7  +  2e-*(»  cos-— 7 

^iv — :3    .    7tw         _  -v4/ — TT,   .   Stcw    , 

2  7^?'sm^^  —  2  ye-^Q'sm-^^  H 

mit  ©(Ä"',  w)  und  H{K\  w\  so  gelangt  man  zu  folgender  Umgestaltung 
der  Formeln  119) 


130) 


^e'^^'®{K\w  +  IT'). 

Die  mit  h  und  Ä'  =  Vi  —  Ä^  bezeichneten  positiven  echten 
Brüche,  welche  in  Nro.  125)  vorkommen,  werden  nun  durch  folgende 
Gleichungen  bestimmt 

und  die  Relationen  in  Nro.  124)  lauten  jetzt,  wenn  x  =-5-^  gesetzt 
wird, 


132) 


[0(w)12  =  Ä;[f/(w;)]2  +  h'[&{w  +  Ä)]*. 
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Endlich  geht  die  Difierentialfonnel  Nro.  126)  ior 
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.  =  — anda=_ 


in  die  folgende  über 

dw 


133) 


_     H{w  +  K).S{ic  +  K) 
-  '  [0(u;)]^ 


wobei  c  eine  noch  ea  bestimmende  Gonstante  bezeichnet. 

Nach  Aufstellung  der  Fnndamentalformeln  für  S  und  H  be- 
trachten wir  unter  der  YorauBsetzung  beliebiger  complexer  w  die 
folgenden  drei  neuen  Functionen 


134) 


/(«')  =  T7r 


i/(w) 


/*(«»)  =  Vä  •— ö(J^ 


Als  nächBtliegende  Eigenschaften  derselben  ergeben  sich  u.  A.  dui*oh 
Benutzung  von  Nro.  127) 

135)    f(^w)  =  ^f(wl    M^w)=A(wl    M-^w)=Mwl 


136) 


ferner  aus  Nro.  128)  und  Nro.  127) 


/iW 


137) 


f{w  -f.  eü:o  = 


*/(«(;)' 


und  allgemeiner  aus  Nro.  129) 

f{w  +  2mÄ:  +  i.2niC0  =  (—  1)VW» 
138)  /,(ti;  +  2wä:  +  i.2nK')  =  (—  1)"»-Vi(m')» 

/2(m;  +  2mK  -f-  i.2nÄ:0  =  (—  lYAiw). 

Diese  Formeln  zeigen  unmittelbar  die  doppelte  Periodicität  der 
Functionen  /(w),  fi  (w)  und  />  (w).  Bei  geraden  m  wird  nämlich  die 
rechte  Seite  der  ersten  Gleichung  =  f{w) ,  mithin  besitzt  f(w)  die 
reelle  Periode  4  K  und  die  rein   imaginäre  Periode  i .  2  Ä'.     In  der 
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zweiten  Gleichung  wird  die  rechte  Seite  =  /i  (to)  sowohl  wenn  m 
gerade  und  i»  =  0,  als  auch  wenn  m  =  n  ist;  /]  (w)  hat  demnach, 
die  reelle  Periode  4:K  und  die  complexe  Periode  2 Ä"  +  i.2K'. 
Endlich  erkennt  man  aus  der  letzten  Gleichung,  dass  ft  (to)  die  reelle 
Periode  2K  und  die  rein  imaginäre  Periode  i,4:K*  besitzt. 

Bezeichnen  wir  mit  f{K\  w\  fi  (K\  w),  /g  (K\  w)  diejenigen 
Functionen,  welche  aus  f(w) ,  /i  (w) ,  /j  (w)  durch  Vertauschung  von 
K  gegen  K'  hervorgehen,  so  erhalten  wir  mittelst  der  Formeln  130) 


139) 


...   .         .  /(K\  w) 


hierin  liegt  die  Reduction   der  Functionen  imaginärer  Argumente 
auf  Functionen  reeller  Argumente. 

Die  Gleichungen  132)  geben  nach  Division  mit  \®{w^ 

140)  I  [/(«')?  +  [/i(«')?=l. 

woraus  man,  beiläufig  bemerkt,  noch  die  Folgerung 

141)  [/«(w)]*  -  ft»[/i(«')]»  =  *'* 
ziehen  kann. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  die  Formel  133),  weil  sie  zu 
einer  Differentialgleichung  zwischen  w  und  f{w)  führt.  Man  hat 
zunächst 

und  wenn  man  /i  {w)  und  /?  (w)  mittelst  der  Gleichungen  140)  durch 
f{w)  ausdrückt,  so  gelangt  man  zu  der  Di£Perentialgleichung 

^  =  £  Vi  _  [/(«.)]».  Vi  -  Ä»iywi» 

oder,  wenn  zur  Abkürzung 

142)  f{w)  =  z 

gesetzt  wird, 

dz 


,      =  B  V(l  —  ier2)(l  —  Ä;2^3). 
dw 

Die  Integration  dieser  Differentialgleichung  giebt 

dz 

=.  BW  -\-  Const, 


A 


V(i  —  zy  (1  —  k^z^) 

und  da  z  gleichzeitig  mit  w  verschwindet,  so  ist 
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143)  €W=    f  ,  ^^ 

)  V(l  -  z'^)  (1  - 


Ä3^2) 


Zur  Bestimmung  der  Constanten  6  nehmen  wir  epeoiell  w  =  K^ 
woraus  folgt  &  =  f(K)  und  unter  Rücksicht  auf  Nro.  131) 


es  ist  daher 
Ui) 


J_     H(K) 


da 


^Jva 


V(l  —  ß^)  (1  —  k^/s^) 


Sind  nun  die  beiden  Constanten  K  und  K'  willkührlich  gewählt,  so 

kennt  man   Q  =  — —- ,   mithin  lassen  sich  für  jedes  w  die  Functio- 

nen  &(w)  und  H(w)  durch  Summirung  der  gleichgeltenden  Reihen 
Ixirechnen;  die  Formeln  131)  und  144)  liefern  dann  Äund  f,  so  dass 
alle  vorkommenden  Grössen  eine  genaue  Bestimmung  erhalten. 

Statt  von  den  Constanten  K  und  K'  auszugehen,  kann  man 
auch  zwei  andere  der  vorhandenen  Constanten  beliebig  wählen.  Das 
Vortheilhafkeste  in  dieser  Beziehung  ist,  den  positiven  echten  Bruch 
Aals  willkührliche  Grösse  zu  betrachten  und  dem  JT folgenden Werth 
zü  geben 


0 


V(l    —   ^5)  (1    —   k^g^j 


es  wird  dann  «  =  1  und  nach  Nro.  143) 

145)  ..=  /-, ££ 

J  V(i  —  Ä«)  (1  —  *»«») 

0 

Die  Function  z  =/(t(^)  ist  dann   diejenige  Function,  welche  durch 
Ümkehrung  der  vorliegenden  Gleichung  entsteht. 

Um  noch  K'  zu  bestimmen,  nehmen  wir  die  erste  der  Formeln 
137)  für  K7  =  £*  in  Anspruch;  sie  giebt 

Da  hiemach  die  Werthe  w^^K-^-iK'  und  ^  =  T  einander  entspre- 
chen, so  ist  nach  145) 
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J  V(l  -  z^)  (1  - 


Ä;2jff2) 


0 

und  durch  Subtraction  der  Gleichung  144) 

1 

dz 


J  V(l  -  z^)  (1  - 


1 

oder  auch 

1 

dz 
K'  =  —    ' 


'"   fv(^^ 


1)  (1  -_  A;3;^2) 
1 


Die  Anwendung  der  Substitution 

z  = 


^  vfo1(f  =  Vi  —  k- 


Vi    -   fc'2g2 

giebt  hier 

146)  K'  =  f^r—^ r=- 

/  V(i  -  SO  (1  -  fc'H^) 

wonach  Ä"'  ebenso  aus  Ä'  entsteht  wie  K  aus  Ä. 

Am  Schlüsse  dieser  Analyse  wird  es  wohl  kaum  der  Bemerkung 
bedürfen,  dass  die  Functionen  f(w),  /i  (w),  /j  (w)  mit  den  früher  unter- 
suchten elliptischen  Functionen  sin  am  w,  cos  am  w,  ^  amw  identisch 
sind.  Man  kann  also  auch  von  den  Thetafunctionen  aus  den  Cingangin 
die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  gewinnen.  Bei  der  beste- 
chenden Einfachheit  dieses  Gedankenganges  dürfen  wir  aber  nicht 
verschweigen,  dass  derselbe  immer  noch  eine  empündliche  Lücke 
übrig  lässt.  Da  nämlich  in  Nro.  145)  die  Variabele  z  im  Allgemei- 
nen complex  ist,  so  muss  zur  Vermeidung  einer  möglichen  Vieldeu- 
tigkeit des  Integrales  entweder  ein  ganz  bestimmter  Integrationsweg 
als  nothwendig  nachgewiesen  oder  der  Einfluss  gezeigt  werden,  den 
verschiedene  Integrationswege  auf  den  Integralwerth  ausüben.  Die 
Theorie  der  Thetafunctionen  erfüllt  keine  dieser  beiden  Forderungen 
und  bedarf  daher  immer  der  Ergänzung  durch  die  in  Abschnitt  II, 
S.  374  ausgeführten  Untersuchungen*). 


*)  Den  Gedankengang  der  Abschnitte  IX.  und  X.  pflegte  Jacobi  in 
seinen  Vorlesungen  zu  befolgen;  eine  ausführliche  Theorie  der  Thetafuncuo- 
nen  findet  man  in  dem  Werke  „Die  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen 
und  den  Thetafunctionen,     Von  Prof.  Dr.  Schellbach.    Berlin  1864." 
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XI.    Die  elliptisclien  Functionen  zweiter  und 

dritter  Art. 

Sowie  die  drei  hauptsächlichsten  elliptischen  Functionen  erster 
Art  dadurch  aus  sintp,  cosq)^  "^(Sp)  entstehen,  dass  an  die  Stelle 
von  9  die  Umkehrung  des  Integrales 

d(p 


—  /^y 


(1.  h.  tp  =  amu  gesetzt  wird,  ebenso  hat  man  aus  den  elliptischen 
Integralen  zweiter  und  dritter  Art  nämlich  aus  E(q))  und  n(q))  mit- 
telst derselben  Substitution  die  neuen  Amplitudenfunctionen  E  (am  u), 
n (amu)  gebildet  und  elliptische  Functionen  zweiter  bezüglich  dritter 
Art  genannt.  Demnach  ist  für  alle  elliptischen  Functionen  u  die 
unabhängige  Variabele. 

a.    Wird  nun  in  der  Gleichung 

JE{9)  =f^((p)d(p 
§ 
die  Substitution  (p  =  amu  vorgenommen,  woraus  d(p  ^=  ^d amu  du 
folgt,  so  entsteht 

tt  u 

U7)  E(amu)  =  /  (^amu)^du  =  /  (1  —  k^sin^amu)du', 

0  0 

hiernach  reducirt  sich  die  Untersuchung  von  E(amu)  im  Wesent- 
lichen auf    die  Untersuchung    von  /  sin^  am  u  du. 

Um  zunächst  die  Reihen entwickelung  von  E(amu)  zu  erledigen 
benutzen  wir  die  auf  S.  414  abgeleitete  Formel 

.,              K^E       2^3    f    lg         Ttu  ,     2q:^        2nu 
sin^amuz=-— { — =^cos — A =^cos 


+ 


•  •  • 


oder 

1  —  k^sin^amu 
E  ,  2n^{   Iq         Ttu  .    2q^        2nu  .     Sg»        ^nu   , 

durch  Multiplication  mit  du  und  Integration  zwischen  den  Grenzen 
w  =  0  und  w  =  w  folgt  hieraus 


458  Die  elliptisclieir  Functionen. 


q       ,   nu  .      q^       ,   2ltu    , 


Q       .  Ttu  ,      q^      .  2ytu  ,      q^      .  3fftt ,    | 
,3tn^='  +  —^ — jsm  — =—  + ::sm— =r-+-' 


1— g2       K  ^  1  — g*         ä:    ^  1—3«        JT  ^  ( 


Den  periodischen  Theil  dieser  Reihe  werden  wir  später  als  eine  neue 
Function  von  u  ansehen  und  mit  Z(u)  bezeichnen;  es  ist  hiemach 

149)  Ziu)=^ 
und 

150)  E(amu)  =  ^u  +  Z(u). 

b.    Nach  der  von  C.  G.  Jacob i  eingeführten  Bezeichnung  ver- 
steht man  unter  dem  elliptischen  Integrale  dritter  Art  das  folgende 

^ .  .  /aj^ sin a cos a ^ (Ä, «) sW (p        dtp 

W«»  ;  —J       1  —  Ä;»sm2asm2flp  ^(Mp)' 

0 

wobei  der  Bogen  a  auch  eine  complexe  Zahl  sein  dai'f.  Setzt  man 
hierin  wie  bisher  tp  =  amu  und  denkt  sich  auch  a  als  Amplitude 
etwa  a  =  ama,  so  entsteht  die  Definitionsgleichuug 

M 

„,  ,.         rk^smamacosama^amasin^amu  , 

ll(amu,ama.k)=  / ,^  .  ^ r-;; dt«. 

c/  1  —  k^  stn^  ama  stn^  amu 

0 

Zur  Abküi'zung  möge  die  linke  Seite  künftig  mit  dem  einfacheren 
Symbole  n(u,d)  bezeichnet  werden. 

Aus  der  gegebenen  Definition  folgt  zunächst 

dn(u,a) k^sinamacosama^amasin'^amu 

du  1  —  k^sin^amasin^amu 

und  durch  nochmalige  Differentiation 

dW(u,  a) 
du^ 
.  - .,     2  sinamu  cosam  a  z/  am  a     2  sinama  cos  am  u  ^am  u 
*         1  —  k^  sin^  am  u  sin^  ama     1  —  k^  sin^  am  u  sin'^  am  a 
Mittelst  der  auf  S.  393  angegebenen  Formeln  für  sinO  +  sint  und 
sinö  —  sifiT  findet  man  sehr  leicht,  dass  die  vorliegende  Gleichung 
mit  der  folgenden  identisch  ist 

d'in(2i,a)  _ 
du^       ~ 
l  Ä2  [sin  am  (u  +  a)  +  sin  am  (u  —  a)]  [sin  am  (u+a)  —  sin  am  {u  —  «)]• 

welche  zurückkommt  auf 

1 52)  d^n(ua)  _    ^^         ^^  (u  +  a)  —  sin'^  am{u  —  a)]. 

du* 
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Benutzt  man  hier  die  für  alle  reellen  u  gültige  Entwickelung  von 
sin^amu,  indem  man  u  das  eine  Mal  durch  u"-}-  a,  das  andere  Mal 
durch  u  —  a  ersetzt,  so  hat  man  weiter 

d'^n(u,a)        Jr2  _^     nq^     (      nn(u  —  a)  rntiu  4- a)\ 

-1^-  =  :^^Tir^H  —K ^<'*— r— )' 

fl   ^^^    X}    A,    Oj    .    <    •    . 

Durch  Multiplication  mit  du  und  Integration  folgt  hieraus,  wenn 

gleichzeitig  beachtet  wird,   dass  — ~-^ —    füi*  u  =  0  verschwindet 

du 

(Nro.  151) 

dTlOu^a)        %  .,       (/"      r  .  nniu  —  a)  .  nn(u-\-d 

Nochmalige  Integration  zwischen  den  Grenzen  u  =  0  und  u  =  u  giebt 
TT/      \  y.         3"         f       nn{u  —  a)  nn{u-\-a)\ 

wobei  der  letzte  Summand  =  uZ(a)  ist.  Man  hat  demnach  die 
folgende  für  alle  reellen  u  gültige  Reihenentwickelung 

lo3)    77(w,  a)= f«Z(a)  —  \  -  j-^—^  [cos  -^ — '-  —  cos  -^ —  j 

-i  •  Tn^^^l — ^ —  '='' — r— i 

oder  auch 

nr      \  rri  \       1         2g        .    Tta     ,    7CU 

//(tt, a)=  wZ(tt)  —  \  .  - — ^  stn  —r  sm  -r=r 

1  —  g**  Ä  iL 

,       2q^      .    23ra    .    2äm 

_i.__«„-^««_^_ 

c.    Statt  der  Gleichung  153)  kann  einfacher  geschrieben  werden 
154)  n(u,a)  =  uZia)  +  f(u  +  ä)  —  f(u  —  n), 

wobei  die  Function  f(w)  selbstverständlich  folgende  Bedeutung  hat 


^  w  =  i  •  Tn^  ^^^  :^  +  -J  •  r=v  ^^^  -^  +  •  •  •  • 

Entwickelt  mau  hier  die  einzelnen  Glieder  mittelst  der  Formel 
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,  _^"  2„  =  a"  +  3'"  +  g*"  +  s^"  H , 

SO  erhält  man  durch   andere  Anordnung  der  entstehenden  Doppel- 
reihe 

J(w)=\qcos—-^y^cos^'+iq^cos-^  +  '" 

+ 

d.  i.  nach  einer  bekannten  Formel 

Zufolge  der  in  Abschnitt  VIII.  gegebenen  Entwickelungen  ist  weiter, 
wenn  zur  Abkürzung 

P= l 

(1    -    g2)(p_g4)(l    -.36)..    . 

gesetzt  wird, 

y(w)=:-inp(l  — 2(ZCöS-^  +  2g*cos-= 2q'^C08-= — h' 

l     \  Ji.  Js.  Ä 

d.  h.  sehr  einfach 

Hiemach  geht  die  Gleichung  154)  in  die  folgende  über 

155)  /!(«,«)==  „z(«)  +  |?{||^), 

aus  welcher  erhellt,  dass  die  Function  77  auf  die  beiden  Functionen 
0  und  Z.  zurückgeführt  werden  kann. 

d.  Die  Gültigkeit  der  vorliegenden  Formel  ist,  ihrer  Herleitung 
nach,  vorläufig  auf  reelle  u  und  a  beschränkt;  es  bedarf  daher  noch 
einer  besonderen  Untersuchung,  ob  man  jene  Relation  auch  für  com- 
plexe  u  und  a  in  Anspruch  nehmen  darf.  Wir  erinnern  zu  diesem 
Zwecke  an  die  auf  S.  448  und  449  bewiesenen  Formeln 

in  denen  zur  Abkürzung  sein  möge 
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^3(29,  X  +  y)  =  Sa.     ^s(29,  X  —  p)  =  f:i, 
^2(29,  X  +  p)  =  sj,     ^j(29,  T  — .  y)  =  Lx 
efl  ist  dann  unmittelbar 

"^etzt  man  dagegen  in  der  ersten  der  vorigen  Gleichnngen  p  -^^  0 
nnd  lasst.  das  eine  Mal  a;  -f"  y»  <i^^  andere  Mal  x  —  y  an  die  Stelle 
Ton  X  treten,  so  hat  man  folgende  zwei  Relationen 

»(0)»ix  -  »)  =  «I  -  f*. 
Zufolge  der  identischen  Gleichung 

(s,«s  —  Siuy  -  (sj,  -  Sit^y  =  (S:?  -  s*) (<|  -  <*) 

ergiebt  sich  nun  sofort 

[h{x)»(i,)V  -  [*,(*) ^i(y)P  =  [»(o)V»(r  +  9)»(^-!f) 

üaor,wenn  ir=-77-  und  y  =  -=-  gesetzt  wird, 

■ßiu)0ir)f  —  [H{u)H(v)y  =  [&(0)]'  &(v  +  r)&(u—r), 

IHvidirt  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  durch  [0(fi)  ®(t')]*  und 
beachtet  die  Gleichung 

^0  erhält  man 

1  —  k^stn^amusm^amv  =  - —        r^y.  x  r^,\^^ ^• 

[0(u)  0(v)]« 

Von  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  nehmen  wir  die  natürlichen  Lo- 
garithmen und  differenziren  in   Beziehung  auf  V]    der  Differential* 

«lUütient  ist 

k^ sin^ amu  sin  am  vcosamv  ^amr 
1  —  k^sin^amusm^amv 

~  ®(v)   "^  ^  0(u  — v)        *  ®(u  +t;)  ' 

JBndUeh  setzen  wir  t;  =  a,  mnltipliciren  mit  du  und  integriren  z wi- 
chen den  Grenzen  u  =  0  und  ie  =  u;  linker  Hand  kommt  dann 
"(w,a)  zum  Vorschein,  und  es  wird  tiberhaupt 

lö<))  n(u,a)  =  u  -TvTT  +  5  7 17T7 — ; — r   • 

piese  Formel  lehrt  zweierlei.  Aus  der  Vergleichung  mit  Nro.  155) 
blf^  nämlich  einerseits,  dass  für  jedes  reelle  a 
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sein  mu88.     Um  zu  verallgemeinern,   definiren  wir  für  jedes   com- 
plexe  w  die  Function  Z(w)  durch  die  Gleichung 

wonach  Z(w)  eine  vollkommen  eindeutige  Function  ist-  Dividirt 
man  die  Gleichung  156)  mit  a,  geht  nachher  zur  Grenze  für  ver- 
schwindende a  üher  und  setzt  vorläufig 

a&{a) 
so  erhält  man  leicht 


/ 


&(u) 
k^sin^amn  du  =  lu — 


0 


mithin 


(1  —  k^sm^amu)du  =  (1  —  l)u  +  -^4-y  • 

0 

In  dieser  für  jedes  complexe  u  gültigen  Gleichung  ist  die  linke  Seite 

=  E{amu)j  wofür  kurz  E(u)  geschrieben   werden  möge;    rechter 

Hand  bestimmt  sich  der  Factor  1  —  A  dadurch,  dass  man  ti  zu  einer 

reellen  Grösse  specialisirt  und  die  Gleichungen  157)  und  150)  beach- 

E 
tet.     Man  findet  1  —  A  =  -—  und  nunmehr  aus  Nro.  158) 

K 

159)  E(u)  =  ^u  +  Z(u), 

IL 

Damit  ist  die  frühere  nur  für  reelle  u  gültige  Formel  150)  auf  com- 
plexe Variabele  ausgedehnt. 

Zweitens  erhält  man  aus  Nro.  156) 

160)  niu,a)  =  .Z(a)  +  ll[^^\ 

und  dies  ist  die  Verallgemeinerung  der  Formel  155). 

Die  drei  Gleichungen  157),  159)  und  160),  verbanden  mit  de 
Formeln  auf  S.  436,  führen  nun  zu  dem  wichtigen  Ergebnisse,  das 
alle  elliptischen  Functionen  durch  die  Jacobi'sche  Trans 
cendente  0  ausgedrückt  werden  können. 

Als  gelegentliche  Folgerungen  hiervon  mögen  zwei  schon  frü-| 
her  bewiesene  Sätze  aufs  Neue  abgeleitet  werden.  Die  Formel  IGo) 
giebt  wegen  0  ( — w)  =  ®{w) 
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n(Uya)  —  n(a,u)  =  uZ(a)  —  aZ(u) 

oder,  wenn  man  nach  Nro.  159)  die  Function  Z  durch  E  ausdrückt, 
n(u,a)  —  n(a^u)  =  uE(a)  —  aE(u); 

diess  ist  der  auf  S.  338  erwähnte  Satz  über  die  Vertauschung  von 
Amplitude  und  Parameter. 

Man  hat  femer  nach  Nro.  159)  und  157) 

u—  a  u  —  a 

E  ,    ,,f@(u  +  a)l 

K         ^    2  |0(w  — a)J 
andererseits  aus  Nro.  159)  und  160) 

mithin,  weil  die  rechten  Seiten  der  beiden  letzten  Gleichungen  über- 
einstimmen , 


E(a)  —  I  I  E{w)dw  —  n(u,a); 


M —  a 

diese  Formel  ist  identisch  mit  Nro.  79)  auf  S.  337. 

e.  Aus  den  bekannten  Eigenschaften  von  ®  (w)  lassen  sich  nun 
tlie  entsprechenden  Eigenschaften  von  Z(iv)  und  11  (w,  a)  ohne  Mühe 
herleiten. 

Nimmt  man  z.  B,  die  Logarithmen  von  beiden  Seiten  der  Glei- 
chung 

»'der  der  mit  ihr  identischen 

j^  e\^^'  ®{v,J(f)cosam{v,k'), 

und  differenzirt  nachher  unter  Rücksicht  auf  Nro.  157),  so  erhält 
man  augenblicklich 

161)    iZ{iv)  =  Z{v,yf)  +  -r^,  —  tngam{u,h')dam{u,l(fl 

Womit  das  Z  eines  imaginären   Argumentes  auf  das  Z  eines  reellen 
Argumentes  zurückgeführt  ist. 
Von  der  Formel  

Vir    ^*^' 
_^  e 4  Ä  A"  0  (^,^  h')dam (r,  Ä') 
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ausgehend,  findet  man  nach  demselben  Verfahren 

162)     ^ZiK  +  ^v)  =  Z(v,k')  +  ^^, ^L_l_ i 

Ebenso  leitet  man  aus  der  Formel 


iVk 


inu 


®{u  +  iK*)  =  --7p=-  e    2A  @(i^)sinawiw 


die  folgende  ab 


,^,,  „.  .  ITC 


163)  Z(w  +  «Jr)  =  Z{u)  —  -—  +  cotamu^amu, 

2  IL 

welcher  noch  die  der  Relation 

®(u  +  2iK')  =  —  i  e^^@(u) 
entsprechende  Formel 

164)  Z(u  +  2iK')  =  Z(u)  —  ?^ 

beigefügt  werden  mag. 

Lässt  man  in  Nro.  160)  an  die  Stelle  von  a  der  Reihe  nach 
ih,  K  -\-  ih,  a-\-iK'  treten  und  benutzt  die  Formeln  161),  162) 
und  163),  so  gelangt  man  zu  folgenden  Resultaten 

165)  i77(«*,iZ>)==ie{z(6,Ä;')  +  ^T^r^  — <w^aw(ö,Ä')  ^am(b,V) 

[  2IlIl 


+1' 


®(i 


166)  .7T(.,ir+e6)=.{z(M')  +  2;^ ^a^CMO  I 

■^2    |0(i*  +  Ä  +  «7))r 

167)  n(u,a-\'iK')  ==  ti|Z(a)  —  ?'  —-=.  -f  co^ama^ama[ 

^^  {©(w  +  a  +  üfOr 
Analoge  Formeln  lassen,  sich  auch  für  die  Fälle  aufstellen,  wo  in 
Nro.  160)  iv  oder  K  -\-  iv  oder  u  -\-  iE'  an  die  Stelle  von  u  tritt; 
da  es  aber  jederzeit  möglich  ist,  Amplitude  und  Parameter  gegeo 
einander  zu  vertauschen,  sa  bedarf  es  für  jene  Fälle  keiner  beson- 
deren Formeln. 

f.    Schliesslich  wollen  wir  noch  zeigen,  wie  das  Legendre'scbt 
Integral  dritter  Art 


IfiH) 
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0        ^ 


9 

sin-  q)  dq> 


d{cp)  J  (l -{- n  sin^  q))  zt  (w) 

0  0 

für  jedes  h  auf  die  Function  77  zurückgeführt  also  auch  numerisch 
berechnet  werden  kann.     In  allen  Fällen  sei  hierbei 


169) 
ferner 
woraus  folgt 


u  mithin  (f  =  amu. 


h  r=i  —  Jc^sin^amc, 


y~* 


170)  sin  am  c  = 


„I^^^Tä 


k 


und    c 


J  V(i~^«) 


(i^jc^z^y 


die  Gleichung  168)  wird  dann  im  Allgemeinen 


171) 


f___d^ 

.     J  (l  +h  sin'^ 


,    tngamc  „,      . 

<nrr\  =  «*  +  -^^ '^(m,  c). 


im  dieselbe  in  gebräuchfertiger  Gestalt  zu  haben,  müssen   wir  bei 
reellen  //  vier  Fälle  unterscheiden,  nämlich 

—  Ä;2  <  /»  <  0,  I 

—  1    <i  h  <i  —  k^A  negative  Ä, 

—  00  <  Ä  <  —  1,  J 

0  <^  h  <^  -\-   00,     positive  h. 
Im  ersten  Falle  ist  die  obere  Grenze  des  unter   Nro.  170)  verzeich- 
neten Integrales  reell  und<^l  mithin  e  eine  reelle  Zahl,  welche  wir 
a  nennen  wollen ;  es  gelten  dann  unmittelbar  die  Formeln 


172) 


—  fc2<Ä<0 


■■'=fw 


dx 


—  x^)(l—h^x^) 


0 


TT  r   \           .    tngama  ^,      . 
no{<p)  =  u  4-  -f n(u,a). 


Im  zweiten  Falle  liegt  die  obere  Integrationsgrenze 


]r^ 


ZWl- 


Soblfiniiloh,  AnalyniR  U 


30 
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sehen  1  und  -7- ,  und  dann  lässt  sich  das  für  c  angegehene  Integral 

IC 

ebenso  behandeln  wie  das  Integral  Nro.  33)  auf  S.  383.  Für  c  e^ 
hält  man  einen  Ausdruck  von  der  Form  K — ih=2K — (K-\-ih): 
führt  man  denselben  in  Nro.  171)  ein  und  beachtet,  dass,  der  ur- 
sprünglichen Bedeutung  von  TT  gemäss,  n(u,2K — y)=  —  ^(«^y) 
ist,  so  gelangt  man  zu  den  Formeln: 


173) 


W^-'t 


—  1  <  ;*  <  —  Ä;2,     h  = 


/dx 


0 


77o  (9)  =  w  + 


jdßm(h,1c') 


1(f^  sin  am  (h,  k')  cos  am  (Jb,  V) 


in(u,K  +  il). 


Im  dritten  Falle  ist  die  obere  Grenze 


zwischen—  und 
k  k 


+  00  enthalten,  und  dann  lässt  sich  das  für  c  angegebene  Integral 
ebenso  transformiren  wie  das  Integral  Nro.  35)  auf  S.  384,  wodurch 
man  für  c  einen  Werth  von  der  Form  2  K  —  a  —  iK'  erhält.  Nach 
diesen  Bemerkungen  ergiebt  sich 


174) 


y~h 


—  oo<;ä<<  —  1,    a  = 


a  ==     /     ■ 

/     V(l— fl:2)(l— Ä;2a?2) 


Uq  (cp)  =  w 5 n(u,  a  +  iK'). 

^ama 


Im  letzten  Falle  ist  — - —  rein  imaginär,  und  dann  hat  mau 

das  Integral  in  Nro.  170)  ebenso  zu  behandeln  wie  es  früher  auf 
S.  382  mit  dem  Integrale  Nro.  31)  geschah.  Füre  erhält  man  einen 
Ausdruck  von  der  Form  ih  und  überhaupt 

yzn 


175) 


0<Ä<+Qo,      h  = 


dx 

1/(1— a:2)(l  —  *'»a;«) 


„  ,   .  smamQ[>,k')cosam(}>,kf)  .„,     .^. 
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Die  Formeln  170)  und  171)  behalten  anch  hei  complexen  h  ihre 
Gültfgkeit,  nur  hedarf  es  dann  einer  besonderen  Untersuchung  über 
die  Bestimmung  der  Grösse  c  aus  der  Gleichung 

stnamc  =r  = 

k 

Es  sei  nun 

176)  h  =  m  -^-  in,         c  =  a  +  f  b, 

wo  m  und  n  gegebene,  a  und  h  unbekannte  Grössen  bezeichnen ;  die 
obige  Gleichung  ist  dann  identisch  mit 

•     -^/      I     'i.\        V  —  m—in 

K 

und  daraus  folgt 

mam{a  +  ib)=    ^'"^ ^  ^  ^'^ ,     dam{a  +  f5)=yi+w+tn. 

Die  rechten  Seiten  dieser  drei  Gleichungen  sind  aus  bekannten  Grös- 
sen zusammengesetzt  und  können  daher  auf  die  Form  rC*  gebracht 
werden;  setzen  ynr  demnach 

iy  _  m  —  tn  =  r{co8d'  +  isind), 
Vä2  4-  tw  +  in  =  ri(cosd'i  +  isind'i), 
Vi  +  w  +  tn  =  r2  (cos  0*2  +  isin^.2% 

so  können  wir  im  Folgenden  r,  fi,  rj,  O",  -ö*!,  '0'2  als  bekannte  reelle 
Grössen  ansehen,  und  haben  die  drei  Gleichungen 

rjcosd'  +  isind') 
smam  (a  +  %o)  = t , 

co8am{a  +«o)= t ■ 

z^am(a4-«6)  =  r2(cös^2  +  isin^^\ 
denen  noch  folgende  entsprechen 

.^x       f{co8%'  —isin^) 
8inam(a  —  to)  = j- 1 

/         .IN       ^1  (cosd'i  —  isind^i) 
cosam  {a  —  to)  =  — ^ jt- , 

jdafn(a'^ib)  =  r2(cosd'i  —  isind'^). 

Wendet  man  nun  die  bekannten  Formeln  für  sinam(u  +  v)  und 
8mam(tt  — t;)  (S.  391,  Nro.  41)  auf  den  Fall  u=a  +  ih,v=a  —  ih 
an,  so  erhUt  man  mittelst  der  angegebenen  Werthe  von  sinam(a  -|-  ih) 
u.  8.  w. 

30* 
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2rrir2 


sinam (2  a)  =  — — ^— -  co8(^  —  d'i  —  O*«) , 

fe*  —  r*         ^ 


si«aw(2  ih)  =  ?  — — ^  sm(0'  —  O^i  —  -d-g); 

^2 y4 

auf  gleiche  Weise  findet  man   aus   den  Formeln  für  cosam(u  +  0 
und  cosam(u  —  v)  (S.  392,  Nro.  42) 

cosam(2a)  =    ' ^^  J  ^/  , 

cosam(2tb)  =  ?l±-i!l!i^. 
^       ^  Ä;2  —  r* 

Hiernach  ist 

CS    iSf  M^       Jl^ 

tngam{2a)  =  -^ L_2       ^^^/^  _  ^^  _  ^^X 

tngam(i. 2h)  =  i    ^^^'^'/^  ,^  srnfO«  —  0-,  —  ^^^ 

r{  +  (rro)^ 

Zur  Vereinfachung  dieser  Formeln  benutzen  wir  einen  Hülfswinkel  y, 
welcher  durch  die  Gleichung 

178)  tngy  z=i 


rrq 


\  *■> 


bestimmt  sein  möge;  es  ist  dann 

2rrira  2rrir2  .   _ 

-5 — -  =  tng  2  y,      -5 -z — rr-  =  stn  2  y. 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  vorhergehenden  Gleichungen 
und  beachtet  die  Relation  ^w^a»»(?.  2  5)  =  «sinaiw  (2  &,*'),  so  gelaugt 
man  zu  den  beiden  Formeln 

179)  ingam[2d)=^tng2y  .cosi^i^  —  %i  —  ^^^ 

180)  smaw»(2&,  ^0  =  sm2y .  ün{%'  —  -ö-i  —  0*2), 
wodurch  die  Bestimmung  von  a,  &  und  c  3=  a  +-  ib  erreicht  ist  *). 


*)  Dass  sich  die  elliptischen  Integrale  zweiter  und  dritter  Art  gleich- 
falls auf  die  Function  O  zurückführen  lassen,  hat  Jacob i  zuerst  gezeigt  in 
den  Pundam.  n.  theor.  funct.  ellipt.  (§.  47  bis  60);  als  Ausgangspunkt  dient 
hierbei  (wie  auf  S. 457)  die  Entwickelnng  von  svi^amu^  zu  welcher  Jacobi 
auf  etwas  beschwerlichem  Wege  nämlich  durch  Quadrirung  der  Entwicke- 
lnng von  sin  am  u  gelangt.  Die  zuletzt  gegebene  Bestimmung  der  Grossen 
a  und  hj  in  welcher  gleichzeitig  der  Beweis  liegt,  dass  sich  jede  complexe 
Zahl  unter  der  Form  8inam{a-\-ib)  darstellen  lässt,  wurde  von  Riehelot 
geliefert  in  Cr  eile 's  Journal  Bd.  45,  S.  225. 
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Die    vielfachen   Integrale. 


L  Reduction  duroli  successive  Substitutionen. 

Wie  bei  den  doppelten  und  dreifachen  integralen,  so  ist  auch 
l)ei  mehrfachen  Integralen  die  Einführung  neuer  Yai'iabelen  das 
nächstliegende  und  gewöhnlich  auch  wirksamste  Mittel,  um  möglichst 
viele  der  postulirten  Integrationen  zu  vollziehen.  Die  zu  diesem 
Zwecke  nöthigen  Substitutionen  können  entweder  nach  einander  oder 
gleichzeitig  vorgenommen  werden,  und  wenn  es  auch  für  das  End- 
resultat gleichgültig  ist,  ob  man  den  einen  oder  anderen  Modus 
wählt,  so  ist  doch  die  Art  der  Rechnung  nicht  dieselbe  für  beide 
Fälle;  im  Gegentheil  empfiehlt  sich  nicht  selten  die  suocessive  Sub- 
stitution durch  geringeren  Kechnungsaufwand ,  grössere  Uebersicht- 
lichkeit  und  leichtere  Bestimmung  der  Integrationsgrenzen  für  die 
neuen  Variabelen.  Einige  Beispiele  von  möglichst  allgemeinen  For- 
men werden  das  Verfahren  hinreichend  charakterisiren. 

A.    Wir  beschäftigen   uns  zunächst  mit  dem  dreifachen   Inte- 
grale 

worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  diejenigen  positiven  OJ,  y,  z  be- 
ziehen mögen,  welche  der  Bedingung 

o^iF  +  y  +  ^^i 

genügen.     Werden  hiernach  die  Integrationsgrenzen  bestimmt,  so  ist 


h 

ß 


1 

hjfihu) 
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Um  alle  oberen  Integrationsgrenzen  in  1  überzuführen,  machen  wir 
Gebrauch  von  der  sehr  einfachen  Bemerkung,  dass  das  Integral 

h 

/(O  dt 

0 

mittelst  der  Substitution  t  =  hu  auf  die  Form 

1 

0 

gebracht  werden  kann;  demgemäss  setzen  wir  successive 

B  =  (1  —  X  —  1/) '«;,  y  z=  (l  —  x)  t\ 

Nach  der  ersten  Substitution  ergiebt  sich 

1       l  —  x       1 

nach  der  zweiten 

W  = 

1     1     1 

J  J  J      lQ^ax-[-{\--x)[ßv-\-y{l—v)w\Y'r''^p'^^  dxdvdtc, 

und  da  jetzt  alle  Integrationsgrenzen  absolute  Coustanten  sind,  so 
darf  die  Reihenfolge  der  Integrationen  beliebig  abgeändert  weideu. 
Die  auf  x  bezügliche  Integration  lässt  sich  nun  mittelst  der  auf 
S.  273  bewiesenen  Formel  Nro.  62)  ausführen,  welche  durch  die 
etwas  bequemere 

(1—ty-^dt       r(^)r(v)  i 


2) 


J   [Q  +  At 


+  5(1—0]^+"    r(fi  +  v)  (Q  +  Ay(Q  +  By 


ersetzt  werden  möge;    für  <  =  a?,  ft  =  w,  i;  =  n+jp  -|-  n  folgt 
nämlich 

r(m-\rn+p  +  q) 

1     1 

hier  kann  man  wieder  mittelst  der  Formel  2)  nach  v  integriren  und 
erhält    . 
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W  = 

r(m)  r(n)r(p  +  q)  1  rwp  -  ^  (i  — «oi"  ^ 


endlich  giebt  die  nochmalige  Anwendung  der  Formel  2) 


(2ti;, 


Wie  dieses  Verfahren  auch  bei  einer  grösseren  Zahl  von  Variabelen 
anwendbar  ist,  dürfte  unmittelbar  einleuchten.  Bezeichnet  mau  die 
letzte  der  Grössen  w,  n,  p,  etc.  mit  k,  so  gilt  überhaupt  der  Satz: 
unter  der  Voraussetzung,  dass  rc,  «/,  ^,  .  .  .  alle  positiven  mit  der 
Bedingung 

verträglichen  Werthe  erhalten,  ist 

r(k)  r(m)  r(n) , . .  i 


Aus  den  Bemerkungen,  welche  früher  über  die  in  Formel  62)  auf 
S.  273  vorkommenden  Constanten  gemacht  wurden,  ersieht  man 
leicht,  dass  Ä,  m,  n,  etc.  reelle,  positive  die  Null  übersteigende  Zahlen, 
und  dass  Q,  Q  -{-  cc,  q  -{-  ß,  etc.  entweder  positive  oder  solche  com- 
plexe  Zahlen  sein  müssen,  deren  reelle  Bestandtheile  positiv  und  von 
^ull  verscbieden  sind. 

Das  Vorkommen  einer  Reihe  willkührlicher  Constanten  Q,  a,  /3, 
etc.  bietet  den  Vortheil,  aus  der  Gleichung  3)  beliebig  viele  ähnliche 
Formeln  ableiten  zu  können;  man  erhält  letztere,  wenn  man  die 
(ileichuug  3)  in  Beziehung  auf  die  eine  oder  andere  jener  Constan- 
ten mehrmals  differenzirt  oder  integrirt.  Die  Differentiation  nach 
9  z.  B.  führt  unter  Beachtung  der  Formeln 

du         „diu         ^,  .         1^/,     .       V 
zu  folgendem  Resultate 

__  nk)r(m)r(n)...  tk        m  n 

Hl  +A;  +  m  +  n..)U      9+«      (»+/5 


e*(p+a)'"(P+/3)"...' 
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und  überhaupt  kann  man  durch  eine  h-malige  Differentiation  nach  p 
den  Werth  des  Integrales 


// 


dxdy,.. 


(9  4- aa?  +  /Jy +  ••)*  +  *<■"»  +  «  +  •  • 

vollständig  entwickeln. 

Lässt  man  in  Nro.  3)  ^  +  ^  an  die  Stelle  von  Q  treten,  mul- 
tiplicirt  beiderseits  mit  t^~-^dt  und  integrirt  von  ^  =  0  bis  <  — x, 
so  kommt  linker  Hand  zu  den  bisherigen  Integrationen  noch  folgende 
hinzu 


0» 

/ 

0 


t^-^dt 


(«  +  p  +  «a7  +  -)*"^*'*"^" 


_  r(^)r(A;-~fe-f  w  +  »>) 


r(ÄJ  +  wi  +  «  +  . .)     (p  +  a  a?  +  .  O*"  *  "^  "*  +  ' 

deren  Werth  hier  nach  Formel  63)  auf  S.  273  entwickelt  ist  Auf 
der  rechten  Seite  von  Nro.  3)  erhält  man,  abgesehen  von  den  coo- 
stanten  Factoren,  das  Integral 

worin  t  =  u  —  Q  gesetzt  wurde.  Nach  diesen  Bemerkungen  er- 
giebt  sich  , 

J  J        (^ +  aaj4-/Jy  +  . .)*-*  +  »«  +  «  +  ••  ^ 

r{k) r{m) r(n)  .  .  .  p      (u  —  Qf-^du 

~ r(h)r(k  —  h  +  m  +  n  +  'O  J  u^(u-{-a)^(u  +  /3)»...' 

wo  h  jede  positive  Zahl  <^  Jfc  -f-  w  +  **  4"  •  •  *  sein  darf. 

Die  bisherigen  Formeln  können  durch  Aenderung  von  x^y^z^eic 
etwas  verallgemeinert  werden.     Ersetzt  man  z.  B.  x,  y,  jBT,  etc.  durch 

X         1/         z 

— ,    —,     — ,    etc.  und  gleichzeitig  «,  /3,  y,  etc.  durch  oa,  hß^  cf^ 

Cb         0  c 

etc.,  so  beziehen  sich  nunmehr  die  Integrationen  jtuf  alle  der  Be- 
dingung 

—  ah         c  "" 

genügenden  positiven  x^  y,  z^  etc.,  und  dann  wird  aus  Nro.  3) 
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^      J  J    "\        a       h         ')       *(e +-aa?+/3y +  ..)*  +  "»+ "  +  •• 
r(k)  Tim)  r{n) . , ,  a'»^». . . . 


rß  +  fw  +» -^ )     ^*(^  +oa)"»(p  +  &/3)» .... 

and  aus  Nro.  5) 

^m—iy»  -  ^ ,,,dxdy... 


"iM-i-^-r 


(Q  +  CCX-{-ßy-\ )*-A  +  m+n+-. 


_  r(jfc)r(m)r(n)...a"»&«...      /^  (u  —  Qy-^du 

~ r(h)r(k--h  +  w  +  w  +  . . .)7  w*(w  +  aa)"»(w  +  &/3)» ..." 

e 

Ersetzt  man  in  Nro.  3)  und  Nro.  5)  ä,  y,  etc    durch  ( —  j  , 

-rj  ,  etc.,  gleichzeitig  «,  p,  etc.  durch  a^a,  5*/J,  etc.  und  w,  w,  etc. 

durch  |m,  |n,  etc.,  so  beziehen  sich  die  nunmehrigen  Integrationen 
auf  alle  die  Bedingung 

erfüllenden  positiven  x,  y^  ^,  etc.,  und  dann  entstehen  die  folgenden 
Formeln,  in  denen  i  die  Anzahl  der  Integrationen  bedeutet, 

ff    A__^_^_   y-i  x'''-'^y''-K..dxdy,:. 

_r(k)r(\m)r(ln) a'^h^.,.. 

^'r[k+l(m  +  n+")]  >*(p+a2a)Va"»(p+j3/jy/^«  ...» 

dxdy .. . 

)*-A+yg(w»4.n  +  -.) 


^) 


9)   rr  A_^'_2/'_   y-i  a?»*-^y^-i,.. 


Beispielweise  erhält  man  für  i  =  3,  Ä  =  1,  m  =  n  =  p  =  1  aus 
Nro.  8) 


10) 


///, 


dxdy  dz 


(Q  +  ccx^  +  ßy^  +  y^2)y. 

und  aus  Nro.  9)  wenn  §  —  ä  =  g  gesetzt  wird 


476  Die  vielfachen  Integrale. 

r  r  r        dxdydz 

J  J  J  {Q  +  ccx^  +  ßy^  +  y^2> 
_       Vtc^  ahc         p  (u^Qf/t-qdu 


Sr(q)r{l  —  q)J  M V(«  +  a» «)(«  +  b^ß)(u  +  c»y) 

Q 
Hiernach  lässt  sich  die  Masse  von  dem  Octanten  eines  dreiachsigen 

Ellipsoides  bestimmen,  innerhalb  dessen  die  Dichtigkeit  an  der  Stelle 

xyz  durch  den  Ausdruck 

1 

(Q  +  ccx'  +  ßy^  +  yz^P 
gegeben  ist.  Für  p  =  ^  führt  nämlich  die  Formel  10)  unmittelbar 
zur  gesuchten  Massenbestimmung;  für  0<ri><C|  ist  die  Formel  11) 
ebenso  direct  anwendbar.  Im  Falle  i>  Z>  5  lässt  sich  p  in  eine  ganze 
Zahl  71  und  in  einen  zwischen  0  und  §  enthaltenen  Rest  q  zerlegen; 
man  benutzt  dann  zunächst  die  Formel  11)  und  differenzirt  nachher 
(n  —  1)  mal  nach  9,  wobei  es  unter  Umständen  gerathen  ist,  vor  der 
Diflferentiation  u  =  Qv  zu  substituiren. 

In  den  Formeln  3),  4),  5)  kann  mau  noch  etwas  allgemeiner 
die  Grössen 

Xy  y,  ,  .        a,        ß,  ,  ,     m       n,  .  . 

durch       (  — )  ,     l-r)»-.    «'"«»    &"/3,..    — ,    — ,  .  . 

ersetzen;  man  gelangt  damit  zu  Formeln,  worin  sich  die  Integratio- 
nen auf  alle  der  Bedingung 

« s  ©"+ (i)"+ (7)'+ •■  s ' 

genügenden  positiven  x,  y,  ^,  etc.  beziehen  *). 

B.  Um  zu  einer  wesentlichen  Verallgemeinerung  der  vorigen 
Resultate  zu  gelangen,  setzen  wir  voraus,  dass  der  Werth  irgend 
eines  vielfachen  Integrales 


///• 


• . 'fi^i  y^  Zy  . ,.)  dx  dy  dz  .., 
bekannt  sei,  worin  die  Variabelen  alle  mit  der  Bedingung 


*)  Die  besonderen  für  A:  1=  1,  ()  =  1,  «  =  j5  =  y  .  .  =:  0  aus  Nro. :)), 
6),  8)  etc.  entstehenden  Resultate  hat  Lejenne  Birichlet  in  den  Abhand- 
langen der  Berliner  Akademie  v.J.  1839  (erschienen  1841)  S.  61  nach  einem 
anderen  Verfahren  entwickelt,  welches  später  auseinandergesetzt  werden 
soll.  Für  tt  =  6:=c.  .  .=  1,  Ä;=r  y^^  m  z=z  n . , ,  -=:l  folgt  aus  Nro.  9) 
eine  specielle  von  Jacobi  in  Crelle's  Journal  Bd.  XII,  S.  60  (Nro.  15)  an- 
gegebene Formel.     Die  obigen  allgemeineren  Formeln  dürften  neu  sein. 
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O^^  +  l  ^^  +  ...<! 
—  a         h         c  — 

verträglichen  positiven  Werthe  annehmen  sollen;  der  Integralwerth 
hängt  dann  u.  A.  von  a,  b,  r,  etc.  ab,  und  es  sei  z.  B.  bei  drei  Ver- 
änderlichen 


12) 


F(a,  b,  c)  =J  J  J  f(x,  y,  z)  dx  dy  dz. 


Hinsichtlich  der  Function  F  bemerken  wir  im  voraus,  dass  sie  für 
ö:=0,&  =  0,  f?  =  0  verschwindet,  denn  nimmt  man  erst  &=:c  =  a, 
so  ist 

a      a—x      a—äe—y 

F(a,  a,  a)  =J  J       J  f(x,  y,  z)  dx  dydz, 

0       0  0  ♦ 

nnd  daraus  ergiebt  sich  jene  Behauptung  sofort  für  a  =  0. 

Im  Folgenden  mögen  a,  /3,  y  positive  echte  Bräche  bedeuten, 
ferner  sei  zur  Abkürzung 

0  =  (1  -  «)  0?  +  (1  -  /3)  t/  +  (1  -  y)  ^, 

endlich  bezeichne  (p {u)  eine  beliebige  Function  von  u,  (p'  (u)  ihren 
Differentialquotienten.  Handelt  es  sich  nun  um  die  Reduction  des 
vierfachen  Integrales 

^^ffjß^'''  ^'  '^  '^'{jT'^  (ph)'  ^"'  ^^  "^^  '^'' 

worin  die  Variabelen  alle  positiven  der  Bedingung 

13)  0^x  +  y  +  z-]-t^l 

genügenden  Werthe  erhalten  sollen,  so  hat  man  die  doppelte  Wahl, 
entweder  mit  der  Integration  in  Beziehung  auf  t  oder  mit  den  In- 
tegrationen nach  a?,  y,  z  anzufangen.     Für  den  ersten  Fall  ist 

1       1  — ar      1  — a:  — y  l  —  x—y--z 


""=11    /^<"'  ^'  '^''  "'  ''/''' {JT-^  (3 


6dt 


Q       0  0  0  .  ^        I       / 

und  bei  Ausführung  der  auf  t  bezüglichen  Integration 

1       1 — .r      1—x  —  y 

t)ie  noch  übrigen  Integrationsgrenzen  entsprechen  der  Bedingung 

0  ^x  +  y  -]-  z  ^  l, 

nan  hat  daher  durch  Integration  der  einzelnen  Theile  und  unter 
iiiwendung  von  Formel  12) 
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—  F(l,  1,  1)9(0) 
O^x  +  ff  +  g^l. 

Will  man  dagegen  zuerst  nach  x,  y,  e  integriren,  so  ist  es  zweck- 
mässig, erst  die  Substitution 

vorzunehmen  und  dann  zu  schreihen 

F=  J  q)'(u)dul  I  j  f{x,y,z)dxdydz. 

Da  nach  den  gemachten  Voraussetzungen  0  und  t  positiv  sind,  so 
erhält  u  nur  positive  echt  gebrochene  Werthe  inclusive  i*  =  0  und 
M  =  1,  wie  die  Fälle  f  =  0  und  <J  =  0  zu  erkennen  geben;  die 
Grenzen  für  u  sind  demnach  w  =  0  und  «  =  1.  Um  ferner  die 
Grenzen  für  a?,  y,  e  zu  bestimmen,  setzen  wir  den  aus  Nro.  15)  ge- 
nommenen Werth 

6u    (1  —  a)ux-[-{\  —  ß) ^y  -Kl  —  y) uz 

1  —  u  1  —  u 

in  die  Integrationsbedingung  13)  ein  und  erhalten 

0  <  0— «^)^  +  (l— /?ti)y  +  (l  —yu)z  ^  ^ 
—  1  —  u  —     ' 

Nach  diesen  Bemerkungen  ist 
1 


F=  /  (p'(v)duj  J  J  f{x,y,e)dxdydz, 


0< -I ^ A i <  1 

J^ZiL         1— ^  1— ti    =    ' 

1  —  au        1 — j3w        1 — yu 
und  hier  ergiebt  sich  unmittelbar  zufolge  der  Bedeutung  von  F(a,  5,  r) 
in  Nro.  12) 

J  \1  — «M    1— pw    1  — yt*/ 

Dnrch  theil weise    Integration   unter  Rücksicht    auf  die  Gleichung 
F(0,  0,  0)  =  0  findet  man  weiter 

^=-^(^-^'^>''^«)-A'(i^' 1^' i^) ''<«>''" 
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woraus  durch  Yer^Ieichung  mit  Nro.  14)  die  Redaction  eines  neuen 
dreifachen  Integrales  folgt.  Man  übersieht  auf  der  Stelle,  wie  sich 
diese  Betrachtungen  gleichförmig  auf  beliebig  viele  Variabele  aus** 
dehnen  lassen  und  dass  man  damit  zu  folgendem  Satze  gelangt: 
Wenn  für  ))08itive  a?,  y,  z^  etc.  der  "Werth  des  Integrales 


i(i) 


/   /  J  ..f(x,tj,e,..)dxdyde..  =  F(a,h,c,..), 

o^^  +  |-  +  4  +  --^i 

a        0         c 


bekannt  ist,  so  gilt  die  allgemeinere  Formel 

1 

/_„/l— M           1— W           1  —  W         \       ,.^ 
JP'f:; , y-, r')(piu)du, 
\l  —  au     1— pw      1  — y«      /:rv  /      » 

0 

Hieran  knüpft  sich  ein  zweites  Resultat.  An  die  Stelle  einer 
b(>liebigen  Function  g)(s)  kann  man  immer  eine  andere  Function 
setzen,  welche  innerhalb  eines  gegebenen  positiven  Intervalles  s  =  A© 
\m  s=Ai  mit  (p(8)  identisch  ist,  dagegen  für  alle  ausserhalb  jenes 
Intervalles  liegenden  positiven  s  verschwindet.  Das  Mittel  hierzu 
bieten  die  Fouri  er 'sehen  Theoreme;  schreibt  man  nämlich  statt  9  (s) 
die  folgende  neue  Function  von  s 

tlf(s)  =  —  /  cosscodci)  I  q)(t)co8Ci)tdt, 
0  h 

so  ist  in  der  That  für  alle  s  innerhalb  des  genannten  Intervalles 
^(s)  =  9  (s),  und  für  alle  8  ausserhalb  jenes  Intervalles  ^(s)=iO. 
Diese  Bemerkung. lässt  sich  in  Formel  17)  zweimal  anwenden,  links 
für 

1  —  X  —  y  —  z  —  ••• 

g  —  *^  

1  —  ax  —  ßy  —  yz  —  •••' 

rechts  für  8  =  u.  Betrachtet  man  jedes  Integral  als  Summe  seiner 
Elemente,  so  erhalten  linker  Hand  alle  diejenigen  Summanden,  welche 
die  Bedingung 

^'^^  ^'<l^ax^ßy-YJ^--^   ' 

nicht  erfüllen,  den  Factor  Null,  mithin  bleiben  nur  noch  die  der 
vorstehenden  Bedingung  genügenden  Elemente  übrig,  d.  h.  die  In- 
tegrationen erstrecken  sich  bloss  auf  alle  der  obigen  Ungleichung 
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entsprechenden  a;,  p,  g,  etc.  Rechter  Hand  fallen  analog  die  Ele- 
mente weg,  welche  ausserhalb  des  Intervalles  Aq  bis  A,  liegen,  mit- 
hin geht  die  Integration  nur  von  w  =  Aq  bis  u  =  li.  Beachtet 
man  noch,  dass  die  Ungleichung  18)  in  zwei  Ungleichungen  zerlegt 
werden  kann,  so  hat  man  folgenden  Satz:  Aus  der  Formel  16)  folgt. 
wenn  A©  und  Ai  positive  echte  Brüche  bedeuten 

''^  ///'^^"-^^-^->Ki>^7/r/,i;7-^ 

\1  —  au      1  —  ßu      1—yu     j^^' 

(1  -  aAo)a;  +  (1  -  ßX^)y  +  (1  -yh)^  +  .-  •  <  1  —  Ao, 
(l-.«Ai)^  +  (l-i8A,)t/  +  (l-yA,)^  +  --->l— A,; 

für  A^  =  0  und  Aj  =  1  wird  daraus  wieder  die  Formel  17). 
Ein  sehr  einfaches  Beispiel  hierzu  liefert  die  Annahme 

_,    ^.  r   rdx  dy 

die  Formel  6)  giebt  dann  für  Ä  =  l,  9  =  1,  a  =  /3  =  0,  w»  =  w=:j 

F{a,  V)  ■=:  jrV^ 
mithin  ist 

F  (  ^""^        I  — ^\  _  njl  —  u) 

\l-^au'     1  —  ßuJ        y(i_aw)(l— /5w)' 

•p./  1-^      l-,,,\  7C/l-a        l-ß\  1 

VI  — ««*'  1  —ßuj  2 Vi  —«f^      1  — i^w/  \/(l— «m)(1— /^«) 

und  nach  Nro.  19)  hat  man  für  den  Fall  (p(u)  =  i*-*/« 


ffV 


1  ^  ttx  —  ßy  ^  ^^^ 
1  —  X  —  y         V  xy 

Ai. 

du 


=  E  f  M-«    .    i~-<3i 

27      ll  — aw  "^  l—ßu}yu{l  — 


au)  (1  — /3«*) 

(l-aAo)a:  +  (l-/JAo)y<l-Ao,(l— aA,)a:  +  (l— /3Ai)y>l-^i. 
Ersetzt  man  die  Grössen 

X,      y^      u,      a,      ß,      Ao,      Ai, 

durch  ^',    ^,    w^     a^     /3«,      A«,      Af, 

so  gelangt  man  zu  der  Formel 
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SSV 


* 

1 

— 

6» 

1 

6» 

da;  dy 


;ii 


,    .  r\  1—««  ,   1— /s«  1  du 

(1  -  «u»)  g  +  (1  - ^ni)  |!  <  1  -  A«, 

(1  -  aU«)  ^  4-  (1  -^n«)  fi*  >  1  -  A», 
welche  in  dem  Falle,  wo 

«8=1—-,    /S2=  1  _  ^ 

genommen  wird,  zur  Complanation  einer  ellipsoidischen  Yiertelzone 
fuhrt.  Dieses  Resultat  stimmt  mit  der  Formel  für  \Z  auf  S.  350 
überein,  und  zwar  ist  Ao  =  Wi ,  Ai  =  Wq* 

Weit  allgemeinere  Formeln  ergeben  sich,  wenn  man  in  Nro.  1 6) 


f{x,y,j3,,,)  = 


ajw»  — ly»— i^gP""^ 


setzt  und  die  Formel  6)  benutzt ;  es  ist  dann 


Führt  man  die  Abkürzungen  ein 

9  +  0'  =  «,,        9  +  /3'  =  /3,, 

a(f  +  a'  =  a^,      ßq  +  ß' =  ß„ 

80  hat  man 

\1  —  aw'    1  —  jSwV  1  —  yw'  '  *    / 

^      r(w)r(n)...  (1  —  ^)m+n+p  +  --- 

r{l  +  m  +  n  +  .-)'  p(ai  — «2««)"» (/Si—/S2t«)"(yi  —  y2 «*)''•••' 
vovon  der  DifiPerentialquotient  leicht  mittelst  der  Formel 


dv  dlv 

du  du 

entwickelt  werden  kann;  damit  gelangt  man  zu  folgendem  Resultate : 
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_      r(m)r{n),,.         rF(l— u)^  +  ^-^---^<p(ti)du 
—  r(l  +  m  +  n+  ..)^  («I  -  «2  w)-  {ß^—ß,nY,.,: 

1— a                1— /S 
7=  wj- y-  n  -5 7j h  •  •  •  •, 

worin  die  Integrationsbedingungen  für  x^  y,  etc.  dieselben  sind  wie 

in  Nro.  19).     Selbstverständlich  lässt  sich  auch  diese  Formel  noch 

X       y 
etwas  erweitern,  wenn  x,y^  etj;.  durch  — ,    —■   etc.  oder  allgemeiner 

durch  (  —  j   I  l  T- )  etc.  ersetzt  werden. 

Für  p  =  1,  «==  a'  =  /S  =  /3'.,.  =  0  entsteht  eine  specielle 
Formel,  die  sich  mittelst  der  Substitutionen  w=  1  —  v^tp  (1 — v)'='t^(v\ 
1  —  Ae  =  Xi,  1  —  A|  =  Xe  folgendermaassen  darstellen  lässt: 

21)       /   I  .,x'^-^y'*-^,.i\f  {x-\- y -\- ")  dxdy,, 

Xo  <  a;  +  y  +  ^  +  ••".<  X,. 

Setzt  man  bei  zwei  Yariabelen  m  und  n  als  echte  Brüche  voraus, 
die  sich  zur  Einheit  ergänzen ,  und  nimmt  man  weiter  Xo  =  0, 
Xj  =  X,  ^  (v)  =  9^'  (v),  so  erhält  man  noch  die  Formel 

f  fx'»''-^y-'^W(x+y)dxdy  =  -r^^  [5^W~  ^(0)], 

0       0 

welche  mittelst  der  Substitutionen  x  ==  x  —  |,  j/  =  |  —  ?/, 
^(x  —  rj)  =  q)  (rj)  übergeht  in 

Daraus  lässt  sich,  wenn  ^(|)  den  Werth  des  ersten  (nach  1?  genom- 
men) Integrales  bezeichnet,  folgender  Satz  machen :  Sind  zwei  Func- 
tionen 9  und  p  so  von  einander  abhängig,  dass 


^«  jf^=H().       0<»<i. 
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«0  erhält  man  umgekehrt  (f  ausgedrückt  durch  t  mittelst  der  For- 

mel*) 

24)  <p(x)_9,(0)=i!^y(x-|)'»-i*(|)d|. 

0 

C.    Wegen  einer  nachherigen  Anwendung  betrachten  wir  au- 
oichst  das  einfache  Integral 

37r 


J  rlf(acosft  +  bsmd)de. 


Setzt  man 


a  =  hcosy,        h  =  hsiny,        h  =  Va^  +  ft^, 
so  wird  jenes  Integral  zum  folgenden 

/  if[hcos(d  —  y)]dO=   I  'il){hcos'i])  di], 

0  — y 

wobei  Ö  —  y  z=  Tj  substituirt  wurde.     Das  auf  Yj  bezügliche  Inte- 
gral lässt  sich  nach  dem  Schema 


*j  Die  Resultate  unter  Nro.  19)  und  20)  dürften  neu  sein.  Für  ^  ^  1, 
*'  =  ^5*  .  .  .  =  0,  Aq  =  0,  Xj  =  1  entsteht,  aus  Nro.  20)  eine  specielie  von 
(italan  in  Liouville's  Journal  de  Mathematiques  angegebene  Formel; 
Älter  ist  die  von  Lionville  herrührende  Formel  21).  Den  in  Nro.  23)  und 
•4)  liegenden  Satz  hat  Abel  gefunden  (Cr eile's  Journal,  Bd.  I,  S.  153)  und 
^nta  folgende  dynamische  Betrachtung  geknüpft.  Wenn  sich  ein  Punkt  nur 
io  Folge  der  Schwere  auf  einer  vertical  gestellten  Plancurve  herabbewegt, 
^  welcher  zwischen  der  Abscisse  x  und  dem  Bogen  s  die  Gleichung  8=q){x) 
^eht,  80  entspricht  der  Fallhohe  h  die  Fallzeit 

h 
t  =      ^       f*<p'(x)dx 


y2gj    Vh-x 

0 

Bin  erhält  demnach  t  ausgedrückt  durch  h.  Verlangt  man  umgekehrt  die 
Carve,  für  welche  t  eine  gegebene  Function  von  h  ist,  etwa  t  z=i  %p(h),  90 
nuss  8  durch  x  ausgedrückt  werden  und  dann  giebt  die  Formel  24) 


.(..-, <.)=!^/^ 


V2a    r%p{h)dh 

h 

0 


Woraus  auch  die  Gleichung  der  gesuchten  Gurve,  nämlich* 

y  =  fV[(M{x)]^-i'dx 

hergeleitet  werden  kann. 
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27r  — v  0.         n  2n        in       . 

zerlegen,  und  wenn  man  rechter  Hand  im  ersten  Integrale  12  = —5, 
im  zweiten  Tj  =:  -\-  ^,  im  dritten  und  vierten  rj  =  2n  —  t  setet, 
so  hebt  sich  das  erste  Integral  gegen  das  vierte,  und  das  zweite  wird 
gleich  dem  dritten.  Nach  diesen  Bemerkungen  ist ,  wenn  der  Gleich- 
förmigkeit wegen  ö  für  5  geschrieben  wird, 

271  n 

25)       f^iacosd  -]-hsine)dO=2  jt\){]/a'^^h''.cosB)dH. 
0  b 

Wir  beschäftigen  uns  ferner  mit  der  Transformation   des  Dop- 
pelintegrales 


=// 


S—        /  /(Ä*  +  w2  +  t?^9(x  -f  Aw  +  ^v)  dudv. 


— 00  —00 


Die  Einführung  zweier  neuen  Variabelen  r  und  0  mittelst  der  Glei- 
chungen u  =  rcosOy  v  =  rsind.gieht 

00     2n 

S  =  I    I  f(k^  +  r3)  9  (x  +  Ar  cosß  +  iirsind)rdrdO] 
0     0 
hier  lässt  sich  die  Formel  25)  für  ?(;(;(?)  =  9  (x  +  £r),  a=kr,  b=nr 
anwenden,  und  es  ist  daher 

S  =  2  f  Jf(h^  +  r^(p(x  +  VX^  +  ^^.rcos^d)rdrde. 
0     0 
Kehrt  man  in  dieser  Formel  zu  den  ursprünglichen  Variabelen  u  und 
V  zurück  und  stellt  die  erste  und  letzte  Form  von  S  zusammen,  sü 
hat  man 


(// 


26) 


/(fc2-{-t*2  4- t;^9(3C  -|-  Xu  +  iiv)dudv 


—00  — 00 

00         00 


=  2  ff/Qc^  +  u^  +  ^^)  9  (^  +Vk^  +  (iKu)  du dv. 
,   —00  0 

Der  Vortheil,  welcher  bei  dieser  Transformation  erreicht  worden  ist, 
besteht  darin,  dass  rechter  Hand  die  Function  9  nur  die  eine  Va- 
nabele  u  enthält,  während  auf  der  linken  Seite  u  und  t?  in  9  vor- 
kommen. 


Die  vielfachen  Integrale.  485 

Hiernach  lässt  sich  nun  auch  das  dreifache  Integral 

«p  OO         OD 

T  =J  j  J  f(x^  +  y^  +  ^^)(p(ccx  +  ßy  +  yz) dx dy  dz 


—  00   — Ot>  —00 


wesentlich  reduciren.     Wendet  man  zuerst  die  Formel  26)  auf  das 
Dich  y  und  e  genommene  Doppelintegral  an,  indem  man 

Ä  =  ic,  w  =  y,  v  =  jer,  X  =:  ux^  A  =  /S,  ft  =  y 
setzt,  so  hat  man  zunächst 

00         00         oo 

— OO  —00  0 

ferner  ist  die  Formel  26)  wieder  auf  das  nach  x  und  y  genommene 
Doppelintegral  anwendbar  mittelst  der  Substitutionen 

h=z  g,u  =  x,v  =  y,7i  =  0,  ^  =  a,  (1  =  Vß^  +  y«, 
und  es  ergiebt  sich 

T=iJ    J    ff  (a;2  4-  2/2  +  ^^)  <P  {Vc^^TW+V^ .  x)  äx  dy  dz, 

—00    0       0  \ 

WO  nun  die  Function  q)  nur  die  eine  Yariabele  x  enthält,  während 
sie  ursprünglich  x,  y,  z  enthielt. 

Man  übersieht  augenblicklich,  wie^sich  dieses  einfache  Verfah- 
ren auch  \}ei  mehr  als  drei  Yariabelen  ausführen  lässt ;  bezeichnet 
überhaupt  n  die  Anzahl  der  Yariabelen,  und  wird  zur  Abkürzung 
27)  Q  —  Va3  +  /32  +  y2  4.  .  .  . 

gesetzt,  80  entsteht  die  Gleichung 

Ä  «  « 

^J    I    I  ..f(x'-\-y^-{-s^  +  -)(piax  +  ßy  +  ye+-)dxdyde.. 


■~  00  ^  OD  —00 


==2«-i  /    /  J  ..f(x^+y^  -\-z^  +  ")q){Qx)dxdydz... 

—00  0     0 
Hier  ist  noch  eine  bedeutende  Reduction  möglich.     Nach  For- 
niel  21)  hat  man  nämlich  in  etwas  anderen  Buchstaben 

h 

vorin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  der  Bedingung 
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0  <  ^  +  e  +  •  •  •  <  /* 

genügenden  ly,  5»  etc.  beziehen.     Nimmt  man  hier  p  =  q  .  ,  ,  =  ^. 
h  =  00  ,  substituirt  ferner 

und  setzt  n  —  1  Variabele  voraus,  so  erhält  man  die  Formel 


welche  auf  das  nach  y,  £;,  ,  ,  .  genommene  (n  —  1)  fache  Integral  in 
Nro.  28)  anwendbar  ist,  wenn  F(t)^=^f(x^  -J-  t)  gesetzt  wird.  Nach 
diesen  Bemerkungen  ergiebt  sich 


/// 

—  00   — »00   ^00 


••/(^^  +  y^  +  ^^  +  •;)  9(^^-^  ßy  +  y^  +  --)dxdj/dz,. 
/n—l\  J  7/ (^'+2/*) 9^ (9^) 2/"""' ^«^3/. 


(-)_^.. 


Um  diese  Formel  noch  etwas  zu  verallgemeineren,  lassen  wir  linker 

X       y       z  . 

Hand  — ,    t»     ~-»  etc.  an  die  Stellen  von  x,  y,  z.  etc.  und  gleich- 

zeitig  aa,  ?>/S,  cy,  etc.  für  a,  /3,  y,  etc.  eintreten;  es  wird  dann 


—  00   *— '00    —00 


= /n-'lX      J  7*^^     ■^^^'^^^^^^"~     ^   ^' 

Denkt  man  sich  anstatt /(s)  eine  andere  Function  von  s  gesetzt. 
welche  für  s  <^  1  mit  /(s)  identisch  ist  und  für  s  ]>>  1  verschwindet, 
so  fallen  aus  dem  Integrale  linker  Hand  alle  Elemente  weg,  bei  de- 

X^  m2 

nen  — 7  +  ~  +  etc.  mehr  als  die  Einheit  beträgt,  und  daher  be- 
ziehen  sich  die  Integrationen  nur  noch  auf  alle  positiven  und  negt* 
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tiven,  die  Bedingung  75  +  ^2  "4"  etc.<^l  erfüllenden  a:,  y,  etc.  Ebenso 


Ferschwinden  rechter  Hand  alle  Integralelemente,  bei  denen  x^-^  y^^l 
wird,  und  daher  erstrecken  sich  die  Integrationen  nur  über  die  po- 
sitiven und  negativen  x,  sowie  über  die  positiven  y,  welche  ä^  -f"  y'  <^  1 
lassen,  woraus  die  Integrationsgrenzen  a?  =  —  1  und  a?  =  -|-  1, 

jf  =  0  und  y  :=  -\-  Vi  —  x^  folgen.  Nach  diesen  Bemerkungen 
zusammen  ist 

^^^  fj /■■f{$  +  $  +  f2+-)'P(^^''+ß9-\'Yi  +  ")äxdydg.. 

+1  Vi—«« 


r 

o<(fy+(f)'+(^' 


/n-l\      /     //(a5»  +  y»)<)P(p«)y"-»<Ja!<Jy, 


+  ••<!. 


Jm  speciellen   Falle  n  =  3  giebt  dies,  wenn /(s)  =  F' (s)  gesetzt 

wird, 

^^^       ffl^'  (fi  +  |j  +  ^)  "iP  («'^  +  ^2'  +  »'*)'''«  '^3"*'^ 

=  nahe      [F{\)  —  F{(ß^)'\q){Qx)dx. 

—1 

^'immt  man  l?'(s)  =  s,  a  =  6  =:  c,  und   substituirt  rechter  Hand 

,  _   tt 
•^^ ,  so  erhält  man  unter  der  Bedingung 

0  <  a;2  +  2/2  +  ^2  <;  c\ 

III 


(p{ax  +  /^y  +  y^)  dx  dy  de 


c 

•  — « 

oder  für  a;  =::  r  cos  ö,  y  =  r  sin  Ocosco^  js  =  r  sin  6  sin  ca 

f      TT       27r 

J  I    I  ^(c^r cosO -\- ß r sinO coscj -\- "yr sin 6 sin(X))r'Sind dr dO da 


0      0      0 


—  c 
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Di£Perenzirt  man  in  Beziehung  auf  c  und  setzt  nachher  c  =  1,  so 
erhält  man  noch 

32)       /    /  <p(aco86  +  ßsinOcosco  +  y  sind  sin  co)  sind  ddd(o 

0        0 

1 

=  2  3r /g?(Vä«4-/33  +  y2.w)  du. 
—1 
Zu  einer  ähnlichen  und  allgemeineren  Formel  gelangt  man,  wenn 
man  in  Nro.  30)  f(s)  =  1,  a  =  5  =  c  .  .  .  setzt  und  für  a?,  y,  etc. 
ganz  analoge  Substitutionen  anwende^. 

Läset  man  zweitens  in  der  Gleichung  29)  an  die  Stelle  von 
9(<y)  eine  andere  Function  treten,  welche  mit  <p((5)  identisch  oder 
gleich  Null  ist,  jenachdem  0  innerhalb  oder  ausserhalb  eines  gege- 
benen Intervalles  Öq  bis  0i  liegt,  so  beziehen  sich  linker  Hand  die 
Integrationen  nur  auf  aHe  die  positiven  und  negativen  a?,  y,  g,  etc., 
für  welche  <Jo<^^  +  /'y4~  otc.  <[  (5]  ist;  ebenso  fallen  rechts 
alle  Integralelemente  weg,  welche  der  Bedingung  öq  <^  Q^  <^^i 

oder  —  <C  ^  <I  —  nicht  genügen.     Diese  Schlüsse  führen  za  der 

Formel 

^^^  ///••/(äi  +  |i  +  S  +  -)^("^  +  ^^  +  y^  +  -)^^^^^'- 

(Jo  <  «a;  +  /3y  4-  y£!  +  •  .  .  <  (Ji. 

Wenn  endlich  die  beiden  in  Nro.  30)  und  33)  vorkommenden 
Integrationsbedingungen  gleichzeitig  erfüllt  werden  sollen,  so  sind 
rechter  Hand  die  für  x  und  y  gefundenen  Bedingungen 

-l<fl?<+l,         0<y<  Vi  -  x\ 

0Q  0\  ^ 

-7<a?<-J,  0<y<oo 

9  9 

ebenfalls  gleichzeitig  einzuhalten.     Dies  geschieht  hinsichtlich  des  jf, 
wenn  diese  Variabele  auf  das  kleinere  der  beiden  Intervalle,  also  auf 

0  <  y  <C  Vi  —  ^^  beschränkt  wird;  bei  x  dagegen  muss  man  erst 

unterscheiden ,  ob  die  beiden  Grössen  —  und  —  innerhalb  des  Inter 

Q  9 


34) 
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valles  —  1  bis  +  1  liegen,  oder  ob  nur  eine  oder  ob  keine  dersel- 
ben zwischen  —  1  und  -|-  1  enthalten  ist,  und  nachher  wählt  man 
für  X  das  kleinere  der  beiden  oben  angegebenen  Intervalle.  Für 
solche  positiven  und  negativen  o?,  welche  den  Bedingungen 

»<(!)'  +  ©* +(7)'+ ■■•<■ 

<yo<  «a;  +  /Sy  +  y£f  -f-  .  .  .  <  (Jj 
gleichzeitig  genügen  sollen,  erhält  man  demnach 

«1     Vi— a« 

und  darin  sind  die  Werthe  der  Integrationsgrenzen  Xq,  Xi  folgende 

für  —  1  <  —  <  -T"  <  +  ^'     ^0  =  —,    ^1  =  — 1 

Q  Q  Q  Q 

„   -  1  >  •-,       ■^>  +  1,    x,=^l,    x,  =  +l. 

In  dem  sehr  specieUen  Falle /(s)  =  g)  (ö)  =  1,  n  =  3  giebt  diese 
Formel  das  Volumen  derjenigen  Zone  eines  EUipsoides,  welche  zwi- 
schen den  beiden  Parallelebenen 

ax  -\-  ßy  -^  yz  =  öq  und  ax  +  ßy  -{•  yjs  =  0i 
enthalten  ist. 

Es  verdient  noch  bemerkt  zu  werden,  dass  die  Transformatio- 
nen, welche  mit  den  Integralen  S  und  T  vorgenommen  wurden  und 
zur  Formel  29)  führten,  wörtlich  dieselben  bleiben,  wenn  man  an 
die  Stelle  von/(s)g)(<J)  eine  neue  Function  F(s,(S)  treten  lässt;  im 
Folgenden  muss  man  voraussetzen,  dass  einmal  F(s^  6)  für  alle  der 
Bedingung  Q  <^  s  <^  1  nicht  genügenden  s  verschwindet,  und  dass 
sich  andererseits  F(s,ö)  bei  solchen  6  annullirt,  welche  ausserhalb 
des  Intervalles  <5o  bis  61  liegen;  die  Endformeln  sind  dann  wieder 
dieselben  und  enthalten  F(s,ö)  statt /(s)  9?  (ö)*). 

*)  Die  Formeln  29),  30),  33)  und  37)  sind  70m  Verf.  entwickelt  worden 
in  den  Sitzungsberichten  der  Königl.  Sachs.  Ges.  der  Wissensch.,  Jahrg.  1857, 
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II.    Reduction  durch  simultane  Substitutionen. 

Wenn  es  darauf  ankommt,  die  in  einem  mehrfachen  Integrale 
enthaltenen  Variahelen  a?,  y,  f,  etc.  gleichzeitig  durch  neue  Variabe- 
len  I,  ?y,  g,  etc.  zu  ersetzen,  welche  mit  den  früheren  durch  gege- 
bene Gleichungen  verbunden  sind,  so  ist  man,  wie  sich  nachherzei- 
gen wird,  genöthigt,  eine  Reihe  von  Gleichungen  ersten  Grades 
zwischen  beliebig  vielen  Unbekannten  aufzulösen.  Wir  schicken 
daher  eine  Erörterung  über  dieses  Problem  voraus. 

Bildet  man  aus  n  verschiedenen  Grössen  a,  l>,  c,  .  .  ^,  A  die 
Differenzen  zwischen  jeder  Grösse  und  allen  ihren  Vorgängern, 
nämlich 

ö  —  a, 

c  —  a^  c  —  &, 

d  —  a,  d  —  h^  d  —  c, 


Ä  —  a,  Ä  —  &, h  —  g, 

so  besitzt  das  Product  sämmtlicher  Differenzen  * 

P^  =  (ft  — a)(c  — a)(c  — 6)  ....  (ä  — a)(Ä  — 5)  .  .  {h  —  g) 

die  Eigenschaft ,  dass  es  jedesmal  zu  Null  wird,  sobald  man  für  ebe 
der  Grössen  eine  der  übrigen  setzt ,  z.  B.  a  statt  h  oder  g  statt  c. 
Der  Grund  dieses  Verschwindens  liegt  einfach  darin ,  dass  bei  jeder 
solchen  Substitution  einer  der  Factoren  von  P«  in  Null  übergeht. 
Selbstverständlich  kommt  die  genannte  Eigenschaft  von  P«  auch 
dem  entwickelten  Producte  zu,  z.  B.  für  w  =  3  dem  Aggregate 

und  zwar  geschieht  das  Verschwinden  von  Pn  dann  so ,  dass  sich  zu 
jedem  Summanden  ein  anderer  findet,  welcher  ihm  gleich  und  ent- 
gegengesetzt ist. 

Aus  dem  entwickelten  Producte  bilden  wir  einen  neuen  Aus- 
druck, indem  wir  jeden   Potenzexponenten  in  einen  gleichgrossen 


S.  67.  Dass  man  /(s)gp(ff)  durch  F{s,ff)  ersetzen  darf,  hat  Genocchi  be- 
merkt, Annali  di  science  matematiche  et  ßsiche,  compüati  da  B.  Tortolini, 
T.  VIII,  p.  284.  Viel  älter  ist  die  Formel  32),  welche  sich  zuerst  auf  p.  128 
von  Poisson's  Abhandlung  Sur  Vintigration  de  quelques  €quations  eic,  in  deo 
M^moires  de  Vacadimie  de  Paris,  ann€e  1818  (erschienen  1820)  findet;  sie  vorde 
später  von  Heine  auf  eine  beliebige  Zahl  von  Variabelen  ausgedehnt, 
Crelle's  Journal,  Bd.  61,  S.  356. 
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Index  verwandeln,  wodurch  z.  B.  a^&^c'  in  a^h^Oj  und  analog  h^c^ 
=  a^h^c'^  in  aoh^c^  übergeht;  diesen  neuen  Ausdruck  nennen  wir 
Qn-    Hiemach  liefert  z.  B.  Pj  =  a^ö^  —  a^h^  den  Werth 

Q2  =  ao  &i  — -  «1  ho , 
ebenso  leicht  erhält  man 

überhaupt  ist  ^^  eine  gewisse  Function  der  n^  Grössen 

(hl     ^0»     ^>     •     •     •     9oi     Äo, 
^ii     ^1»     Cii     •     •     •     ^1»     ^1» 


und  heisst  die  Determinante  derselben.     Man  bezeichnet  sie  ent- 
weder kurz  mittelst  eines  Summenzeichens 

Qn  =  ^  (+  ^ohiC2       '       •       •       9n-2  K-l) 

oder  ausführlicher  durch 

ütQ,     Oo,      .      .      .      Äo 
^    Ol,    dl,     ...     Äi 


öw  — 1,  2>«— 1,  .       .      "n—: 


I>ie  Determinante  Qn  besteht  aus  n(n  —  1)  theils  positiven  theils 
negativen  Gliedern,  deren  jedes  von  der  Form  ttphq  ...  Ä,  ist;  die 
Indices  jp,  ä,  .  .  .  s  werden  durch  alle  möglichen  Vertauschungen  der 
Zahlen  0,  1,  2,  .  .  .  (n  —  1)  gebildet,  und  dabei  erhält  der  betref- 
fende Summand  das  positive  oder  negative  Vorzeichen,  je  nachdem 
rfeine  Indices  durch  eine  gerade  oder  durch  eine  ungerade  Anzahl 
von  Vertauschungen  entstanden  sind. 

Es  erhellt  nun  leicht,  dass  sich  die  Haupteigenschaft  von  P„ 
unmittelbar  auf  Qn  übertragen  lässt.  Wurde  nämli<2h  einer  der 
Buchstaben  a,  h,  ,  .  .  h  durch  einen  der  übrigen  ersetzt,  so  ver- 
schwand das  entwickelte  Product  P,,,  weil  jeder  Summand  desselben 
durch  einen  gleichen  und  entgegengesetzten  Summanden  aufgehoben 
wurde;  die  Verwandlung  der  Exponenten  in  Indices  stört  weder  die 
(jleichheit  noch  die  Vorzeichen  solcher  Summanden,  mithin  ver- 
schwindet Qn  unter  denselben  Umständen  wie  P«.  Dieser  Satz  lässt 
sich  auch  in  Gleichungen  darstellen,  wenn  man  die  Determinante 
entweder  nach  den  a  oder  nach  den  h  u.  s.  w.  anordnet.  Bezeichnen 
wir  mit  A^ct^  die  Summe  aller  Glieder,  welche  den  gemeinschaft- 
lichen Factor  Uq  besitzen ,    ebenso  mit  Äi  üi   die  Summe  aller  den 
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Factor  ai  enthaltenden  Glieder  u.  s.  w.,  so  können  wir '  Qn  folgende^ 
maassen  darstellen 

ö„  =  -^0  «0    +   -Al  «1    +   -42  02    +  •  •  •   +  ^«-lan-i, 

und  dann  gelten  nach  dem  Vorigen  die  n  —  1  Gleichungen 
0  =  -äo^O  +  Aih  +-^2^2  +  •  •  •  +  -4„-i  hn^iy 
0  =  AqC^    +   AiCi    +  Ä^d    +   •  •  •    +   -4„_i  Cn-i, 

0  =  Äoho    -{-   Äihi    +42^2    +   •  •  •    +   Än^lhn^v 

Mittelst  dieser  Relatione^  gelangt  man  rasch  zur  Auflösung  des 
folgenden  Systemes  von  n  linearen  Gleichungen  zwischen  den  n  Un- 
bekannten X,  y,  Z,  .  .  .  W: 

aoX  +  hoY  +  CoZ  +  ^  ^  •  +  hoW=h, 

3g)  LxX  +  6,  r  +  CiZ  +  •  •  •  +  Äi  T7  =  Jcu 

an-.  iX  +hn-.iY  +  Cn-^lZ  +  "  +  hn-iW=K.l, 

Man  multiplicire  nämlich  die  erste  Gleichung  mit  Aq,  die  zweite  mit 
Ai ,  die  dritte  mit  A2  u.  s.  w. ;  die  Summe  aller  Producte  ist  dann 

(4»^o  +  ^i«!  +••••  +  A„^ia„^i)X 
+  (Aoho  +  A,b,  +  •.••  +  ^„-il)„-i)r 

+  (AoCo   +   AiCi    +   .  .   .  .    -f    An-iCn-^i)  Z 

+ 

Der  Goef&cient  von  X  ist  die  Determinante  Qn',  die  Coef&cienten 
von  7,  Z,  .  .  .  W  sind  zufolge  der  obenerwähnten  Kelationen  gleich 
Null,  mithin  enthält  die  Gleichung  nur  die  eine  Unbekannte  X.  Auf 
der  rechten  Seite  steht  gleichfalls  eine  Determinante,  welche  sich 
von  Qn  dadurch  unterscheidet,  dass  h  an  der  Stelle  von  a  steht 
Nach  diesen  Bemerkungen  ergiebt  sich 

2J  (+  «0  &i  C2  .  .  .  Än-l) 
Zur  Bestimmung  von  Y  dient  dasselbe  Verfahren,  wobei  man  Qn  erst 
unter  der  Form  Boha  +  -^i^i  +  etc.  darstellt,  die. Gleichungen  36) 
mit  Bq,  Bi,  etc.  multiplicirt  und  die  Producte  addirt;  man  erhält 

-2^  (i  öo5iC2  .  .  .  hn-i) 

Auf  gleiche  Weise  findet  sich 


J 
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„ ^  (dr  flo^i^  «  » -  ^»-i) 

n.  s.  w.  bis  zuletzt 

^ 27  (+  Oob]  Cg  .  .  .  ffw— 2^11-1) 

Nach  diesen  Vorbereitungen  betrachten  wir  das  w-fache  Integral 

38)  S  =   /    /.  .  F(t,s,...y,x)  dtds...dydx, 

dessen  Integrationen  in  der  Reihenfolge  o;,  ^,  .  .  .  5,  ^  zu  vollziehen 
sind,  und  beschäftigen  uns  mit  der  Aufgabe,  an  die  Stelle  der  bis- 
herigen Variabölen  n  neue  Veränderliche  |,  i?,  .  .  .  Ö,  r  einzuführen, 
welche  mit  jenen  durch  die  Gleichungen 

39)  a?=/o(|,i/,...r),    3/ =/i  (|, »?,...  r),    Äf=/2(|,i2,...T),... 

verbunden  sind.  Nennen  wir  0(t,  ,  ,  .  rj,  |)  die  neue  Function  von 
J,  i|,  .  .  .  T,  in  welche  F{t,  ,  ,  ,  y,  x)  nach  Substitution  der  gegebe- 
nen Werthe  übergeht,  und  setzen  wir  ferner 

dt  ds  ,  ,  .  dy  dx  =  Sl  dt  dö  ,  ,  .  drj  d^, 

80  erhalten  wir 

40)  8=jJ..0(t,ö,,,.rj,^)Sldtd6..,dridt; 

im  Wesentlichen  kommt  also   das  Problem  auf  die  Bestimmung  der 

Unbekannten  <^  zurück. 

Da  sich  die  erste  der  früheren  Integrationen  auf  x  bezieht,  so 
sind  zunächst  y^  z^  .  ,  .  t  als  Constanten  anzusehen,  und  die  n  Glei- 
chungen 39)  enthalten  demnach  die  w  +  1  Variabelen  a?, |, ly, 5[, ..  .t; 
die  Differentiation  giebt  daher,  wenn  die  partiellen  DiflFerentialquo- 

tienten  -r-r^    -=— ,  etc.  kurz  mit  J5|/,  2^«/»  etc.  bezeichnet  werden, 
ag      ari  ' 

dx  =  D{/e  .  di  +  DnA  ^  dtj  -\ +  A/«  .  dr 

0  =  Dj/i  ,  d^  +  D,/i  .  dij  -\ +  Bifi  .  dx, 

0  +  I>if»  •  dl  +  D^fi  .dTj  H +  Drfi  .  dt, 

0  =  Difn-i  .  dl  +  Dn/n-i  .dt}  ■] +  Dx/,_i  .  dt. 

Um  mittelst  dieser  n  Gleichungen  den  Zusammenhang  zwischen 
dx  und  d|  zu  finden,  benutzen  wir  die  durch  Formel  37)  gegebene 
Auflösung  der  Gleichungen  36),  indem  wir  als  Unbekannte  ansehen 
X  =  dl,  Y  =  dr},  etc.  und  k^  =  dx,  ki  =  ki  .  ,  .  ^=  0  nehmen. 
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Wegen  der  letzteren  besonderen  Werthe  ist  S  (+  X^biC^  .  .  .  k,  .,j 
=:  ikn^(+  &]C2  .  .  .  Ä„_i),  mithin 

At  =     •g(+-Pii/i--Pi:/»---Pt/«-i)    ^^ 

-£  (±  D5/0 .  I>,/i .  Dc/s ..  ■i>t/«-i) 
und  umgekehrt 

,     _  ^  (±  -Pg/o  •  Dfifi  •  -P;A  •  •  •  Dtfn-i)  .  ^ 

2;(±2),/,.i)f/,...i)t/»-i)      *■ 

Denken  wir  uns  diesen  Werth  eingesetzt  und  in  dem  einen 
vielfachen  Integrale  die  Integration  nach  Xj  im  anderen  die  auf  ^ 
bezügliche  Integration  ausgeführt,  so  sind  zusammen  noch  die  Va- 
riabelen  y,  z,  ,  .  ,  t  und  ^,  5»  •  •  •  ^  vorhanden,  unter  denen  aber, 
wegen  der  jetzt  folgenden  auf  y  bezüglichen  Integration ,  e^  .  .  .1 
als  Constanten  gelten.  Dififerenziren  wir  nun  die  n  —  1  Gleichun- 
gen y  =/i,  jer  =/2,  .  .  .  t  =/n— 1  in  Beziehung  auf  die  in  Frajjfe 
kommenden  Variabelen,  so  haben  wir  die  n  —  1  Gleichungen 

dy  =  JDr^fi  .  dri  +  2>c/i  •  ^S  H +  I>t/i  •  dx, 

0  =r  D^/2  .  dri  +  Df/s  .  e?e  + +  Bxh  •  ^'^^ 

aus  diesen  ergiebt  sich  durch  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin 

'' ^ -2;(±V......i>./n-0    ^^' 

Nunmehr  sind  noch  die  Variabelen  jer,  5»  ^  .  .  .  ^  vorhanden, 
in  Beziehung  auf  welche  die  Gleichungen  z  :=  f^^  ,  .  .t  =/i-i 
differenzirt  werden  müssen;  die  Entwickelung  von  de  liefert 

2;(+  D;/,  .  Dp/s  .  .  .  A/.-i)  ^. 
Auf  diese  Weise  fortgehend  erhält  man  als  vorletzte  Gleichung 

worin  '^(+  2>r/n-i)  =  -Dr/«-i  ist,  und  als  letzte  Gleichung,  wo 
nur  ^  =/„__i  zu  differenziren  bleibt, 

dt  =  Dtfn-^i  .  dr. 
Multiplicirt  man  die   für  riic,  f?y,  .  .  .  eZ<  gefundenen  Wertlu- 
und  beachtet,  dass  der  Neuner  jedes  solchen   Werthes  gleich  dem 
Zähler  des  folgenden  Werthes  ist,  so  ergiebt  sich 

dtds  ,  .  ,  ,  dydx 

—  ^{+  ^^/q  •  ^ij/i  •  •  *  JDzfn^i)dxd6  .  .  .  dri  dl 
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Endlich  wollen  wir/o, /i,  .  .  .  fn—\  gftiu!  vermeiden,  indem  vir 
dafür  wieder  x,  y,  .  .  .  t  echreiben;  es  ist  dann 

£1  =  S(±  Dgx  .  D,y  .  Df«  .  .  .  Dtt), 

oder  ausführlicher  dargestellt 


41) 


Ä  = 


dx 

dl 

81' 


dx 
dy 

8ij' 


dx 

dt 
dy 

dt 
dl 

dt' 


dx 
dl 

dy 
8ir 

de 

dt 


8£  dt_  d^         dt\ 

8|'        dti'        dt' "dt 

Der  Factor  £1  ist  demnach  die  Determinante  aus  den  n^  par- 
tiellen DifPerentialquotienten  von  o?,  ^,  z^  etc.,  genommen  nach 
Si  ^,  S  etc.;  man  pflegt  sie  die  Functionaldeterminante  des 
gegebenen  Gleichungensystemes  (39)  zu  nennen. 

Bei  zwei  Variabelen  wird 

dx 


and  bei  dreien 


ß  — =  ^  .  ^  ___  ^     _ 
8|     dri        8|     8i^' 


^ dx/dy  dz      dz  dy 


dz      dz  ^y\  ,   8y/8f  8^ ^^   8^\ 


8|  \ö^  ö5    ■  8i?  dt/ 
CS /dx   dy dy   dx\ 

wie  schon  in  Thl.  I.  bewiesen  worden  ist  *). 

Um  hiervon  eine  Anwendung  zu  geben,  setzen  wir  zunächst 
zwei  Yariabele  o?,  y  voraus,  welche  mit  zwei  neuen  Variabelen  m 
und  V  durch  die  beiden  Gleichungen 


1*2    "^    m2    —    Ä2 


1, 


a;2 
~  + 


v'^ 


Ä« 


=   1, 


*)  Die  Transformation  eines  Doppelintegrales  hat  Euler  gezeigt  in  den 
Sov.  Comment.  PetropoL  XIV  (1759),  I,  pag.  72;  für  das.  dreifache  Integral 
gab  Lagrange  die  Bestimmung  von  Sl  in  den  M^.  de  PAcadimie  de  Berlin^ 
^"3,  p.  125.  Die  Theorie  der  Determinanten  und  deren  Anwendung  auf 
die  Transformation  vielfacher  Integrale  ist  von  Jacobi  begründet  worden; 
».  Crelle's  Journal,  Bd.  III,  S.  253;  IV,  321;  X,  101;  XII,  1;  XXII, 
365  u.  319. 
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oder 

43) 


Die  vielfachen  Integrale. 


X 


UV 

h 


2 


^2)  (fe2  -».  ^2) 


h 


Fig.  59. 


verbanden  sein  mögen.  Betrachten  wir  für  den  Augenblick  «  und 
V  als  Constanten  und  nehmen  u  '^  h  '^  v^  so  repräsentirt  die 
erste  der  Gleichungen  42)  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  u  und 

yu^  —  7*2,  die  zweite  eine  Hyperbel  mit  den  Halbachsen  v,  V¥—v'] 
beide  Curven  haben  dieselbe  lineare  Excentricität  h=  OF  (Fig. 59). 
mithin  gemeinschaftliche  Brennpunkte.     Einem  mit  dem  Minimal* 

werthe  u  =  h    anfangenden 
und  continuirlich  wachsenden 
u  entspricht  eine  Schaar  cod* 
focaler  EUipsen,  deren  kleinste 
eine  Gerade    von  der  Länge 
2h,   und    deren   grösste  ein 
mit  dem  Radius  «t  =  oo  be- 
schriebener Kreis  ist.    Einein 
von  f;  =  Ä   bis   v  =  0  li)- 
nehmenden  v  entspricht  m 
Schaar   confocaler  HyperlÄ 
deren  erste  mit  der  oj-AcIjä. 
und    deren    letzte     mit   der 
^- Achse  zusammenfällt.     Hieraus  ist  ersichtlich,   dass  jeder  durcli 
die  rechtwinkeligen  Coordinaten  x  und  y  bestimmte  Punkt  P  auch 
als  Durchschnitt  einer  Ellipse  UP  und  einer  Hyperbel  VP  ang^ 
sehen  werden  darf,  wobei  Oü  =  u,  OV  =  v  ist.     Nachdem  hier 
mit  die   geometrische  Bedeutung   der  neuen  Variabelen  u  und  r. 
welche  elliptische  Coordinaten   in   der  Ebene  heissen,  fest- 
gestellt  ist,  hat  es  keine  Schwierigkeit,  die  Grösse 

^ dx    dy  dy     dx 

du    dv       du     dv 
mittelst  der  Formeln  43)  zu  berechnen;  man  erhält  schliesslich 

44)  ffF{x,y)dxdy 

~        J  J      \h  '  h  )  y(^2  _  Ä2)  (/»'^  —  t^ 

Beispielsweise  sei  das  Integral  linker  Hand  folgendes 

äxdy 


r^     f^  dxdy 
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darin  mögen  Bich  die  Integrationen  auf  alle  diejenigen  positiven 
Werthe  von  x  und  y  beziehen,  for  welche  das  im  Nenner  stehende 
Radical  reell  bleibt,  d.  h.  geometrisch,  der  Spielraum  des  Punktes  xy 
sei  die  Fläche  eines  aus  den  Halbachsen  OA  =^  a  und   OB  =  h 

conßtruirten  Ellipsenquadranten.  Nimmt  man  h  =  Va*  —  5*  oder 
52  =  a^  —  Ä^,  so  gehört  diese  Ellipse  zu  den  vorhin  erwähnten 
confocalen  Ellipsen,  und  dann  muss  u  von  h  bis  a  wachsen,  v  von 
/)  bis  0  abnehmen ;  die  Formel  44)  giebt  jetzt 


a 


Vk!)' 


ffv 


y 


_  r    r (^2  —  t;2)  du  dv 

""  ^   j/  /  V(a2  —  w2)  (a2  ^  t;^  (ti^  —  Ä«)  (h^  —  t;») 

Der  Werth  des  linker  Hand  stehenden  Integrales  findet  sich 
mittelst  der  Substitutionen  x  =  aQCOsO,  y  =  bQSinO  und  ist 
=  ^3ral>;  man  hat  demnach 

a      h 

(u^  —  t;^)  du  dv  n 


//■^ 


t 


^    V(a2  —  w3)  (a«  — 1;2)  (w«  —  ä«)  (ä^  —  t;»)        2  ' 

wo  nun  a  und  ^  '<!  a  beliebige  reelle  Grössen  bedeuten.     Setzt  man 

aoch  a  =  1 ,  h  =  einem  echten  Bruch  x,  femer  Vi  —  x*  =  x' 
imd  Bubstituirt 

w  =  Vi  —  x''^sin^ty     ^  =  ^sin  % 
-  0  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

5^1  \n 


fj 


,0     0       Q 

Je 


XI  -x^ain'y)  +  (1  -x^^gen«»)  --  1  ^^  ^^^,  _  g 
V(l  —  x2  sm»  9)  (1  —  x'^  sin^  tp)  ^  ' 


ad  aus  dieser  folgt  durch  Integration  der  einzelnen  Theile 

EK'  +  E'K  —  KK'  =  \n, 

^  obei  die  abgekürzte  Bezeichnung  für  die  vollständigen  elliptischen 
'''  itegrale  erster  und  zweiter  Gattung  angewendet  ist  *). 


*)  Die  obige  Eigenschaft  von  JB7,  JT,  JS?',  E^  findet  sich  zuerst  bei  Le- 
mdre  im  Traü€  des  fonctions  eUiptiques,  T.  I,  p.  61.  Man  kann  sie  leicht 
BohlOmiloh,  Aiudysis.  n.  32 
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Als  stereometrischQS  Gegenstück  zum  Yorigen  mögen  nocli  die 
elliptischen  Goordinaten  im  Räume  hetrachtet  werden.  Fin- 
den nämlich  zwischen  den  recht¥rinkligen  Goordinaten  x,  y,  e  xaA 
den  neuen  Variabelen  w,  v,  w  die  folgenden  drei  Gleichungen  statt 


45) 


X^  V^  M^ 

—  4-        ^  4-        -  —  1 


u> 

y» 

Ä« 

»» 

y' 

h" 

U^ 

ß^ 

Ä« 

t;2 

tfl 

Ä?3 

so  ist  der  Punkt  xyR  der  Durchschnitt  von  drei  Flächen  zweiter 
Ordnung.     Unter  den  Voraussetzungen 

ist  die  erste  Fläche  ein  Ellipsoid,  die  zweite  ein  einfaches  Hyper- 
boloid, welches  sich  in  der  Eichtung  der  z  erstreckt,  die  dritte  ein 
getheiltes  Hyperboloid,  das  in  der  Richtung  der  x  unendlich  fort- 
geht;   alle   drei  Flächen  haben   dieselben    linearen  Excentricitäten 

Ä,  /r,  Vä^  —  Ä^  und  sind  demnach  confocal.  Lässt  man  u  von  sei- 
nem Minimalwerthe  "k  an  wachsen,  so  entsteht  eine  Schaar  von  Ellip- 
Boiden,  deren  erstes  ein  elliptisch  begrenzter  Theil  der  o;^- Ebene 
und  deren  letztes  eine  unendlich  grosse  Kugel  ist.  Einem  von  In 
bis  Ä  abnehmenden  v  entspricht  ferner  eine  Schaar  einfacher  Hyper- 
boloide; das  erste  derselben  fällt  mit  der  o^j^- Ebene,  das  letzte  mit 
der  o;^- Ebene  zusammen.  Lässt  man  endlich  w  von  li  bis  0  abneh- 
men, so  entsteht  eine  Schaar  getheilter  Hyperboloide,  deren  erstes 
in  die  aije^- Ebene  und  dferen  letztes  in  die  yje^- Ebene  fallt. 

Aus  den  Gleichungen  zwischen  x^  y,  g  und  u^  v^  w  erhält  man 

^'^   ^  =  Tr' 

wobei  zur  Abkürzung  sein  möge: 


dadurch  verificiren,  dass  man  beiderseits  in  Beziehung  auf  x  differenzirt  und 

/7  TP     gl  TP 

hierbei  die  auf  S.  295   und   296   angegebenen    Formeln   für  -t-  ,  ^—  nebst 
der  Gleichung  xdx  =  —  x'cJx'  benutzt. 
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=/// 


(  Vw2  —   Ä2  =  Ui,  Vu^  —   Ä»  =  W2, 

47)  .   Vt;2  -  Ä2  =  V,,         Vk^  -  «;«  ==  t;^, 

VÄ2  —  «<;2  =  ^^,  V/e«  —  W^  =  W2. 

Durch  Berechnung  der  Functionaldeterminante  gelangt  man  nun 
zu  folgender  Transformation 

48)  J  J  j F{x,y,e)  dxdydz 

^i  N     (W2  — «;2)(«*2_^2\/   2_^2) 

Wi«*2  Vit?a  w^w^ 

Als  Beispiel  diene  der  einfache  Fall  F(ic,  y,  g)  =i  1,  wobei  die 
Integrationen  auf  alle  positiven  der  Bedingung 

-  <  ©■+ (1)'+ (7)'<  • 

genügenden  ir,  y,  e  ausgedehnt  werden  sollen;  das  Integral  linker 
Hand  bedeutet  dann  das  Volumen  von  dem  Octanten  eines  aus  den 
Halbachsen  a,  5,  c  construirten  Ellipsoides,   besitzt  also   den  Werth 

\jta'bc.  Nimmt  man  rechter  Hand  h  =  ya^ —  h^^  k  =  Ya^  —  c^ 
oder 

h  =  Va2  —  h^,  c  =  Va2  —  Ä«, 

so  gehört  dieses  EUipsoid  zu  der  vorhin  erwähnten  Schaar  confo- 
caler  EUipsoide,  und  es  ist  dann  u  von  Ä;  bis  a,  v  'fon  k  bis  h^  w 
von  h  bis  0  auszudehnen;  dies  giebt  folgende  Formel 

J    J    J  Uitl2ViV2WiW2 

k      h      0  __^ 

=  I  Tta  V(ä^—  Ä2)  (a2  —  Ä;2). 

Bemerkenswerth  ist  noch  der  Grenzfall  des  soeben  erörterten 
Goordinatensystems,  d.  h.  derjenige  Fall,  bei  welchem  die  Ellipsoide 
in  Kugeln,  und  die  Hyperboloide  in  ihre  Asymptotenkegel  über- 
gehen. Setzt  man  nämlich  u  =  r,  v  =  ss^  w  =  et^  sh  für  h  so- 
wie £k  fü^  k  und  lässt  schliesslich  €  zu  Null  werden,  so  verwandeln 
sich  die  Gleichungen  45)  in  folgende 

(  x^  +  y^  +  Sf^  =  r^ 


49) 


aj2  1/2  jer2 

S2    ^   S2  -»   ^2    ^   s«   —  Ä2  ' 

a;2  v2  Äf2 


32* 
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und  nun  ist  der  Punkt  xyz  der  Durchschnitt  einer  Kugel  mit  zwei 
elliptischen  Kegeln,  wobei  analog  dem  Früheren 

Tc  >  h, 
r>0,  h>  8>h,  h>t 

sein  muss.     Statt  der  Formeln  46)  erhält  man 

50)  .  =  -, 


*•  V(s-^  —  Ä«)  (AS  —  m  r  V(kt  —  s«)  (Ä»  —  <») 

und  wenn  zur  Abkürzung 

Ui  =  VÄ^rnT^      ^2  =  Vk^  —  t^ 

gesetzt  wird,  so  geht  die  Gleichung  48)  in  nachstehende  über 
52)  J  J  J  ^^^'  ^'  ^^  dxdydz 


=fff 


*  (^»  s.  0  ,,     ^rds  dt. 


Diese  Transformation  lässt  sich   noch  in  einer  anderen  Fonn 
darstellen.     Substituirt  man  nämlich 


s  —  k  Vi  —  XUin^q),  t  =  kk'sin^, 

80  sind  die  Werthe  von  x,  y,  z 

53)  X  =  rVl  —  k'^sin'^g)  .  stn^,      y  =  rco$g>co$if, 

z  ==  r  sin  9?  Vi  —  A'=^sw^^ 
und  aus  Nro.  52)  wird 

54)  /  j  j  T{Xy  y,  z)  dx  dy  dz 

J  J  J       '    "^     '  V(l  —  A2  ün^  y)  (1  —  llHxrC'  ^) 
Im  Falle  A=l,  A'  =  0,  t^  =:\n  —  %    geht  dieses  System 
der  elliptischen  Kugelcoordinaten  in  das  System  der  gewöhn- 
lichen Polarcoordinaten  im  Haume  über*). 


'^)  Die  elliptischen  Coordinaten  sind  hauptsächlich  von  Lam^  eingeführt 
und  zur  Lösung  von  Aufgaben  aas  der  Wärmethoorie  benutzt  worden; 
s.  LiouTille's  Journal  Bd.  11,  S.  147  (Memoire  sur  ies  sur/acet  üothermaji 
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n.  Reduotion  vielfacher  Integrale  auf  Producte  aus 

einfachen  Integralen. 

Wenn  bei  einem  mehrfachen  Integrale 


///■ 


die  Function  /  (aj,  y,  ief, .. .)  in  ein  Product  von  Functionen  der  einzel- 
,  Den  Variabelen  zerlegt  werden  kann,  etwa 

f(x,y,0,...)  =  q){x)7\>{y)%{e)  .  .  ., 

und  wenn  gleichzeitig  alle  Integrationsgrenzen  absolute  Constanten 
sind,  80  reducirt  sich  das  mehrfache  Integral  von  selbst  auf  ein 
Product  einfacher  Integrale,  nämlich 

J  J  J  "  9^(^^^(^)>^(^^  •  •  ^^^y^^  •  •  • 

=     fq>(x)d?       /i>(y)dy    \fx(i)de     .... 

and  damit  ist  die  Hauptschwierigkeit  überwunden ,  weil  es  Mittel 
genug  zur  numerischen  Berechnung  einfacher  Integrale  giebt.  Frei- 
lich wird  eine  derartige  Sonderung  der  Variabelen  meistens  nicht 
direct  ausführbar  sein,  wohl  aber  glückt  es  in  vielen  Fällen,  durch 
Zusatz  eines  passenden  Factors,  der  selber  ein  Integral  ist,  sie  aus- 
führbar zu  machen.  Die  hierzu  verwendbaren  Mittel  wird  das  fol- 
gende Beispiel  zeigen. 

Das  zu  reducirende  Integral  sei 


00  00  00 


p__    r    r    r         ros  IX  (x-^  -f  y^  4-  ^2  +  . ..)]  dx  dy  dg  .  .  . 
~^  J   J    J        y(ax  —  aY  +  ihn  —  ß)'^  4-  icjs —  vY^  4-  -  -  - 


i^  !£,  ^00      VCax  -  ay  +  {hy  ~  ^f  +  (cz  -  y^  + 

Bei  der  Unmöglichkeit,  den  Cosinus  auf  die  vorhin  erwähnte 
Art  in  Factoren  zu  zerlegen,  ist  es  schon  ein  Vortheil,  wenn  man 
statt  des  gegebenen  Integrales  das  folgende  betrachtet 


Bd.  IV,  S.  100  (ßur  Viquilihrt  des  tewp^ratvres  etc.)  nnd  die  beiden  Werke: 
Le^ont  tur  les  fonvtions  inverses  des  transcendanfes  ei  ies  svrfaces  isothermes. 
Pars  1857,  und  Le^ons  sur  les  coordonn€es  curvUignes  et  leurs  diverses  applicO' 
tions,  Paris  1859. 
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OD  00  00 


von  welchem  P  der  reelle  Bestandtheil  ist,  denn  hier  kann  bereits 
die  Exponentialgrööse  in  Factoren  aufgelöst  werden.  Um  ferner 
den  unbequemen  Nenner  wegzuschaffen,  erinnern  wir  an  die  auf 
S,  271  bewiesene  Formel 


f^^"'""=W'''" 


oder 


00 


-7=  =  -7=  c-  V4«w  /  -—  e**«  du 
rk       y%  J  Vü 


und  benutzen  dieselbe  für  Ä;  =  {ax  —  a)^  +  (5^  —  ßy  -\- 

Setzen  wir  überhaupt  zur  Abküi'zung 
s  =  aj2  -f  y2  -f  ;e!2  +  .  .  . . , 
r2  =  {ax  —  ay  +  (by  —  ßY  +  {cz-^yy  +  •  •  •, 
so  können  wir  JB  unter  folgender  Form  darstellen 

00  00         '  «00. 

JB  =    ff...  e^^'dxdy  •  •  •  -Le-V4.7r   Tj^e^-'-elw. 
lioo^loo  V^r  J   Vu 

Yersparen   wir   die  auf  u   bezügliche  Integration  bis  zuletzt, 
so  ist 


00  00  00 


56)        B  =  -^e-V4.-^  f^  f  f.  .  e'O^'^^^'^dxäy  .  .  . 

In  dem  vielfachen  Integrale  nach  fl?,  y,  etc.  kann  nun  die  Son- 
derung der  Variabelen  ausgeführt  werden.  Zufolge  der  Werthe 
von  8  und  r^  hat  man  nämlich 

U  -f  ur^  =  (a^  +  /32  +  y2_j )^ 

+  {a'^u  •\- 1)  x'^  —  2aaux 
4-  (52^  +  A)y2_  2hßuy 

+ 

mithin  zerfällt  das  Integral 

00  00 


f  J..e'<>^+'"^^dxdy  .  .. 


•00    —00 


in  das  Product  aus  folgenden  Factoren 
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OB 


—  OD 
OB 


Die  Werthe  der  emfachen  Integrale  nach  x^  y,  etc.  findet  man 
mittelst  der  Formel  54)  anf  S.  271;  vereinigt  man  hierauf  alle 
Factoren,  setzt  zur  Abkürzung 

_      gUtt  ß^ku  yUtt 

und  bezeichnet  mit  n  die  Anzahl  der  Yariabelen  x,  y,  z^  etc.,  so  ge- 
langt man  zu  dem  Ergebnisse,  dass  das  nach  x,  y,  etc.  genommene 
Integral  gleich  ist 

V{a^u-^l)Q>^u  +  k)  {c^u  +  A)../ 
Hieraus  folgt  nach  Nro.  56) 

00 


Durch  Einführung  einer  neuen  Variabelen  t  mittelst  der  Sub- 
stitution 

_   A_ 

erhält  man  noch,  wenn  zur  Abkürzung 

«a                 03                 0/2 
57)  T  =  — 1 1 h  •  •  • 

gesetzt  wird, 

58) 


Schliesslich  kann  man  in  Nro.  55)  und  58)  die  reellen  und  die 
imaginären  Theile  vergleichen;  die  Resultate  sind  dann 
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ff...  co8[^(a^'4-y''  +  ---)]<?a!d.y 


59) 


—  00     —OD 

OD 


V(aaj  —  a)2  +  (fey  —  jS)3  -| 


0 

00  00 


V{a'  +  t)(b*  +  t)(c'  +  t)... 


J       y{ax-ay  +  (by-ß)»  +  ... 


00    —00 

00 


V7^    AV«(«-s>sm[^  (n—l)x  +  kT'\dt 

Aus  diesem  Beispiele  dürfte  hinreichend  ersichtlich  sein,  wie 
sich  das  anfangs  erwähnte  Princip  auf  vielfache  Integrale  anwenden 
lässt,  wenn  die  gegebenen  Integrationsgrenzen  absolute  Constanten 
sind.  Bei  den  meisten  Integralen,  die  zur  Lösung  mechanischer, 
physikalischer  und  anderer  Probleme  gebraucht  werden,  ist  aber 
diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  vielmehr  bestimmen  sich  die  Integra- 
tionsgrenzen gewöhnlich  durch  Ungleichungen  wie  0  <^  rc  +  y 
+  •••<;  1   oder  0  <C  Ä*  +  ^2  _j_  .  .  ,  <;^  1  ^,  ^gL     In  ßolchen 

Fällen  muss  man  zunächst  dem  vielfachen  Integrale  absolut  con- 
stante  Grenzen  verschaffen  entweder  durch  Substitution  neuer  Ya- 
riabelen  oder  auf  einem  anderen  Wege,  den  wir  sogleich  zeigen 
wollen. 

In  dem  vielfachen  Integrale 

ü=    I   I    l..f(x,y,g,..)dxdydje,. 

mögen  sich  die  Integrationen  auf  alle  di^enigen  x,  y,  z,  ,  . .  bezie- 
hen, welche  der  Bedingung 
61)  0  <  (p(x,y,e,...)  <  1 

genügen,  und  es  seien  mittelst  letzterer  die  Integrationsgrenzen  Xq 
und  Xi  für  x,  yo  und  yi  für  y  etc.  bestimmt  worden.  Zufolge  der 
summatorischen  Bedeutung  jedes  Integrales  kann  man  jetzt 

ü  =^    I    I .  .  .f{x,y,...)dxdy  .  .  . 
als  Theil  eines  anderen  und  ähnlichen  Integrales 

7  =    /    /  •  .  •  fi^iPi .,,)  dxdy  ,  .  . 
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ansehen,  dessen  Integrationsintervalle  weiter  sind  als  die  ent- 
sprechenden Intervalle  in  CT,  d.  h. 

^0  <  a?o  <  a?i  <  Xu      Yo  <yo  <yi  <  Tu  u.  s.  w., 

denn  in  der  That  enthält  V  dieselben  Elemente  wie  ü  und  ausser- 
dem unendlich  viele  andere  Elemente,  welche  der  Bedingung  61) 
nicht  genügen.  Könnte  man  diese  überschüssigen  Elemente  aus  V 
wegschaffen,  so  würde  sich  V  in  U  verwandeln.  Zu  einer  solchen 
Elimination  eignet  sich  nun  das  Integral 


00 


««s  2     r sincD  cossG)  , 

62)  sz=—  I   —  do, 

n  J  03 

0 

dessen  Werth  nach  den  Formeln  25)  und  26)  auf  S.  190  und  191  ist 

«  =  1,  für  0  <  5  <  1, 

£  =  0,  für  5  >  1. 

Setzt  man  nämlich  s  =  g)  (aj,  y,  ;ef, . . . )  und  betrachtet  das   neue  In- 
tegral 

TF  =  /     /  .  .  a /(a?, y, . . .)  dxdy... 

als  Summe  seiner  Elemente,  so  werden  alle  Elemente,  welche  der  Be- 
dingung 61)  nicht  genügen,  dur<jh  das  Verschwinden  von  a  ausge- 
schieden, und  die  übrig  bleibenden  Elemente  von  TF  sind,  wegen 
^  =  1 ,  dieselben  wie  die  entsprechenden  Elemente  in  CT,  d.  h.  es 
ist  W  =:  U,  Mit  anderen  Worten,  statt  des  Integrales  ü,  welches 
an  die  Bedingung  61)  gebunden  ist,  kann  man  das  neue  Integral 


OD 


'nj  J  '"  J  w fip,y,..)dxdy..d€a 

0 

setzen  und  darin  die  auf  x^y,  ...  bezüglichen  Integrationsgrenzen 
beliebig  erweitern,  etwa  von  0  bis  1  oder  von  0  bis  oo  u^  dgl. 

Dieselbe  Bemerkung  passt  auch  auf  das  allgemeinere  Integral 

iS  =   /    /  .  .  .  F[(p(x,y,...)'\f{x,y,..)  dx  dy  .  .  ., 

dessen  Integrationsgrenzen  durch  die  Bedingung 

h  <  9^(^,y»  .  .  .)<  '^i 
bestimmt  sein  mögen.     Unter  der  Voraussetzung  positiver  Aq,  Ai 
und  für 

9^(a?,  y,  .  .  .)  =  s  >  0 

ist  nämlich  der  Werth  des  Doppelintegrales 
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00  Xi 

—  I  cosscodco  I  F(d)co8(oddd 

=  i^(s)  oder  =  0,  jenachdem  s  zwischen  Ao  und  Xi  liegt  oder  nicht; 

man  hat  also 

»  Xi 

S  =:  —  I    I  ..f(x,y,..)dxdy  I  cossadat  1  F{ß)cos(o6dd 

0  l, 

und  zugleich  darf  man  die  Integrationsgrenzen  furo;,  y^  etc. beliebig 
ausdehnen,  weil  das  als  Factor  zugesetzte  Doppelintegral  alle  der 
Integrationsbedingung  ^o  <C  ^  <^  ^i  nicht  genügende  Elemente  aus- 
scheidet.    Ein  Beispiel  mag  diese  Methode  erläutern. 

In  dem  dreifachen  Integrale 
S  =  f  f  Crf"^  +yl  +  ?l\  dxdydz 

-mögen  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  und  negativen,  der 

Bedingung 

x^       v^       e^ 

<^<^  +  &  +  3^<^ 

genügenden  Werthe  von  a?,  y,  e  beziehen;  M'ir  setzen  zunächst,  um 
Brüche  zu  vermeiden,  ax^  hy,  cz  für  x^y^z  und  haben  dann 

F{x^Ary'^'{-z^)dxdydz 


J  J  J  V{ax—a] 


02  +  (6y-^)a+(c^-.y)» 

0  <  a;2  +  y«  +  ^2  <  1, 

wobei  wir  die  Abkürzungen 

s  =  «3  ^  3^2  +  ^2, 

r2  =  {ax  —  ay  +  (py^-ßy  +  (c^er— y)« 

benutzen  wollen.  Nach  den  vorhin  angestellten  Erörterungen  kön- 
nen wir  S  durch  das  folgende  fünffache  Integral 

S  =  ^JJpJlMlJcosso>dojF(fl)mm6dB 

0  0 

ersetzen  und  hierin  die  auf  x^  y,  z  bezüglichen  Integrationen  zwi- 
schen beliebig  erweiterten  Grenzen  also  auch  zwischen  den  Grenzen 
—  00  und  +  ^  vornehmen;  dies  giebt,  wenn  gleichzeitig  die  Rei- 
henfolge der  Integrationen  geändert  wird, 
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00  1  00  00  00 

S=^JdofF{Q)co8mddefff^  dx  dy  d,. 

0  0  — 00  — 00  — 00 

Das  dreifache  Integral  nach  Xyy,js  findet  sich  auBNro.59)  fürn=  3, 
A  =  w,  mithin  ist 

00  1  00 

S=^2ahc  fd(o  fF(e)cosmedd'^  ^  sincoTdt 

worin  T  den  Werth  hat 

T  -       "'       4.       P'       X       y' 


Vergleicht  man  die  erste  und  letzte  Form  von  S,  so  hat  man  bei 
etwas  anderer  Reihenfolge  der  Integrationen 

64)  f  f  f-C""    I    y'    1    '")    ,  ^'^^^' 

J  J  J      Va«    '    b^        c VV(a!  —  «)2  +  (y  —  /?)« +  (^ _ y)2 

00  00  1 

=  -  2  a6c  /'-7_=£=_=  f^J^ütl^da  fF(d)cosc3dde. 

Hieran  knüpft  sich  ein  weiteres  Resultat.  Durch  Differentia- 
tion in  Beziehung  auf  a ,  welches  rechter  Hand  nur  in  T  vorkommt, 
entsteht  nämlich  die  neue  Gleichung 

65)  f  f  [fI^-  +  ?^'  +  n    .  i<^-'^)äxdyd. 

J  J  J       \a«    '    6«        c V  y [(« _  a;)»  +  (j3 — y)2  +  (y — ;f)  «]3 

00  00  1 

=4a6ca  /  ^,  =:  /  cosT(oda)  1  F(6)co8coddß, 

und  man  übersieht  auf  der  Stelle ,  dass  der  Werth  des  Doppelinte- 
grales 

00  1 

cosTiDdo  I  F(6)cosodd0 
0  0 

mittelst  des  Fourier' sehen  Satzes  gefunden  werden  kann  und  zwar 
=  ^TcF^T)  oder  Null  ist,  jenachdem  T  weniger  oder  mehr  als  die 
Einheit  beträgt.  Um  dies  beurtheilen  zu  können,  unterscheiden 
wir  die  beiden  Fälle 


a«  ^  62  ^  c«  ^ 


und 
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«»        ß^        y« 

^  +  5?  +  ^  ^  ^• 
Im  ersten  Falle  ist  wegen  des  immer  positiven  t 

«2  ß^  y3 

d.  h.  T  <  1  mithin  U  =  |3rF(T)  und  nach  Nro.  65) 
ßß^       r  r  Tf /^^'  4-  2^'  4.  ''\  {^-^)dx dy  dz 


OD 

=  2na}>c 


Im  zweiten  Falle  ist  anfangs,  d.  h.  für  ^  =  0  und  überhaupt  für 
hinreichend  kleine  t  immer  noch  T  ^  1.  Während  aber  t  das  In- 
tervall 0  bis  00  durchläuft,  nimmt  T  fortwährend  ab  und  con- 
vergirt  gegen  die  Null;  es  giebt  daher  eine  Stelle,  bis  zu  welcher 
T>»  1  ist  und  über  welche  hinaus  T<i\  wird  und  bleibt.  Diese 
Stelle  bestimmt  sich  durch  Auflösung  der  Gleichung  T  =  1 ,  A  i. 
der  cubischen  Gleichung 

a2  4.  ^  "^  52  ^  ^  t-  ^3  _l_  ^ 

welche,  dem  Gesagten  zufolge,  nur  eine  reelle  positive  Wurzel  haben 
kann.     Nennen  wir  letztere  tr,  so  ist 

für  «  <  r,         T  >  1,  CT  =  0, 

fürOr,         T<1,         U  —  \%F{T). 

Um  diese  verschiedenen  t  zu  sondern,  braucht  man  nur  das  anf  f 
bezügliche  Integral  auf  der  rechten  Seite  von  Nro.  65)  in  zwei  In- 
tegrale von  ^  =  0  bis  ^  =  r  und  von  t  =  x  bis  ^  =  c»  zu  zerle- 
gen. Im  ersten  Integrale  ist  dann  t  <^  x  mithin  ü"  =  0,  und  folg- 
lich verschwindet  das  Integral;  es  bleibt  nur 

(«  —  x)  dx  dy  de 


^^^    j  J  J  ^W  "^  6»  "^  c^JYiJj^xy-iriß-yV+iY-'fY 

r F(T)dt 


OD 

=  2  7Cdhc 

T 

Den  Grenzfall 


V(a^  +  ty  (p^  +  0  (c^  + 1) 


fü  +  £!  .  y!_i 

a2  ^  12  ^   c2  —  * 
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kann  man  zu  jedem   der  beiden  Hauptfalle  rechnen;  es  ist  dann 
r  =  0,  und  die  Formeln  66)  und  67)  werden  identisch. 

Aehnliche  Resultate  ergeben  sich,  wenn  man  die  Gleichung  64) 
in  Beziehung  auf  ß  oder  y  diflferenzirt;  sie  sind  von  Werth  für  die 
Berechnung  der  Anziehung,  welche  ein  mit  Masse  erfülltes  Ellipsoid 
auf  einen  irgendwie  liegenden  materiellen  Punkt  ausübt*). 


*)  Die  Integration  mittelst  des  sogenannten  Biscontinuitatsfactors  c 
(Nr.  62)  ist  von  Lejeane-Dirichlet  gezeigt  worden  in  den  Abbandlangen 
der  Berliner  Akademie  v.  J.  1839  (erschienen  1841),  S.  Gl;  dass  man  die 
Foarier 'sehen  Doppelintegrale  als  allgemeinere  Discontinuitätsfactoren  ver- 
wenden kann,  dürfte  der  YerL  zuerst  bemerkt  haben  (Analytische  Studien, 
Bd.  II,  §.  23). 


DIE  INTEGRATION  * 


DEE  LINEAREN 


DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 


ZWEITER  ORDNUNG. 


Die  Ihtegration  der  linearen  Differentialgleichungen 

zweiter  Ordnung. 


Vorläufige  Erörterungen. 

Bei  mechanisclieii  und  physikalischen  Problemen  wird  nicht 
selten  die  Integration  von  Differentialgleichungen  erforderlich,  welche 
unter  der  Form 

1)      (0-2  +  hx)  ^  +  (a,  +  bjoj)  ll  +  {a,  +  hx)  y  =  0 

enthalten  und  daher  als  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung zu  bezeichnen  sind.  Wie  diese  Integration  unter  allen  Um- 
ständen ausgeführt  werden  kann,  wollen  wir  im  Folgenden  zeigen. 
Um  gleich  diejenigen  Fälle  zu  erledigen,  bei  denen  man  mit 
den  gewöhnlichsten  Hülfsmitteln  ausreicht,  discutiren  wir  vorerst 
die  naheliegende  Frage,  unter  welchen  Umständen  die  Differential- 
gleichung 1)  ein  particuläres  Integral  von  der  Form 
2)  y  =  e** 

besitzt,  wo  k  eine  noch  zu  bestimmende  Constante  bezeichnet.  Die 
Substitution  des  genannten  Ausdrucks  giebt  nun 

(oaA»  +  ai A  +  ao)  +  (^2^^  +  &i^  +  &o)  «  =  0» 
was  für  jedes  X  richtig  ist,  wenn  die  Gleichungen 

(02^2  +  üiX  -f-  ao  =  0, 
^  U2A2  +  5iA  +  5o  =  0 

zusammen  bestehen.  Diese  Coezistenz  findet  ersten«  statt,  sobald 
die  vorliegenden  Gleichungen  zwei  gemeinschaftliche  Wurzeln  haben; 
dann  würde  sich  aber  die  zweite  Gleichung  nur  durch  einen  gemein- 
schaftlichen Factor  k  von  der  ersten  unterscheiden,  d.  h. 
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sein,  und  statt  der  Differentialgleichung  1)  hätte  man  die  einfachere 

deren  vollständiges  Integral  bekanntlich  ist 


Die  Gleichungen  3)  können  aber  auch  zusammen  bestehen,  wenn 

m 

sie  nur  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  besitzen  und  diese  für  A  ge- 
nommen wird.  Eine  solche  gemeinschaftliche  Wurzel  ist  vorhanden, 
sobald  die  Coef&cienten  o«,  ai,a2,  bo«  ^i ,  &2  derjenigen  Gleichung 
genügen,  welche  durch  Elimination  von  l  aus  den  Gleichungen  3) 
entsteht,  nämHch 

4)  (oobi  —  aibo)  («1^2  —  02^1)  =  (ö^b2  —  a-j^o)'; 

diese  ist  gleichzeitig  die  gesuchte  Bedingung,  unter  welcher  jf  =  e^' 
ein  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung  1)  darstellt. 

Um  hieraus  das  allgemeine  Integral  abzuleiten,  setzen  wir 

5)  y  z=  e^^e, 

wo  l  die  vorige  Bedeutung  hat  und  0  eine  neue  abhängige  Variabele 
bezeichnet.     Wir  erhalten  jetzt 

(02  +  ^2^)  j^+  [2k(ai  +  b^x)  +  (a,  +  ^li»)]  -M  ^  ^ 

hier  verschwindet  der  Coefficient  von  ;8r,  und  wenn 

d/s  ,         d^e dz' 

dx  '         dx^        dx 

gesetzt  wird,  so  giebt  die  Trennung  der  Yariabelen 

e'  L  «2  +  b2a?J 

Die  Integration   dieser  Differentialgleichung  ist  sehr  einfach, 
erfordert  aber  die  Unterscheidung  der  beiden  Fälle    ^2  =  0  und 

^2^  0. 

Für  62  =  0  erhält  man  aus  No.  6) 

\        ^    aj  2  «2 

=  --  (2  A  +  x)  a?  —  ^aj»  +  C, 
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worin  X  und  fi  unmittelbar  verständliche  Abkürzungen  sind;    wei- 
ter ist 

daraus  findet  sich  z  und  nachher 

7)  y  =  e^'  \Co  +  Ci    A-('f  +  2A)'-<"**clfl?l 

«1  bi 

aa '  2  «2 

Wegen  ^2  =  0  ist  zufolge  der  zweiten  Gleichung  in  Nro.  3) 

A  =  —  — 

und  die  Bedingungsgleichung  4)  lautet  einfacher 

(aobi—aiho)hi  +  a^h^  =  o. 

Wenn  zweitens  &2  einen  von  Null  differirenden  Werth  besitzt, 
so  liefert  die  Gleichung  6) 

und  schliesslich 

dabei  ist  k  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Gleichungen  3). 

Wie  man  sieht,  kann  das  allgemeine  Integral  der  Differential- 
gleichung 1)  immer  entwickelt  werden,  wenn  die  Bedingung  4)  er- 
füllt ist;  im  Eolgenden  setzen  wir  daher  voraus,  dass  die  Gleichung 
4)  nicht  stattfinde. 


Transformationen  der  aUgemeinen  Difiärenüal- 

gleioliiing. 

Bevor  wir  an  die  Integration  der  allgemeinen  Gleichung  1) 
gehen,  wollen  wir  erst  zeigen,  wie  letztere  durch  Transformationen 
vereinfacht  und  auf  eine  gewisse  Normalform  zurückgeführt  werden 
kann.  Der  leichteren  Uebersicht  wegen  unterscheiden  wir  drei  Haupt- 
fälle, ob  nämlich  ^2  =  ^i  =^  0»  oder  nur  hi  =  0,  oder  ob  h»  ^  0  ist; 
dieser  Unterscheidung  liegt  die  Bemerkung  zu  Grunde,  dass  der 
AoBdruck  bj  A^  -f-  5i  A  -|-  bo  entweder  constant  oder  linear  oder 
höchstens  quadratisch  sein  kann. 

33* 
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A.     Erster  Hauptfall:  öo  =  2>i  =  0,  mithin 

Setzt  man 

wo  X  vorläufig  noch  unbestimmt  bleiben  mag,  so  ergiebt  sich 
10)     a.2  ^^  +  (2a.2l  +  aO-^  +  (a^X  +  ao  +  h x)  r^  =  0. 
Diese  Gleichung  wird  einfacher,  wenn  man 

11)  A  =  -  "' 


2  a2 

nimmt  und  mit  «2,  welches  keinenfalls  Null  ist,  dividirt;  sie  erhält 
nämlich  die  Form 


12) 


dx^ 


+  (a  +  ßx)ri  =  0, 


2aoa2-(ai)2  _^ 

-  (a,)3         '         P-  a. 


Hier  sind  wieder  zwei  verschiedene  Transformationen  möglich. 

Führt  man  nämlich  statt  x  eine  neue  unabhängige  Variabele  \ 
ein  mit  Hülfe  der  Gleichung 
13)  x  —  d-\-  £|, 

sb  geht  die  Differentialgleichung  über  in 


d^'- 


+    [(«+/3Ö)£ä    +    ^j3|]^  =  0 


und  für 

^  a  1  • 

U)  «=-^,         a  =  p 

wird  daraus 

15)  '         J^  +  ^V  =  0. 

Hätte  man  das  Integral  dieser  Differentialgleichung  gefunden, 
etwa 

15*)  ^  =/(!). 

so  würde  j. x  —  S a  -\-  ßx 

zu  substituiren  sein;  das  Integral  von  Nro.  12)  wäre  dann 

'=/(^') 
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and  das  Integral  von  Nro.  9) 

worin,  für  a,  ß  und  A  die  angegebenen  Werthe  gelten. 
Setzt  man  in  Nro.  12)  allgemeiner 

16)  x  =  -j-\-  x|», 

80  hat  man  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  die  neue  Variabele  | 

df)        dri     dx        dfi  ,     , 

d^        dx     d^        dx  ' 

und  umgekehrt 

dri  S^-«     drj 

dx  xn       dj' 

nochmalige  Differentiation  der  vorhergehenden  Gleichung  giebt 

^  =  ^xn  (n-l)  l-  +  x«|n-.  -^  •  S 
n —  1     dri    ,    d'^rj    „   « v«     o 

nnd  umgekehrt 

e?aj2  ~  x-2n2  *  d^^   "^         x^n^         '  d^  ' 

Nach  Substitution   dieses  Ausdruckes   und   des  Werthes  von  x 
verwandelt  sich  die  Gleichung  12)  in  nachstehende 

1,^  +  (1-«)^  +  n'ßzH^-'v  =  0, 
welche  linear  wird  für  w  =  |,  nämlich 

Setzt  man  weiter 
18)  7]  =  ee«e, 

80  erhält  man  für.  die  Unbekannte  S  die  Differentialgleichung 
und  wenn  hier 


19)         .  P-„  --  y     jg^ 

genommen  wird,  so  ergiebt  sich 
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20)  i^,  +  a  +  öf|  +  K  =  o. 

Diese  Differentialgleichung  steht  unter  der  Form 


21) 


lg  +  (l>  +  (Z+ö|f+i>g  =  0, 


p  =^  a  =  h 


und  es  ist  dies  insofern  bemerkenswerth,  als  sich  nachher  zeigen 
wird,  dass  die  Gleichung  21)  als  Normalform  der  allgemeinen  Diffe- 
rentialgleichung 1)  gelten  kann. 

Nennen  wir  das  Integral  von  Nro.  20) 

20*)  g  =  F(l), 

so  haben  wir  für  Nro.  17) 

17*)  V  =  e'^^Fi^), 

und  erhalten  hieraus  das  Integral  von  12),  indem  wir,  gemäss  Nro.  16) 

substituiren ;  zur  Abkürzung  sei  hier 

dann  wird  |  =  2  (ftH-  va;)*/«,  und  das  Integral  von  Nro.  12)  ist 

12*)  iy  =  c  "V^Ci"  +*'*)"  F  [2  V((i  +  vxyi 

sowie  endlich  ^das  Integral  von  Nro.  9) 

9  *)  y  =  e^'  +r(.« +rz)« p  |-2  V(ii  +  V  xY\ 

worin  A,  fi,  v  durch  Oq,  »i,  a^  und  &;  auszudrücken  sind. 

B.    Zweiter  Hauptfall:   &2  =  0,  &i  ^  0,  also 

23)  «,^  +  (a,+bia:)^  +  («o  +  &o)  2^  =  0. 

Mit  Hülfe  der  Substitution 

24)  y  =  c^*?y, 

worin  A  vorläufig  unbestimmt  bleibt,  gelangt  man  zu  der  neuen 
Differentialgleichung 

«^^2  +  (2a2A  +  a,  +  &ia;)  — 

+  [«2^2  4-  a,  A  +  oo  +  (2>i^  +  «>o)«]^  =  0, 
welche  sich  vereinfacht,  wenn 


25) 
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—         TT» 
2  «2  A  4-  «1        aj  5i  —  2  a2  bo     />  &i 

"1  =  — I —  =  — :rh '  Pi  =  ~ » 
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«2 

tto  X^  -\-  ai  k  -]-  Gq 

'^= ;; 

gesetzt  wird;  man  erhält  nämlich 
26) 


ch 


«2  (^o)*  —  «1  &0  ^1  +  «0  Qh)' 


(h(pi) 


2 


^  +  («1+^1^)^  +  «0^  =  0. 


+ 


Statt  X  möge  eine  neue  unabhängige  Variabele  |  mittelst  der 
Gleichung  _ 

27)  a?  =  «  +  5  VF 

eingeführt  werden.     Man  findet  zunächst 

dfj  _2  Vf     dri      d^rj  _  2  [c^t^^V 
dx~      e      '  d^'    dx^~  8^  L      ö5|2 

und  dui'ch  Substitution  dieser  Ausdrücke 

^3  +  Ö  +  ^s(«i+^.«  +  /5i«V|)V|]||  +  i«ea»i,  =0. 

Um  die  vorliegende  Gleichung  zu  vereinfachen,  nehmen  wir 

«9 


und  erhalten 


*^  4.  n  4.^)^1  -L 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 


i?  =  0, 


!9) 


p  = 


l-i>  = 


In  dem  speciellen  Falle  /3,  =  0  ist  diese  Transformation  un- 
ausführbar, aber  auch  nicht  nöthig;  da  nämlich  ßi  nur  dann  ver- 
schwinden kann,  wenn  &|  =  0  ist,  so  hätte  man  es  mit  einer  DiflPe- 
rentialgleichung  der  ersten  Form  9)  zu  thun. 

Vorausgesetzt,  dass  man  das  Integral  der  Differentialgleichung 
29)  in  der  Form 

29  *)  fi=:F  (S) 

darstellen  kann,  ist  nun  das  Integral  von  Nro.  26): 


520     Die  Integration  der  linearen  Differentialgleichungen 

und  das  Integral  von  Nro.  23) 

wobei  «1,  ßi  und  A  die  in  Nro.  25)  angegebenen  Wertlie  besitzen. 

C.    Dritter  Haupt  fall:    Es  verschwindet  hi  nicht,  und  dahe  i 
sei  die  Differentialgleichung  von  der  allgemeinen  Form 

30)  {a,  +  hx)  ^  +  (a,  +  6,a;)  ^  +  («o  +  b«)  y  =  0. 

Wie  früher  benutzen  wir  zunächst  die  Substitution 

31)  y  =  e^'^ri, 

und  erhalten  für  ly  die  Differentialgleichung 

(«3  +  2>2^)^  +  [2a2^  +  ai  +  (2??.2A4-5i)a;]^|  ^^ 

4-  [a2A^  +  «i^  +  ao  +  (52^2  +  2>i^+Maj]i2      ' 
Für  X  setzen  wir  eine  Wurzel  der  Gleichung 

32)  h^l^  +  biA  +  5o  =  0, 
und  führen  folgende  Abkürzungen  ein: 

«2  =  021    ß'i  =  &27    «1  =  2a2A  -f-  au    ßi  =  2^2^  +  K 

«0  =  02^2  -|-  a,  A  +  ao; 

wir  haben  dann  einfacher 

34)    .         («,  +  ß,x) 0  +  («1  +  ^ix)  2  +  «Ol?  =  0. 

Die  weiteren  Schritte  der  Rechnung  sind   davon  abhängig,  ob 
die  Gleichung  32)  gleiche  oder  verschiedene  Wurzeln  besitzt. 

a.    Im  ersten  Falle  hat  man 

und  daher  die  einfachere  Form 

36)  («.,  -\-ß,x)  ^,  +  a,  |1  +  «0,  =  0, 

ax^  ax 

worin  ß2  =  ^2  von  Null  verschieden  ist.     Die  Substitution 

37)  a5  =  -|?  +  |6|^ 
giebt  nun 


33)     {' 
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und  daher  wird  die  Differentialgleichung  37)  zur  folgenden 

Wir  setzen  weiter 

38)  n  =  eV^lg, 

und  erhalten  für  ^  die  neue  Differentialgleichung 

diese  wird  einfacher  durch  die  Annahme 

39)  £  =  — 


ß2 


und  stellt  sich  unter  folgende,  bereits  erwähnte  Form 


40) 


«1        1 

i>  =  2  =  —  —  r 


/3» 

Aus  dem  Integral  der  vorigen  Gleichung,  welches  wieder 

40*)  t  =  F  (I) 

heissen  möge,  erhält  man  das  Integral  von  36)  mit  Hülfe  der  Glei- 
chungen  

wobei  zur  Abkürzung 

(P2)2  P2 

sein  möge;  das  Integral  von  36)  ist  dann 


36  *)  rj  =  c>V+^  F  (2  Vii  +  vx), 

mithin  das  Integral  von  30) 

30  *)  y  =  e^-^'^J^'^F  (2  Vfi  +  vx). 

Drückt  man  A,  [i,  v,  p  durch  die  Coefficienten   der  Gleichung 
30)  aus,  so  gelten  folgende  Werthe: 

*'"-    4b,'    ^-         2  6,' 
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4  ao  (^2)^  —  2  ai  5i  ba  +  «2  (&,)2 


ft  =  —  «2 


(hy 


P  =  2  = 


Alba— «2^1         1 


(?>2) 


2  2' 


44) 


b.  In  dem  allgemeinen  Falle,  wo  die  quadratische  Gleichung 
32)  verschiedene  Wurzeln  besitzt,  wird  die  Sache  am  einfachsten. 
Durch  Substitution  von 

42)  ^  =  _:^  +  x| 

P2 

erhält  man  nämlich  aus  Nro.  34) 

^d^^  +  l    iß,r    +  X  ^ J  ^  "^  X  ^  ~  ' 

und  da  hier  ßi  nicht  Null  ist,  so  lässt  sich  die  Gleichung  mittelst 
der  Annahme 

43,  »=| 

vereinfachen.     Das  Resultat  ist  von  def  Form 

«0  '   «I  ßi  —  Oj  ßi  _  Oo 

^~  ßi'  *~         (ß's?  ßi' 

Nach  Nro.  42)  und  43)  hat  man 

_  «2  +  ßjX  _  ßi  («2  +  ß2^) 

^-      ß,x      -         (ß,y        ' 

und  wenn  daher  das  Integral  von  Nro.  44)  mit 

44*)  ri  =  F(^) 

bezeichnet  wird,  so  ist  das  Integral  von  Nro.  34) 

und  das  Integral  von  Nro.  30) 

30*)  ,  =  e*^r  [^l(^±^} 

wobei  A,  «2  und  ß-j  durch  die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung 
auszudrücken  sind. 

Die  Nebeneinanderstellung  der  letzten  Formen  (21,  29,  40,  44), 
wozu  die  vorigen  Umwandlungen  führten,  zeigt  augenblicklich  die 
Richtigkeit  des  Satzes:    Die  Differentialgleichung 
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(02  +  h2x)  ^  +  (a,  +  5^a?)  ^  +  («0  +  hx)  y  ==  0 
kann  durch  gehörige  Substitutionen   immer   auf  die  Nor- 


malform 


gebracht  werden.  Mit  dieser  haben  wir  uns  nur  noch  zu  beschäf- 
tigen, und  zwar  wollen  wir  zunächst  einige  Eigenschaften  von  ihr 
entwickeln,  welche  für  die  nachherigen  Integrationen  von  Wichtig- 
keit sind* 


Vorbereitung  der  Integration. 

Durch  Substitution  von 

46)  (p  =  e-^tl) 

geht  die  Gleichung  45)  in  die  folgende  über 

und  daraus  wird  für  |  =  —  |i 

.    d'^i)  ^     d^ 

47)  I,  _|  +  (^  +  p  +  ^0  ^  4-  2^  =  0; 

dies  ist,  wie  man  sieht,  dasselbe,  als  hätte  man  g  und  p  gegen  ein- 
ander vertauscht» ,  Bezeichnet  man  das  Integral  von  Nro.  45)  mit 
q)  =  F  (p^q,  I),  so  muss  das  Integral  von  47)  mit  ^  =  F  (q^p,  |i) 
bezeichnet  werden  und  die  Gleichung  46)  giebt  dann 

F  (p, q,  I)  =  e-^F  iq,p,  |,)  =  e-^F  (q,p,  - 1), 
oder  auch 

48)  F  (p,q,  -  ^)  =  e^^F  (q,p,  +  ^), 
und  umgekehrt 

49)  F  (a,p,  +  ^)=e-^F  (p,  q,  -  |). 

Die   Formel   48)  zeigt,    dass  der  Fall   eines   negativen   |   auf  den 
Fall  eines  positiven  |  zurückgeführt  und  daher  ^  immer  positiv  ge- 
nommen werden  kann;    aus  Nro.  49)    ersieht  man   den  Effect  der 
gegenseitigen  Vertauschung  von  p  und  q. 
Setzt  man  in  der  Gleichung  45) 

so  ergiebt  sich  nach  Division  mit  l**""^ 

I*  ^  + 1  (2r +j)  +  ä  +1)  ^  -\-[r(r+p+q-l)-\-(r+p)^]<o=0; 
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die  linke  Seite  wird  durch  |  theilbar,  sobald  r  den  Werth 

r  ==  1  —  p  —  q. 
erhält;  es  bleibt 

und  dies  ist  dasselbe,  als  wäre  in  Nro.  45)  1  —  q  für  p  und  zu- 
gleich 1  —  p  für  q  gesetzt  worden.  Man  hat  zufolge  dieser  Bemer- 
kung CD  •=  F  {l  —  g,  1  —  p,  I)  und  wegen  (p  =  l^'o 

50)  F  (p,  g,  I)  ^  I  i-P-^  F  (1  -  g,  1  -  i>,  |), 
oder  auch 

51)  F(-p,-a,^)  =  t'^P+9F(l  +  q,l+p,^y, 

diese  Formel  zeigt,  wie  der  Fall  negativer  p  und  q  auf  den  Fall 
positiver  p  und  g  zurückgeführt  werden  kann. 

Bemerkenswerth  ist  noch,  dass  eine  mehrmalige  Differentiation 
der  Gleichung  45)  wieder  eine  Gleichung  von  derselben  Form  giebt. 
Durch  iw- malige  Differentiation  erhält  man  nämlich 

^  J^  +  (m  +i>  +  g  f  I)  j^  +  (^  +p)  ^  =  ö, 
und  wenn 

dl"  ~ 

gesetzt  wird,  so  folgt  weiter 

^j^  +  (ni  +  p  +  q  +  ^)jj  +  (m  +  p)0  =  O, 

und  dies  ist  das  Nämliche,  als  wenn  in  Nro.  45)  p  -\-  m  für  j?  ge- 
setzt worden  wäre.  Man  hat  daher  S  ■=  F  {p  -\-  m^  q,  |)  und  nach 
dem  Vorigen 

Differenzirt  man  auch  die  Gleichung  47)  »-mal  in  Beziehung 
auf  §1,  so  gelangt  man  ebenso  leicht  zu  der  Formel 

F{q-[-  n,p, li)  = j^ , 

oder 

und  es  ist  daher 

53)      j.(,,,+^{,  =  (_i)..-.?:lI'**^(''''Si 


dl" 
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Bei  Ausführung  der  angedeuteten  DiflFerentiation  erhält  man 
F  (p,  q  +  n,  ^)  ausgedrückt  durch  F  (p,  q,  ^),  F  (p  +  1,  g,  |), 
F  ip  +  2,  q,  I)  u.  s.  w. 

Mit  Hülfe  der  vorigen  Relationen  lässt  sich  zeigen,  dass  die 
Function  F  (p,  q,  J)  immer  gefunden  werden  kann,  wenn  sie  für 
positive  echt  gebrochene  p  und  q  bekannt  ist.  Wir  betrachten 
nämlich  folgende  vier  Fälle. 

a.  Es  mögen  p  und  q  positive  unechte  Brüche  sein;  wir  setzen 
danu 

p  =  m  -^  r,     ^  .-=  w  +  s, 

wo  m  und  n  ganze  positive  Zahlen,  r  und  s  positive  echte  Brüche 
bezeichnen,  die  auch  Null  sein  können.  Nach  Formel  52)  haben 
wir  jetzt ,  indem  wir  die  mehrmalige  Differentiation  durcli  2)"*  an- 
deuten, ^ 

F(m  +  r,  n  +  s,^)  =  B^F  (r,w  +  s,|); 

wenden  wir  noch  rechter  Hand  die  Formel  53)  an,  so  wird 

54)     :F(m+r,w-f  s,|)  =  (— 1)«D''»  [e-s^2>«  {e+^F(r,s,|)}]. 

b.  Bei  gleichzeitig  negativen  p  und  q  setzen  wir  ähnlich  wie 
vorhin 

p  =  —  (w  —  1  +  r),     g  ™  —  (w  —  1  +  s), 

und  erhalten  zunächst  aus  Nro.  51) 

nach  Formel  54)  giebt  dies 

55^      /  F(-^,+  l-r,  -n+l~s,|) 

^        1=  (—  \)m^m^n^r^s-lj)n   [g"!  2)m  {g+|^  (S,  r,  |)}]. 

c.  Wenn  p  positiv,  q  negativ  ist,  so  sei 

_p  ==  m  +  r,     q  =  —  n  -\-  s\ 

indem  man  der  Reihe  nach  die  Formeln  50)  und  51)  anwendet,   ge- 
langt man  zu  den  Gleichungen 

JT  (^  +  r,  —  w  +  s,|)  =  B^F  (r,  -  n  +  s,|) 
d.  i.  =  i)m[|l-r+»-,2?'  (n+  1  -s,  1  ~r,  I)], 

66)     jP(w  +  r,  — n  +  s, |)  =  D"»  K^+i-»-* B'^F  {\ —s^l-^r, |)]. 
cl.    Bei  negativen  p  und  positiven  q  setzen  wir 
p  -=.  —  m  -\-  r^     g  =  w  +  s, 
und  benutzen  der  Reihe  nach  die  Formeln  53)  und  51);   dies  giebt 

i,'(^_wj.f  r,w+s,|)  =  (— l)«e-^D»[e+5jP(— m  +  r,s,|)] 

=  (—  1)«  e-^D*  [e^  |i+"»-'-' jP(1  — s,  m  +  1  — r,  g)], 
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und  bei  nochmaliger  Anwendung  von  Formel  53) 
57N      I  F{—m  +  r,n+s,t) 

Da  r  und  s,  mithin  auch  1  —  r  und  1  —  s  positive  echte 
Brüche  sind,  so  hat  man  den  Satz:  Das  Integral  der  Differen- 
tialgleichung 

l^  +  d'  +  ä  +  Dfl +i>g'  =  o 

lässt   sich  immer  auf  das  Integral  der  ähnlich  geformten 
Differentialgleichung 

zurückführen,    worin    Pi    und    q^     positive    echte    Brüche 
sind. 


Integration  unter  speciellen  Voraussetzungen. 

< 

Dfe  Integration  der  Gleichung  45)  ist  sehr  leicht,  wenn  ent- 
weder p  oder  q  verschwindet.     Für  ^  =  0  hat  man  nämlich ,  wenn 

d(p 

TT-  mit  q)   bezeichnet  wird, 

»5 


f=-(f +.)""«• 


und  daraus  findet  sich 

58)  <p=  cf^-^e-^dl  +  Ol. 

Wenn  ^  =  0  ist,  vertauscht  man  p  und  q  gegen  einander,  d.  h. 
man  integrirt  die  Gleichung  47)  und  erhält  nachher 

59)  <p  =  e-i  \c  f^-Pe+^d^  +  Cil. 

Unter  welchen  Umständen  p  oder  q  verschwinden,  sieht  man 
leicht  aus  den  früher  angegebenen  Werthen  dieser  Constanten,  und 
daher  möge  nur  für  den  allgemeinen  Fall  (0,  5  auf  S.  522)  eine 
Bemerkung  folgen.  Nach  Formel  44)  wird  p  =  0^  wenn  «0=0, 
d.  h.  wenn 

60)  «2^2  -f  aiA  +  «0  =  0, 
und  da  A  durch  die  Gleichung 

61)  62A2  4-  b^A  +  &o  =  0 
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bestimmt  war,  so  kann  das  Verschwinden  von  j)  nur  eintreten,  so- 
bald beide  quadratische  Gleichungen  eine  gemeinschaftliche  Wurzel 
A  besitzen,  wozu  die  Bedingung 

62)  (tto  hl  —  tti  5o)  («1  h  —  a2  h)  =  (uq b^  —  a^ hY 
gehört,  und  wenn  für  A  diese  gemeinschaftliche  Wurzel  Aj  genom- 
men wird.      Damit  kommt  man  auf  den  S.  514  erörterten  Fall  zu- 
rück.    Es  verschwindet  femer  q  unter  der  Bedingung 

(«ii32-«2i3i)i3i-«o  (ft)»  =  0, 
welche  nach  Substitution  derWerthe  von  ccQ,ai,a2,ßuß2  übergeht  in 

63)  (a,  ^2  --  (hh)  (2  fta  A  +  h^)  —  (h^y  {(h  A«  +  ai  A  +  a^)  =  0. 
Durch  Elimination  von  A  aus  61)  und  63)  gelangt  man  wieder 
zur  Bedingungsgleichung  62);  es  ist  daher  wiederum  erforderlich, 
dass  die  Gleichungen  60)  und  61)  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  Aj 
besitzen,  nur  darf  man  nicht  diese  für"A  nehmen  und  muss  folglich 
die  andere  Wurzel  der  Bestimmungsgleichung  61)  für  X  setzen.  In 
der  That  überzeugt  man  sich  a  posteriori  sehr  leicht,  dass  der  Werth 

A  — —  A    -  ^ 

A  —   Ai    —    -r- 

die  Gleichung  63)  befriedigt. 

Wir  betrachten  nun  den  etwas  allgemeineren  Fall,  wo  eine  der 
Grössen  p  und  q  eine  ganze  positive  Zahl  ist.    Bei  ganzen  positiven 
p  =:  m  erhält  man  mittelst  der  Formeln  52)  und  58) 

i^(w»,g,|)  =  D«F  (0,3,1) 

dies  ist  aber  nur  ein  particuläres  Integral,  und  daher  bedarf  die 
Methode  einer  kleinen  Modification.  Denken  wir  uns  q)  =  F  (m^  g,  |) 
als  fnten  Di£ferentialquotienten  einer  anderen  Unbekannten  o  und 
substituiren  demgemäss 


in  die  Gleichung 

64)  •    I  ^  +  (m  +  2  +  I)  ||  +  »»<JP  =  0, 

SO  gelangen  wir  zu  der  neuen  Differentialgleichung 

iD'w+afi)  +  (w  +  g  +  |)D*»+'a7  +  mD'^g)  —  0, 
welche  übereinkommt  mit 

D^  [|  D^o)  +  (g  -I- 1)  Do]  =  0. 
Dieser  Gleichung  genügt  ein  co,  für  welches 
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|2>2fi)  +  te +  1)2)01  =  C 
wird  oder,  weil  Do  z=^  (o'  ist, 

Nach    einem    sehr    bekannten   Verfahren    findet    man    als  Integral 
dieser  Differentialgleichung 

und  wegen  cp  ^=  D''^G)  =  JD^—^  cd'  hat  man  schliesslich 

65)     (p  ==  CB"^-^  r^-^e-^  A^-ie  +  ^e?^!  +  di)"—!  [^'U-^ 

als  vollständiges  Integral  von  Nro.  64), 

Bei  positiven  ^  und  |  lässt  sich  dieser  Ausdruck  in  eine  andere 
Form  bringen,  bei  welcher,  die  angedeuteten  Differentiationen  aus- 
führbar werden.     Es  ist  nämlich 

A^-ie  +  ^e?!  =  jt^-W^^dt  +  Co, 


0 

OD 


mithin  durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  und  bei  Aenderung  der 
Constanten  Ci 

0  0 

Im  ersten  Integrale  setzen  wir  <  =  |  (1  —  u)  und  erhalten 

I  1 


im  zweiten  Integrale  ist 


1 
=  (—  l)"»-i  y  w."»-!  (1  -  w)  «-1 6-^"  dtt; 

0 


OD  00 


0  0 

CO 
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mithin  ergiebt  sich,  wenn  der  Factor  (— l)«»-!  in  die  wiDkührlichen 
Constanten  eingerechnet  wird, 

Ist  zweitens  q  eine  ganze  Zahl  =  +  n,  mithin  die  gegebene 
Differentialgleichung 

67)  ^  |g  +  (p  +  n  +  |)||+^(p  =  0, 

so  vertauscht  man  zuerst  i?  und   q  gegeneinander  wie  in  Nro.  47) 
und  integrirt  die  Gleichung 

auf  dieselbe  Weise  wie  vorhin  die  Gleichung  64);^  dies  giebt 

Wegen  ^i   =  —   |    und    vermöge   Formel   46)    folgt  hieraus  bei 
Aenderung  der  Constanten 

68)  q)  —  Ce-^ir^^  U-p  c+^  A^-^  e-^  d |1  +  G^e-^B^-^ [|-''ö+^]. 

Bei  positiven  p  und  |  lässt  sich  dieser  Ausdruck  auf  ähnliche 
Weise  umwandeln,  wie  es  vorhin  mit  dem  unter  Nro.  65)  angegebe- 
nen Werthe  von  (p  geschehen  ist.     Man  hat  nämlich  einerseits 

Ap-1  e-^d^=  JuP-^  e-«  du  4-  Co 

0 

und  mit  Hülfe  der  Substitution  u  =  ^r 

1 

S-Pe^^  r^P-^e-^d^=rvP-^e-^(^-^Hv  +  eicr, 

0 

andererseits  ist 

00 


^  r(p)j 


1  00 


=  =7-T     j  vP-^e^(^-^^dv+  f  tP-^e-^(^^^dv\ 

^^      0  1 

~  TT)  [  A''"'«^^^""''^^^'  +Jil+ti)P-'e-^''du\', 

^       0  0 

Sohlö milch,  Analysia.  II.  34 
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nach  Substitution  dieser  Werthe  in  Nro.  68)  werden  die  angedeute- 
ten Differentiationen  ausführbar  und  man  erhält 

1  00 

0  0 

Auch  in  dem  Falle,  wo  p  oder  q  eine  negative  ganze  Zahl  ist, 
können  ähnliche  Methoden  angewendet  werden,  doch  wollen  wir 
uns  bei  diesen  Details  nicht  aufhalten. 


Allgemeine  Integration. 

Durch  die  Formeln  66)  und  69)  wird  man  auf  die  Vermuthung 
geführt,  dass  der  Werth  von  <p,  wenigstens  in  manchen  Fällen,  aus 
zwei  bestimmten  Integralen  zusammengesetzt  ist,  in  welchen  die 
unabhängige  Variabele  (|)  der  Differentialgleichung  die  Rolle  einer 
Gonstanten  spielt.     Dies  bedarf  einer  genaueren  Untersuchung. 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  erstens  den  Ausdruck 

1 

70)  M  =   y  uP-i  (1  —  ti)?-i  c-^«  d  u. 

0 

Durch  zweimalige  Differentiation  in  Beziehung  auf  |  erhalten  wir 


=  —     I  uP  (1—  w)9-i  6-«"  du, 


1 
d 


2M  r 

■^  =  +    I  wP+i  (1— w)^-ie-5«e?u, 

0 

und  es  ist  daher 

1  1 

=  /  [p(l--^)—au]uP'-^(l—uy''^e-^'*du—^fuP(l—u)9e-^'*du. 

0  0 

Wendet    man   auf    das    zweite   Integral   die  theilweise   Integration 
an,  so  hat  man  weiter 

^  I  uP  (1— w)«e~^«(?w 
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vorausgesetzt  nun,  dass  p  und  q  gleichzeitig  positiv  und  von  Null 
verschieden  sind,  verschwindet  tiP  (1— w)«  sowohl  für  w  =  1  als 
für  w  =  0,  und  es  ist  daher 

1  1 

§  /  uP(l'-uye-^'*du=  I  ['p{l—u)--gu\uP'-^  {l--uy-U-'^'' du. 

0  0 

Nach  Einführung  dieses  Werthes  reducirt  sich  die  rechte  Seite 
der  Gleichung  71)  auf  Null,  und  man  ersieht  hieraus,  dass  M  ein 
particuläres  Integral  der  Gleichung 

l^^  +  Ci'  +  a  +  Dff +i>g'F=o 

darstellt.  Uebrigens  kann  dasselbe  leicht  in  eine  nach  Potenzen  von 
I  fortschreitende  Reihe  verwandelt  werden.  Man  braucht  zu  diesem 
Zwecke  nur  e"^"  durch  die  bekannte  Reihe  zu  ersetzen  und  die  ein- 
zelnen Glieder  zu  integriren ;  für  p  -\-  q  :=  s  erhält  man 

72)  M  = 

np)r(q)\    p^   p(p+\)  ^'^    i>(jp-n)(i>+2)  r        -1 

r{s)      L       s  l"^s(s+l)  1.2      s(s+l) (8+2)1.2.3"^     J' 
Wir  betrachten  zweitens  den  Ausdruck 


PB. 


73)  JV  =  y  (1  +  i*)P-i  w«-i  e-^(i+")  du. 

0 

Durch  eine  der  vorigen  sehr    ähnliche  Rechnung  ergiebt    sich   die 
Gleichung 

74)  1^   +(^  +  3  +  |)_^^j^ 

=  —  f[P^  +  ^  (1  +  w)]  (1  +  w)i>-i w«-i  e-$(M«) du 

0 

+  ly  (1 +«i)p«*«e-^fi+»>i«M, 

0 

wobei  das  zweite  Integral  mittelst  theil weiser  Integration  folgender- 
maassen  umgestaltet  werden  kann: 

S  /(l  +w)Pw^e-^<i+"M« 
=  —  (1  +w)Pw«e-^<H-") 

+  Ap?*  +  (/(!+  w)]  (1  +  w)^-* u^-^ e-^(n«') du. 
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Ist  nun  q  positiv  und  |  positiv  oder  eine  complexe  Zahl  mit  po- 
sitivem reellen  Bestandtheile,  so  verschwindet  tt*c'"^(^+'*^  sowohl 
für  w  =  0  als  für  w  =  oo,  und  daher  bleibt 

1 

I  /  (1  +  w)Pw'?c-5<i+«>  cl^ 


0 

1 


=  I  [pu  •}-  q  (l  +u)]  (1  +«*)P-iM^ic-^<»+»>dw; 

0 

nach  Substitution  dieses  Ausdrucks  reducirt  sich  die  rechte  Seite 
der  Gleichung  74)  auf  Null,  und  folglich  ist  N  gleichfalls  ein  parti- 
culäres  Integral  der  besprochenen  Differentialgleichung. 

Das  mit  N  bezeichnete  Integral  lässt  sich  nicht  unmittelbar  in 
eine  nach  steigenden  Potenzen  von  |  fortschreitende  Reihe  verwan- 
deln, wohl  aber  kann  es  leicht  in  eine  sogenannte  halbconvergenlc 
Reihe  umgesetzt  werden,  und  es  liegt  hierin  keine  Gefahr,  wenn 
man  den  Rest  dieser  Reihe  anzugeben  weiss.  Nach  dem  binomischen 
Satze  ist  nämlich  allgemein,  wenn  -9*  einen  positiven  echten  Braci 
bezeichnet, 

(i+„)p-x  =  i+^«  +  (£z:lI^„.  + 

.      j_  (l>-l)(i>-2)....0— n-l)  ■ 

■  "^  1.2 (n— 1) 

,    (g— 1)(|»  — 2)...(p-n)  M" 

■'"  1.2 n  '.(1-1-»«)«+»-«'    ' 

substituirt  man  dies  in  Nro.  73),  so  kann  man  die  n  ersten  Glieder 
leicht  integriren  und  hat  dann  noch  den  Rest 

(p-l)(l>-2)...(p-n)  f      te.^n-x 

1.2 n  J  (l+^w)"+i~P 

hinzuzufügen.  Der  Werth  des  hierin  vorkommenden  Integrales  ist 
positiv  und  zugleich,  wenn  »  ]]>  p  —  1  genommen  wird,  kleiner 
als  der  Werth  von 


er  kann  daher  mit  pr^Cgf  +  w)!^^"""  bezeichnet  werden,  wo  Q 
zwischen  0  und  1  enthalten  ist.  Nach  diesen  Bemerkungen  zusam- 
men erhält  man  ohne  Mühe 
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75)  Jf       r(q)e-ir         (p-l)q      (p-l)(g-2)g(g  +  l) 

■    (1)— l)...(j)-n-l)g(g+l)...(g+w-2) 
''  1.2,..(n— l)|«-i 

Cp— 1)  •••(!>— w)g(g+l)---(g+w— 1)1 
■*"  ^  1.2...«|-         ^  J* 

Wie  man  sieht,  beträgt  der  Best  der  Beihe,  sobald  letztere 
Zeichen  Wechsel  erhalten  hat,  immer  einen  aliquoten  Theil  desjenigen 
Terms,  der  bei  weiterer  Fortsetzung  folgen  würde.  Hiermit  ist 
gleichzeitig  der  Beweis  geliefert,  dass  N  immer  einen  bestimmten 
angebbaren  Werth  besitzt. 

Nachdem  man  zwei  particuläre  Integrale  der  zu  integrirenden 
Differentialgleichung  kennen  gelernt  hat,  von  welchen  das  erste  für 
p  ">  0  und  2  >  0,  das  zweite  für  g  >  0  und  |  >  0  gilt,  ist  es  sehr 
leicht,  unter  allen  Umständen  das  allgemeine  Integral  anzugeben. 
Wir  müssen  dabei  auf  folgende  vier  Fälle  eingehen. 

a.  Bei  positiven  p  und  q  sind  beide  particuläre  Integrale 
brauchbar,  wofern  |,  oder  sein  reeller  Bestandtheil,  positiv  ist;  man 
hat  daher  f ür  |  >  0 

76)  (p  =  Ci  I  uP-^  (1  —  w)«-i  6-5» (iw 


0 

OD 


0 

Bei  negativen  f  macht  man  von  der  Formel 

Gebrauch ,   wo  nun  —  |  positiv  ist ;  indem  man  F  (g,  p,  —  f )  nach 
Nro.  76)  bildet,  erhält  man  zunächst 

u9-i (1  — w)p-i e^" du+C2  J  (1+  w)«~^ uP-^  c^«* du, 

0  0 

oder  auch,  wenn  man  im  ersten  Integrale  1  —  t«  an  die  Stelle  von 
u  treten  lässt, 

/l  00 

tiP-i  (1— t*)*?-!  c-5«  du  +  Ci  J  uP-^  (1  +t*)9-i  6^«  du. 
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h.    Der  Fall   gleichzeitig  negativer  p  und  q    ist   mittelst  der 
Formel 

leicht  auf  den  vorigen  Fall  zurückzuführen  und  man  hat  dann 
F  (1  —  g,  1  — i?,  I)  nach  Nro.  76)  oder  nach  Nro.  77)  zu  bildeo,  in- 
dem man  p  durch  1  —  q,  und  q  durch  1  —  p  ersetzt.     Dies  giebt 

für  positive  |: 

1 

78)     (p  =  |i-p-«  ICiJil'-'UJ-Pu-U-^'* 


du 


00 

0 


dagegen  für  negative  |: 

1 

79)  (p  =  |i-P-«     Gl  I  {l—u)-Pu-U-^**du 

0     • 

00 

4-  CiJ  {i+u)-Pu-U^''dd 

0 

c.  Wenn  p  positiv,  q  negativ  ist,  so  zerlege  man  p  in  eine 
ganze  positive  Zahl  m  und  den  positiven  echten  Bruch  r;  man  hat 
dann  nach  Formel  52) 

<jp  =  F  (m  +  r,g,|)  =  D^F  (r,a,|), 

und  nach  Nro.  50) 

80)  <p  =  D«»  [11-»^«  F  (1  _  r,  1  -  3, 1)]. 

Hier  sind  1  —  r  und  1  —  q  gleichzeitig  positiv  und  daher  ist 

bei  positiven  |  einzusetzen: 

1 

81)  F(l—r,  1—3,1)  =  Gl  j u-^  {l—uj-^e-^^du 

0 

00 

0 

und  bei  negativen  |: 

1 

82)  F  (1  —  r,  1  —  g, I)  =  Ol  ju-^  (1  — w)~^ e-5«  dw 


+  Ca  /(l +«)-»•  tt-'c^**dtt. 


zweiter  Ordnung.  535 

c2.  Im  Fall  p  negativ,  q  positiv  ist,  zerlegt  man  q  in  die  ganze 
positive  Zahl  n  und  den  positiven  ocliten  Brach  s;  dies  giebt  nach 
Formel  53) 

und  nach  Formel  50) 

83)  q>  =  e-^2>«[e5|i-P-'F(l— s,l— i?,!)], 

-wobei  der  Factor  ( —  1)"  weggelassen  wurde,  weil  er  sich  in  die  will- 

kührlichen  Gonstanten  C\  und  C^  einrechnen  lässt.     Da  nun  1  —  & 

und  1  — p  positiv  sind,  so  gilt  in  der  Formel  83)  bei  positivem  | 

der  Werth: 


84)     F  (1  — s,  1  — 1>,|)  =  C, /it-'(l  —  tt)-Pa-^« 


du 


0 

und  bei  negativem  |: 

1 

85)     F  (1  —s,  1  — 1>,  I)  =  Ol  ju-'  (1  +  uyp  c-"5«  du 

0 

OD 

+  Gi  J  u-*{l+u)-Pe^''du. 

0 

Die  Formeln  76)  bis  85)  sind  voUkommen  brauchbar,  so  lange 
I  eine  reelle  Grösse  oder  eine  complexe  Yariabele  ist,  deren  reeller 
Bestandtheil  nicht  verschwindet;  sie  verlieren  dagegen  ihre  Allge- 
meingültigkeit bei  rein  imaginären  |.  Aus  den  mit  M  und  N  an- 
gestellten Proberechnungen  geht  nämlich  hervor,  dass  zwar  M  unter 
allen  Umständen  ein  particuläres  Integral  der  betrachteten  Differen- 
tialgleichung darstellt,  dass  hingegen  N  bei  rein  imaginären  |  keinen 
angebbaren  Werth  hat,  weil 

(1  +  oo)PQo«e~"'^-^ 
eine  UAbestimmte  Grösse  ist.   Der  Fall  eines  rein  imaginären  |  kann 
aber  vorkommen,  nämlich  dann,  wenn  die  Differentialgleichung 

nicht  von  Hause  aus  gegeben,   sondern  durch  Transformation  her- 
geleitet worden  ist.  Handelt  es  sich  z.B.  um  die  Differentialgleichung 


^^  +  (-i4-I)9t-H  =  o, 
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so  müssen  zunächst  die  unter  0,  a  auf  S.  520  erwähnten  Umwand- 
lungen vorgenommen  werden,  und  dabei  erhält  man 

«2  =  0,    ß2  =  1,    «1  =0,    ßi=  0,     «0  =  h^ 
k  =  —  h,    fi==0,    1;=:  —  4  62,    p  =  q=  ^  l 

in  der  That  entspricht  hier  einem  positiven  x  ein  rein  imaginäres  J. 
Unter  diesen  Umständen  wird  es  nöthig,  ganz  allgemeine  Formeln 
aufzustellen ,  wobei  man  sich  aber  auf  die  reducirte  Differentialglei- 
chung beschränken  kann. 

Wenn  p  und  3  positive  echte  Brüche  sind,  die  wir  mit  r  und  s 
bezeichnen  wollen,  so  ist 

q>=f(r,  s, I)  =  y  Ä»-"!  (1  —«*)'-!  e-^^'du 

0 

ein  allgemein  richtiges  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung 
86)  l^  +  (r  +  s  +  l)ff  +r9>  =  0; 

es  kommt  also  nur  darauf  an,  ein  zweites  particuläres  Integral  zu 
finden.     Nun  führt  aber  die  Substitution 

zu  der  neuen  Differentialgleichung 

in  dieser  sind  1  —  s  und  1  —  r  wiederum  positive  echte  Brüche, 
mithin  genügt  ihr  der  Ausdruck  o  =  /  (1  —  s,  1  —  r,  |)  und  folg- 
lich wird  die  Gleichung  86)  auch  erfüllt  durch 

<jp  =  |i-r-./(i-.s,l— r,|). 

Im  Allgemeinen  ist  dieser  Ausdruck  verachieden  von  /  (r,  s,  |) 
und  stellt  demnach  ein  zweites  particuläres  Integral  von  86)  dar; 
hieraus  folgt  als  allgemeines  Integral 

9  =  Ci/  (r, s,  I)  +  G, li-»- -'/ <1  -  s,  1  -  r,  |), 
d.h. 


^ 


